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INTEGRALE.  — Calcolo  irtigkali.  Secondo  rimo  de)  caflblo  delle  Dirraaaazt. 
Il  «do  oggetto  è quello  di  coniidertre  le  differente  inverse , chiamate  ancora 
somme  o integrali.  Fedi  DirraamireA  n.°  16  e 148. 

Qneato  calcolo,  come  quello  delle  Differente  dirette , ti  divide  in  due  parli, 
cioè:  i*  il  Calcolo  integrale  alle  differente  finite,  ovvero,  come  comunemente 
si  chiama,  il  Calcolo  inverso  delle  differente ; a.*  il  Calcolo  integrale  alle 
differente  infinitamente  piccole , ovvia  il  Calcolo  integrale  propriamente  detto. 
Gli  esamineremo  ambedue  successivamente. 

I.  Calcolo  itrraGAALB  ALts  diffebentb  finiti,  ossia  Calcolo  inverso  delle  dif- 
ferente. Lo  scopo  generale  di  questo  calcolo  i quello  di  ottenere  la  generazione 
di  nna  differenza  di  un  ordine  qualunque  im?x,  per  mezzo  della  differenza  su- 
periore Am+,^ar;  tfx  essendo  una  funzione  qualunque  della  variabile  x.  La  quantità 
&mtfx  considerata  in  questo  modo  rapporto  a prende  il  nome  di  som- 

ma, per  ragioni  che  in  seguito  vedremo,  e la  relazione  Ira  queste  due  quantità 
si  esprime  con 


ED  APPLICATE 


4"f*  ss  2 |^4*+l  5*  , 

S essendo  la  caratteristica  che  indica  la  somma.  ( Fedi  Diffibinza  n.*  16). 

Abbiamo  spiegalo  nei  paragrafi  digià  citati  dell’  articolo  OirraaziizA,  il  sento 
delle  caratteristiche  I*  , 2’ , ec.  ed  abbiamo  veduto  che  1’  espressioni  lmfx  e 
A_mfx  sono  equivalenti.  Supporremo  dunque  d’  ora  in  avanti  che  tutto  ciò  che 
ha  rapporto  alla  notazione  sia  conosciuto. 

1.  Il  problema  di  trovare  la  qoantità  9*  quando  ti  conosce  la  differenza  Aftr, 
può  riportarsi  a quello  di  trovare  la  differenza  dell'ordine  generale  m di  questa 
differenza  Ayx.  Infatti,  indicando  con  f(m),  l’espressione  Am[dvx],  se  faccia- 
mo mm — 1,  si  ottiene  immediatamente 

J=»Z^A?x 

I 
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Ma  applicando  alta  quantità  A? *,  la  legge  ili  generazione  «Ielle  differenze 
{Vedi  Differenza  i^)»  si  ha  evidentemente 

Am  [a  fx  J = Af*— mA?(  x—  i )-+.  - *"~t)  Ay  ^ j—  ai  ^ — 

ec 

« essendo  r accrescimento  di  x , d*  cui  dipende  1’  accresci  mento  corrispondente 
A.js  della  funzione  «par. 

Facendo  dunque  in  quest’  espressione  me — i,  otterremo 

2 £a?xJ  =zAy*-t-Ay  (*— » )-è-A?  (*—  ai  'j  -+-A  ? ^ *— 3»  'j  •+- 

ec 

Donde  «i  tede  che  2 x J indica  una  ter»  somma.  Questo  è quello  che 

«1  altra  parte  reaultata  in  un  modo  più  generale  dall’  espressione  (d)  dell’  inte- 
grale x , (Vedi  Differenza  ao). 

La  generazione  della  funzione  ? x i dunque  io  questo  punto  data  dalla  som- 
ma di  tutti  i suoi  accrescimenti. 

a.  L’  integrazione  delle  differenze  polimonie  può  sempre  riportarsi  a quella 
«Ielle  differenze  nMnomie;  poiché: 

àfx-bAfr+Avt , 

ora , prendendo  l’ integrale  dei  due  membri  di  quest’  eguaglianza,  si  ha 

fX-bfy-hf*  = 2 £ Ayar-t-A fj'-t-A y*  J , 

ovvero,  ciò  che  sigoiBca  la  medesima  cosa 

1 A y x-+-2  A y j'-f-XA  y z =;  I J A y «r-fr-A  ^/—t-A  ; x j . 

Così  non  ci  occuperemo  che  delle  differenze  monomio. 

Dobbiamo  aucora  osservare  che  qualunque  fattore  costante  della  funzione  va- 
riabile, può  mettersi  fuori  del  segno  d’  integrazione,  ovvero  che 

2[A?*]  è la  medesima  cosa  di  Aiji. 

Questa  è una  conseguenza  immediata  dal  sapere  che 

A |^Ajij  = À . A ?jr. 

3.  Cominciamo  dal  procedere  alla  ricerca  dell’  integrale  della  funzione  elemen- 
tare x"'  ; l' accrescimento  di  x essendo  sempre  indicato  con  ». 

Abbiamo  ( Vedi  Differenza  zi  ) 

A.r"  sa  nxT  'i-y-  "-‘  —li  *"  -*»* 

I . 2 

s . a . 3 


•+•  ec 
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Integrando  da  una  parte  e dall’altra,  viene 


7- 


x"  =ss  ni E x"-1  -+-  "i'tTZil-  ,•* 
i . a 


i . a . 3 


i»Xx»-‘ 


-+•  ec 

Quest’  espressione  farebbe  conoscere  I’  integrale  di  »"  se  si  avessero  quelli  di 
*■*",»  x™-*,  ec.  poiché  facendo  nell’ espressione  di  sopra  n—  i=r«,  e li- 

berandone Ex”* , si  ottiene 


» 


Ixm  = 


(ra-M)i 


iXx”— ■ 


m(m — r ) 

' — — v-  .’Zx" 
i .a.  3 


m (m — i)  (m — a) 
s . a . 3 . 4 “ 


I 


(>)• 


Facendo  successivamente  in  quest’ ultima  mero,  rissai,  ma:a,  ec.  e sosti- 
tuendo in  ciascun  valoro  quelli  che  abbiamo  ottenuti  precedentemente,  si  troverà 


a 


Ix' 


I X* 

a i 


i 

— x 
a 


Z**=s- 


— X»H -xi 

a a . 3 


lx*  = i-  - x‘-H  1-  *’«  - r1-?  *»'* 

5 s a 3 5 . C 


, IX*  i 

IXS=3  — XS 

6 * a 


-r  ;r*z 

a.6  a . 


ec.  =:  ec. 

4.  Possiamo  otlenere  V espressione  generale  di  lxm  sema  passare  dalle  somme 
Zxm~2  , €c.  servendosi  del  metodo  dei  coefficienti  indeterminati.  Infatti 
possiamo  porre 

Zxm  =a  Aarm+I  Bar"*  Cxm~l  -+•  Dxm  a •+•  ec. , 
poiché  tale  è evidentemente  la  forma  della  generazione  di  questi  integrali.  Ora 
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prendendo  le  differenza  prima  da  ciaacun  membro,  ai  trova 

xm=  A - —xmi 

i 

(m-t-i)m  _ ...  , (m-t-i)m(m— .1  ) _ ... 

-+■  A — *'n-'«3-i-Av — ^ -+• 

i.a  i . a . 3 

m _ , . „ m lm  — 'i ) 

-4-  B — x"— 'i-+-  B - xm_Jr  + 


. C — — — x"*-»i  -f.  ec. 

i 


•+•  ec. 


paragonando  tra  loro  i termini  affetti  da  una  raedeiima  potenza  di  x,  ai  rco- 
priri  tra  i coefficienti  indeterminati  A,  B,  C,  ec. , le  relazioni  regnanti,  le  quali 
aerviranno  facilmente  a dedarli  gli  uni  dagli  altri, 


A = 


B = — A 


(m-f-i)i' 

( m i )«  i 


C s- A g 

3,3  a ’ 

„ , (m-t-i)  m(m— i)i*  Dm(n»— i),»  „(m-  i ) • 

D*=-*1 3T3T4 aT3 ° a * 

ec.  ss  ec. 

Effettuando  il  calcolo  della  parte  numerica  di  quelli  coefficienti,  li  ottiene 
xm+1  t 

y -v.  — — . - , . 

(m-t-i)i  a 


I 

mi 

. . 

1 .'"V 

2.3 

2 

e. 5 

I 

*j— * 

m 5j.ru-  5 

3 7|-1 

3 » ,Ir«-T 

6.7 

....  »* 

.0.9  ,'i* 

5 

- 1*1-1 
69*  m 

6. 11 

i’0" 

aio.  i3  ,•»!* 

35  w fa-—. 1 " ,..x—ii 

a. i5  ,«•!»  3o.  .7  , “l' 


43867m  .—,r_ 

, irli  ■* 

4a.  19.  I 1 no.  31  . 1 1 

- ec 


■(•>. 


Digitized  by  Google 


I NT  9 

ci  serviamo  per  abbreviare  della  notazione  delle  fattorielle.  ( Vedi  questa 

parola. 

5.  La  differenziazione  di  udì  funzione  composta  di  quantità  costanti  e di  quag- 
liti variabili,  facendo  sparire  le  quantità  costanti  che  entrano  nella  sua  espres- 
sione e le  quali  non  sono  fattori  delle  Tariabili,  bisogna,  integrando,  aggiungere 
una  costante  arbitraria  che  iu  seguito  la  natura  della  questione  dà  i mezzi  per 
determinarla.  Si  ha,  per  esempio,  A e B essendo  quantità  costanti, 

A |\-+-B  -,  * J ss  Dive. 

Cosi  quando  si  tratta  d'integrare  BAyx,  siccome  qualunque  traccia  della  co- 
stante A è scomparsa  da  quest’  espressione,  il  cui  integrale  é 

XBdyx  = BXA«x  = B .x, 

disien  necessario,  per  completare  I'  integrale,  di  aggiungere  una  costante  inde- 
terminata; si  scrive  perciò 

XBà^x  = B-fx-t -costante. 

In  un  gran  numera  di  casi  questa  costante  può  essere  cero,  ma  in  altri  essa 
cangia  interamente  il  valore  dell’integrale,  ed  è sempre  essenziale  di  tenerne 
conto. 

G.  L’integrazione  che  abbiamo  dato  della  funzione  elementare  xm  , contieue  il 
principio  di  quella  di  tutte  le  funzioui  algebriche  razionali  e intere,  nelle  quali 
la  variabile  indipendente  riceve  uu  accrescimento  costante.  Proponiamoci  , per 
esempio,  d’ integrare  la  funzione 

A0-t- A ,x-t- Ajx’-t- 4,x  ’ , 

abbiamo 

X £ao-4-A1x-4-A,x*-+-A,x*  J = A.Ix*-t-A1Xx’ 

-4-  A,Zx*-t-A,Sx». 

Cosi,  mettendo  per  £x°,  Xx1,  Xx*,  Xx1,  i loro  valori  dati  dal  n.*  3,  otterremo 
„ r,  . Aji* — 3A,*-+-GA. 

~ I Ao-t-A^-t-àjx^-t-Ajx*  Jca — ^ — x 

As«*  -a*ai  -*-aA, 

4* 

_ 3Ati-aAa 
Ci 


-t-  costante. 


j.  Cerchiamo,  per  esempio,  1’  integrale  della  funzione 
Di*,  di  Mal.  Voi.  Vi. 


a 
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Per  eseguir  ciò  svilupperemo  il  quadrato,  il  che  darà 


^a-f-Ax^  = al-t-a<aAx4-A1x1 , 


moltiplicando  o»  per  x°,  integrando  e mettendo  le  costanti  fuori  del  seeno  I 
otterremo  6 * 


I ^ a-t-ix^1eso!,Ix°-t-3aiZ  r4-A*Ix*  ; 


mettendo  per  Zx”,  Ix  e Ix»,  i loro  valori  dati  da  quelli  del  n.'3,  troveremo 

, i V a’-r  . . 4***  i»x»  b'ix 

\ a_t*Ax ^ T + — “4x4-  ~ _^._T+  coaroore  , 

ovvero,  ordinando  rapporto  alle  potenze  di  x, 

8.  Si  abbia  ancora  il  prodotto 

(x4-u)(x4-A)(x-he). 

Sviluppando  avremo 


(x4-o)  (x4-A)(x4-c)  =3  x*4-a 

4-  4 
4-c 

• integrando  si  troverà 

I(x-H>)  (x-t-4)  (x4-c)  s= 


x*4-u4  I x-+-aAc , 
4-acJ 
4- ci  I 


Ia*+a 
4-  4 

4"  C 


Ix»4-a4 

4-  OC 
4-  ci 


Xx4-aAcXx°  4*  costante. 


D’altro  non  ai  tratterà  che  di  mettere  nel  secondo  membro  i valori  di  Ix‘ 
Ix1,  di  Xx  e di  Ix",  dati  dall’ equazioni  stabilite  al  n.°  3. 

9.  Esiste  no  caso  particolare  in  cui  un  prodotto  di  diversi  fattori  presenta 
un  integrazione  altrettanto  elegante  quanto  facile;  questo  è quello  in  cui  là  dif- 
ferenza Ax  essendo  costante  e rappresentata  da  i,  ci  proponiamo  d’ integrare 

x{x4-s)(x4-ai)(x4-3i) (x4-m> 

Per  esegnir  ciò,  differenzieremo  il  prodotto 

.T  =s(x-i)  x(x44)  (*4-ai)  (X4-3Ì) (x+«i) (3), 

’l  quale,  sulla  sinistra  contiene  di  più  il  fattore  <x— i);  sostituendo  invece  di 
x,  (a44),/  diventerà  " 9 

r-t-Ar. 

ed  avremo 

74- A/  e=  x (x+i)  (x+ai)  (x-t-3i) (x-4-m)  (x-H'-Hs/) , 
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togliendo  de  quello  riiultemento  1*  equazione  primitiva,  rimarrà 
àjr=x(x+i)x+ai) (24- ìi)  ....  (x-hni) (x-bi-hni) 

— (* — i)x(x*t-i)(x-t-ai) (24.n1). 

La  parie  2(24-1). . . . (x-hni)  essendo  comune  ai  due  prodotti  che  compon- 
gono il  aecoodo  membro  di  quell’  equazione,  polliamo  metterla  in  (attor  comu- 
ne, ed  avremo 

4r=  0(24-i)  (24-ai)  ....  (24-ni)  ] [x4->4*ni  — (2 — i)  ]. 

Il  aecondo  fattore  ai  riduce  a (n4-a)i,  e siccome  elio  è costante,  potremo  farlo 
passare  fuori  del  segno  2,  integrando,  avremo 

jr  B=  (n4-a)  i I [ * (24-1  ) (x4«ai) («-Mi)]. 

Mettendo  il  valore  di  jr  dato  dall'  equazione  (3),  cangiando  i due  membri  di 
pollo  e dividendo  per  (n4-i)i,  troveremo  finalmente 

S 2(x4-«)  (24-ai)  . . . (x-t-ni)  e=  ~~  [ 2 (244)  . . ■ (24-01)  ]. 

(n-t-a)s 

io.  L’ integrazione  della  fattoriella  x"l‘ , quando  si  prende  1’  accrescimento  delle 
differenza  eguale  a quello  della  fattoriella,  presenta  meno  difficoltà  nell’integra- 
zione della  semplice  potenza  xm.  Infatti,  abbiamo  (Vedi  DirraazazA  n.®  aa). 

42*1*  ss  mi  ^ 24-  i j ""-'l* , 

donde,  integrando, 

2ml‘  ss  mi!  ^ 24-i  j "-‘I* , 
eguaglianza  che  immediatamente  dà 


Facendo  m — 1 = n,  e 24-1=2,  quest’ espressione  diventa  definitivamente 

_|.  (2-«)"+'li 

am  — ■ 4-  collante (4), 

(n4-i)i 

e tale  è l'integrale  generale  della  fattoriella  2"!' , qualunque  sia  I’ esponente  n 
intero  o frazionario,  positivo  o negativo. 

Nel  caso  dell’esponente  negativo,  la  formula  (4)  diventa 


(2  — ni  )"!*"  ( n—l  )i  ( 2 — ni  )"-,l< 


•"in-iii 


a motivo  di 
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( Vedi  FaTroatiLLi  n.*  6).  Rappreienlindo  , nuovamente  , ia  queil’ullima  li 
baie  x— ni  con  x,  otterremo 


costante 


(6). 


x'I*  ( n — i ) 

Nel  Caio  in  cui  ai  ronsiderasiero  le  differenze  con  accrescimenti  negativi,  lio- 
corno allora  la  differenza  di  ar",l1  è semplicemente , 

AxH • ss  mix’"-'!* 
le  formule  (4)  e (6)  diveotcrauno 


U*l' 


X*  -I  i 


(U—I}| 


-t-  costante 


(n-W)i(x — 


•+■  costante 


(7)- 


Altrove  vedremo  applicazioni  imporlantiiaime  di  quelle  integrazioni.  ( Vedi 
Sommi-tomo  ). 

li.  Paniamo  all'integrazioni  delle  funzioni  traicendenti.  La  differenza  della  fun- 
zione eiponenziale  ar  i 


Aa'ssa'^  o* — i ^ . 


(8). 


Poiché  ai  ottiene  quella  differenza  facendo  variare  x e aottraendo  la  fun- 
zione primitiva  da  quella  che  ha  riceulo  I’ accrescimento  ( Vedi  Uirraaiaza) , il 
che  dà 


4a'  t=a',,-o'=:oI  ^a* — I ^ - 

Premeno  ciò,  integrando  i due  membri  dell’  eguagliauza  (8),  abbiamo 


'ss  ss  ^a’ — i^Za*, 


(9)’ 


donde 

a* 

za.  Gl'integrali  delle  funzioni  circolari  len  x,  coi  x , ai  otterranno  con  un  pro- 
tetto limile  al  precedente.  Abbiamo 

A coi  x sscoi  ^x-t-i  ^ — coi  x 

e per  conieguenza 

A coi  x — — aieo -^-isen  ^x-t-— • . . . (io), 
a motivo  della  relazione  generale  ( Vedi  Sexo) 

coi  A. — coi  B ss  — asen  KA~b)  ‘«tCa^b). 
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Si  deduce  dell' eguagliatila  (io) 

,,d(,+7i)  = ' 


Aro»  x 


a sen  — i 

a 


il  rhe  ditiene,  ponendo  invece  di  x-s. — »,  x, 

A co»  (x  — li) 

ienx= — ■■■  — . 

a sen  j i 

Si  ottiene  dunque,  inlrgraudo, 

co»(x — i») 

Unta 1 +■  coltante  ....  (i  i). 

a seni  i 

Un  metodo  simile , rammemorandosi  la  relazione  generale 

tea  A—  «en  Ba  aien—  co»  — (***)• 

ri  condurrebbe  all'  espressione 

sen  (x — ii) 

jcoitse f- h costante  ....  (ia). 

a sen  ii 

|3.  La  generaxione  degli  integrali  del  prim'  ordine,  conduce  molto  facilmente  a 
quella  degli  integrali  degli  ordini  superiori,  poiché  l*fX  è la  medesima  cosa  di 

I(Ijx),  l’vx  di  2*(Z  x)  oerero  di  J ^l(I.x)^  ec.,  ec.  Cosi  per  ottenere  X*{yx),  si 

comincia  dal  prendere  l’integrale  del  prim’ ordine  che , nel  caso  di  ?x  = x*,  è 

. x*  x*  xi 

2x1=a— 1-  — -+-A  , 

3 < a 6 

A indicando  la  costante.  Integrando  quest'  ultima  espressione  si  ottiene 
l’x*  = ~Zx> -Ix^-t-  ~Xx  -h  Alx°  -+•  costante  , 

3i  a 6 

il  che  dà  definitivamente,  effettuando  l' integrazioni  indicate 


x‘  x* 

IV=  A - f-, 
lai*  3 > 


5x*  ix  Ax 

— — -t-  — -+■  costante. 

sa  t>  i 


Si  vede  che  l' integrazione  introduce  un  numero  di  costanti  arbitrarie  eguale  a 
quello  dell’  esponente. 

14.  Uno  degl’immensi  vantaggi  del  calcolo  delle  differenze  finite,  consiste  a 
determinare  il  termine  sommatorio  di  una  serie,  cioè  l'espressione  algebrica  per 
mezzo  della  quale  possiamo  trovare  la  somma  dei  termini  di  questa  serie. 

Esaminiamo  come  può  ottenersi  il  termine  sommatorio,  quando  si  conosce  il  ter- 
mine  generile  di  una  serie.  Perciò  si  abbia  la  serie 

0 1 °i 1 °»  > °s  > °l t • • • • <*»- 1 1 fn-  • • • 
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U quale  corrisponde  agli  iodici 

o,  t,  a,  3,  i,  n. 

Si  vede  cbe  dando  successivamente  ad  n i Talari  o,  i,  1,  S,  for- 

merà con  am,  tatti  i termini  della  aerie  (i3);  a„  nei  per  conseguenza  il  termine 
generale.  Ma  queito  termine  generale  può  considerarti  come  la  differenza  di  cui 
ai  accrescerebbe 

<*-+-O|+0a+Ot ■+■  Om-t  • • • • (*4)« 

per  formare  la  serie  (i3). 

Per  conseguenza  , se  indichiamo  con  S la  somma  dei  termini  della  aerie  (14), 
a Tremo 

d S = aB  ; 

donde  ne  ricaveremo,  integrando, 

S = 2o„ (t5). 

i5.  Tale  tarò  la  somma  dei  termini  compresi  inclusivemente  da  a fino  ad 
cioi,  fino  al  termine  che  occupa  l’(n— »)“"••  posto,  a partire  da  a,  ; ma  se  in- 
Tece  di  contare  i posti  da  a,,  gli  contiamo  da  a,  il  termine  a*_,  occuperò 


l' a"*"  posto,  e allora  gl’indici 

(n-t). 

della  serie  (itj),  si  cangeranoo  negli  altri 

1 » ai  3» a; 


in  questo  modo,  il  termine  sommatorio  S esprimerò  la  serie  dei  termini  compresi 
da  n = t fino  ad  san. 

■6.  Per  darne  un  esempio,  cerchiamo  il  termine  sommatorio  della  serie 

3.  7,  «>,  «5,  t<),  a3 (16), 

il  cui  termine  generale  è 4/i*t-3.  Questa  formula  ci  darò 

S t=s  2(40*0*3), 

orrero 

Ssas43n■<•3ln,, (17), 

mettendo  rs  invece  di  *,  nell' equazioni  del  n°  3,  e facendo  ibi,  perchè 

gl’  indici  crescono  di  un’  uniti  , dedurremo  da  quest’  equazione 

10°=  n,  Z/i  = — n* — n, 

a a 

sostituendo  questi  valori  nell’equazione  (17) , riducendo , ed  aggiungendo  una 
costante,  troveremo 

S = 2n%+n  -+-  costante (tS). 

Si  determinerò  la  costante,  osservando  che  quando  n = o,  la  somma  S dei 
termini  è nulla,  il  che  riduce  l’equazione  (18)  a 

collante  = o, 
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sopprimendo  dunque  le  collante , avremo 

Ses:an*-t-n (i8). 

17.  Per  applicare  questa  formala  alla  somma  dai  termini  della  serie  (16),  osser- 
veremo che  questi  termini  essendo  nel  numero  di  sei,  abbiamo,  n.°  i5, 

n=a6, 

mettendo  questo  astore  nell'  equaiione  (17),  t rose  remo 

Ss:  78. 

18.  Cerchiamo  ancora  i quindici  primi  termini  della  serie  dei  numeri  naturali, 
cioè  sommiamo  la  serie 

1 p *i  3,  4, i5, 

il  termine  generale  di  questa  serie  essendo  n-+- 1 , abbiamo  per  il  suo  termine 
somma  torio 

S = In  -+-  I/10. 

Per  metto  delle  solite  equaxioni,  ridurremo  questa  a 

S = — n»-+-—  n. 
a a 

Quest’ equaiione,  come  quella  dell'esempio  precedente,  non  comporla  costante. 
Gl’indici  non  differendo  dai  termini  delle  serie,  troveremo  facendo  n=t5, 
che  la  somma  di  questi  termini  è 

Saa  tao. 

• 9-  Per  tersa  applicatane,  sommiamo  la  serie 

I 1 -+-1 00 , 

che  è la  serie  dei  dieci  primi  termini  dei  quadrati  dei  numeri  naturali.  Il  ter- 
mine generale  di  questa  serie  essendo  (n-t- 1 in  conseguente  avremo  perii  ter- 
mine sommatorie 

S ss  I (»W-i)*=3 1(n*4-an-t-i)  sa  Xn»-t-aln-t-ln°  ; 

sostituendo  in  quest’ espressione  i valori  di  Xn1,  di  In,  e di  In0,  dati  dalle  solite 
equationi  del  n.°  3,  nelle  quali  si  caugerà  x in  n ed  s nell’unità,  il  termine 
sommatorio  avrà  per  espressione 

Sas  n*-f-  — n-H  costante  ....  (19); 

3 a o 

e siccome  il  numero  dei  termini  delle  serie  è 10,  troveremo  facendo  nsaio 

Sas  385. 

Non  aggiungiamo  costante  per  la  ragione  che  abbiamo  spiegata  (n.°  16);  ma 
se  invece  di  coniare  la  serie  dal  numero  1 ; si  contasse  dal  numero  36,  la  somma 
dei  termini  che  precedono  36  dovrebbe  esser  nulla.  Per  conseguente  facendo 
nsa5,  si  dovrebbe  avere  Sao.  Quest’ipotesi  ridurrebbe  1’ equaiione  {19)  a 

costante  =3  — 55. 
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Questo  valore  cannerebbe  l' equazione  (19)  in 


S=5-^-ns " — 55; 

J 2 Q 


e siccome  il  numero  dei  lermiui  della  serie  proposta  è io,  facendo  rs=io,  >i 
afrebbe  (ter  la  somma  dei  termini  di  questa  serie  , compresi  da  30  fino  a 100 
inclusi  veniente 


S = 


1000 

3~ 


IOn 

a 


10 


55, 


OSSÌ.t 

S =s  385  — 55  = 33o. 

20.  L’ interpolazione,  come  abbiamo  di  già  veduto  in  altri  articoli  ha  per 
scopo  d’  inserire  in  una  serie  di  termini  che  seguono  una  data  legge,  altri  ter- 
mini subordinati  a questa  medesima  legge. 

21.  Se  fossero  date,  per  esempio,  le  coordinale  AP  e PM  ( 7W  C t ) 
AQ  e QN  di  due  punti  M ed  N , situali  sopra  un  piano , basterebbe  far 
passare  la  retta  MN  per  questi  due  punti  per  risolvere  il  problema;  poiché  è 
evidente  che  le  coordinate  AP  e PM,  AQ  e QN,  e tutte  quelle  della  retta  AN 
sarebbero  concatenale  mediante  una  medesima  legge. 

aa.  Se  tre  punii  L,  M,  N ( Tav.  C L , fìg  2)  dati  sul  medesimo  piano,  fossero 
determinati  dalle  coordinate  AI,  IL,  AP,  PM,  AQ  e QN  , facendo  passare  per 
questi  Ire  punti  Parco  di  circolo  LMN,  si  soddisfarebbe  ancora  al  problema; 
ina  Parco  LMN  non  ne  somministrerà  più  la  soluzione  , quando  verrà  dato  un 
maggior  numero  di  punti.  D*  altra  parte,  quantunque  il  circolo  sia  una  curva 
facile  a descrivere,  essa  non  è,  per  la  sua  equazione,  quella  che  si  potrebbe  con- 
sìderare  come  la  più  adattata  al  caso  presente.  Ne  sceglieremo  perciò  un*  altra 
che  si  presti  più  facilmente  all*  ipotesi  che  potremo  stabilire  sopra  il  numero 
dei  punti  per  i quali  la  curva  deve  passare.  Questa  curva  è la  parabola  di  tutti 
i generi,  che  è compresa  nell*  equazione 

/ =a  M+Nx+ParM  Qx3+ (20). 

u3.  Supponiamo  dunque  che  dall* osservazione,  o per  qualunque  altro  mezzo, 
si  sia  giuuli  a sapere  che  le  ascisse  AI,  AP , AQ,  AR  ( Tav,  CL,  fig.  3),  ab- 
biauo  per  ordinate  corrispondeuti  IL,  PM,  QN,  RS,  ec.  ; se  queste  ascisse  sono 
rappresentate  dalle  lettere  a , ò,  c , d,  ec. , e che  le  loro  ordinate  lo  siauo  con 
A , B , C,  D,  ec.  l'equazione  (20),  nella  quale  i coefficienti  M,  N,  P,  Q,  ec.  sono 
indeterminati,  sarà  ancora  soddisfatta  tanto  dai  valori  oc  A,  quanto  dai  valori 
b e B e cosi  di  seguito,  dimodoché  avremo  per  determinare  i coefficienti  N , 
il,  P , Q , ec. , le  equazioni 

A = M -4-  Na  •+■  Pa*  ~f-  Qas  -4-  ec 
B s=5  M-+-N6-H Pò* -+- Qò*  ec 
C css  M -H  Nc  -4-  Pc*  -4-  Qc8  -4-  ec 
D M-f-Nd-i-Pd^QdM-  ec 

cc.  ec.  eo. 

Quest' equazioni  dovranno  essere  nel  medesimo  numero  dei  coefficienti  M,  N, 
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P.  Q,  ec. , che  tono  da  determinare.  Se  I*  prima  è sottratta  dalla  seconda , c che 
la  accenda  lo  aia  dalla  Uria,  e cosi  di  seguito,  ai  otterrà 


B— A = N (4  -o)  -+•  P(4* — a2)  + Q(4*— n2)  -+•«., 
C-B  = N (c— 4)  -4-  P(c*-42)  Q(cl — 45>  -+-  ec. , 

D— C=N  (d-c)  -+-  P (ri* — ca)  -t-  Q (d3-c*)  -+-  ec. , 
ec.  ec.  ec.  w,; 

e dividendo  per  il  fattore  che  mollipttca  N,  si  avrà 


B— - A 

b — -d 


A »,  ut*1-"*)  «(P  — "*)  \ 

= N-+-P^— ; 1-t-Q  ! --t-cc.  ^ 

a 4 — a 4 — « 


c — A 
D — C 


c — b 


c — —b 


■ (»»). 


iN-4-P(^,  gl)  -FQ C>)--4-ec. 


(I — ’C 


d — c 


c.  ) 


i termini  che  «i  trovano  compresi  tra  le  parentesi  essendo  le  differente  di  due 
quantità  elevate  ad  una  medesima  polenta,  seno  della  forma  um— v'";  ora  ai  sa 
che  un'espressione  di  questo  genere  , quando  * è un  numero  intero,  è esatta- 
mente divisibile  per  u—v  e dà  ^ 

Um—Vm  t=  (l< — v)[um~'-+-vum~1-hv1u",-i-i-  . . . -+•  . . . (a3), 


e paragonando  le  quantità  (4* — a1),  (4S— a3),  (c2— 42),  ee.,  della  formula  aa  alla 
formula  a3,  facendovi  ni  c=n,  =3,  =4,  ec.,  possiamo  decomporle  cosi 


(4 — a)(4-t-o),  (4 — n)(41-t-a4-4-o2),  ec. , 

c sostituendo  questi  valori  nell’  equaiione  (aa) , sì  ottengono  i seguenti  risulta- 
meuli  , 


B-A 


■ N -+-  P (4-t-o)-t-Q  ( 42-+-a4-+-a2)  ec. 


C-B 
c — 4 

0— C 


N •+■  P (c-4-4)-+-Q  ( c2-t-c4-t-42)  -t-  ec. 


= N -t-  P (d-+-c)-+-Q  (d'-t-cd+c2)  -+•  ec. 


Mi- 


se si  suppone 


= i^=0',ec, 


B',  C',  D7  , ec.,  componendosi  dei  valori  «lati  saranno  ancora,  delle  ijuanlità  co- 
Diz.  di  Mat.  Voi.  VI.  3 
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notctulc;  e •otlilucn<lola  nell1  equazioni  (a4),  •'  *vrà 
B'  = N •+-  P (4-Mi)-f-Q(4*-4-aA-t-a*)-t-  ec. 
C'eo  S + P (c-f-4)  -+-Q(c**4-ei-t-il)-+-  ec. 
D'  = N -t-P  ( d-hc ) ■+-Q[dl-hcd-\-c1)-*-  ec. 
ec.  ec.  ec. 


....(a5), 


allora  quest1  equazioni  potranno  adoprarsi  invece  <lell’equazioni  (ai),  il  coi  na- 
■nero  sarà  diminuito  di  un’unità  ; e in  luogo  dell1  incognite  M,  N,  P,  (J  ec.,  esse 
non  conterranno  più  che  N,  P,  Q,  ec-,  vale  a dire  nna  di  meno.  Se  continuando 
a operaie  come  sopra,  si  prendono  le  differenze  C'— B',  V — C',  ec.,  si  avrà,  di- 
videndo per  il  moltiplicatore  di  P, 

c — a c — a 

D'— C'  „ _ [«P-P-H**— i 4)1 

___  = P+Qt _J_JJ.  + ec, 


ec.  ec.  cc. 

e si  vede  che  i divisori  c — a e d—b  spariranno  ancora  dai  secondi  membri  di 
quest’  equazioni,  liberate  dall*  incognite  M ed  N.  Per  assicurarsi  che  seguirà  il 
medesimo  di  qualunque  termine  dell’ equazioni  (25),  siano 

k{b*-Q”)  k\c"-bn)  c") 

b — a * c — b ’ d — c 1 * 

i valori  generali  dell'  ultimo  termine  dell'cquaziont  (a5),  gli  troveremo  svilup- 
pandogli con  l'aiuto  della  formula  (23), 

C'  = N -4-  ec. -+k  (c"“*-4-6c*-a-+-/i*c"-3H -+• b”-') , 

B'  = » ec k(a"-'-bban-*-bb*an~*+. . . . h-4"-1)  . 

Abbiamo  scritto  io  un  ordine  inverso  la  quantità  racchiusa  tra  V ultime  pa- 
rentesi, prrchè  essa  sia  ordinata  rapporto  a by  come  l'altra. 

Prendendo  la  differenza,  troveremo 

C'— B'  = , 

quantità  che  è esattamente  divisibile  per  c— -a. 

Seguirebbe  il  medesimo  dell*  altre  differenze  D' — C',  ec. 

Continuando  ad  operare  come  sopra  giungeremo  ad  eliminare  tulle  I*  incognite 
meno  una  sola,  c si  otterranno  quindi  i valori  di  RI,  di  N,  di  P , di  Q ec. , che 
si  sostituiranno  nell'  equazione  (so). 

2jj.  Il  metodo  d’ interpolazione  esposto  appartiene  al  Newton.  Il  Lagrange  ne 
ha  dato  uno  che  riposa  egualmente  sul  fattore  comune  che  abbiamo  soppresso,  e 
del  quale  possiamo  dare  la  seguente  dimostrazione:  siano  dunque  psqy  r,  j,  ec. 
differenti  ascisse,  alle  quali  si  sia  riconosciuto  che  corrispondono  le  ordinate  P,  Q, 
H,  S,  ec.  ; se  consideriamo  p%  qy  r%  f,  ec. , come  valori  che,  messi  invece  di  x in 
una  data  equazione,  portino  per  y quelli  di  P,  Q,  R,  S,  ec. , quest' equazione 
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dorrà  nifi  li  seguente  formo 

y =a  AP-t-BQ+CR+DS-f.  ec (a6). 

infatti,  io  condiziona  domandata  sarà  adempita,  to  facendo 


ar=»p. 

si  ha 

A sa  1, 

O 

il 

« 

CS30, 

0" 

II 

Q 

ec.  a 

• • (»?>. 

*s=7, 

si  ha 

Basi., 

A za  0 , 

C =3  O , 

O 

il 

0 

ec. . 

. • (a8). 

*esar. 

si  ha 

Cssa., 

A esa  0, 

B = 0, 

Drnso, 

ec.  . , 

■ • (a9)i 

ec. 

ee. 

ec. 

Per  soddisfare  alle 

equazioni 

[ (27)  B = 

SO,  Ce 

O,  Dea  0. 

► ec., 

bisogna 

C , D , ec.,  aiano  delle  seguenti  forma 
B=(*-p)Q' 

C = (x-p)K' 

D = (*-/,)  S' 

ec ec. 


Si  proverebbe  egualmente  che  per  soddisfare  all*  equazioni  Asso,  Ceso, 
Desso,  ec.  (a8)  , il  fattore  x — q deve  appartenere  a tutti  i coefficienti  A,  C, 
D,ec.,  fuori  che  a quello  di  Q,  e che  seguirà  il  medesimo  dei  fattori  x—r,  x — s,  ec  , 
avuto  riguardo  ai  coefficienti  di  P,  di  Q,  di  S , e a quelli  di  P , di  Q , e di 
H,  ec. 

Se  ci  limitiamo  ai  quattro  primi  termini  del  secondo  membro  dell'equazione 
(26),  vale  a dire  a quelli  che  non  sono  compresi  nell' ec. , ai  vede  dunque  che  il 
valore  di  y sarà  della  forma 

f = « (*— q)  (x—r)  (x-s)  P 
•+■  ? (*-P)  (x—r)  (x—r)  Q 
-+■  7 (x-p)(x- q)(x—t)  R 
■+•  * (x—P)  (x-q)  (x—r  )S 

Ora,  parchi  il  coefficiente  di  P si  riduca  all’  unità  quando  area p,  bisogna  ebe 
m aia  della  forma 

t 

( p-q)(p-r)(p—*y 

Si  dimostrerebbe  egualmente  che  si  deve  avere 

^ (q-p)(q—r)(q-i)' 

I 

7 = (r — P)  (r  q ) (r—r)' 

,!a(*-p)(*-q)(*—')' 

£ 

aoatitoendo  questi  valori  e quelli  di  a nell’  equazione  (ti),  si  avrà  pereto  questa 
formala  d’ interpolazione 
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(*—y)  (*—*•)(*—*)  ,,  ,H 

(p—q)(p-r)  p-t) 

-+.  <*-/»»*->•)(*-«)  Q 

(»-/>)(*— r)\ì~‘) 

(J~  n 

(r-/»)(r-V)  (/•—*) 

(x -/>)(*— ?)(*-') 

(t—p)  {S—'i)  U—r) 

Per  conseguenza,  se,  ( 7W.  CL,/^,  4)  con  P aiuto  delle  coordinate 


AP  = P. 

p*= p. 

II 

< 

W = Q. 

A r = r , 

me 3 R , 

Arar, 

sn  — S, 

sì  costruiscono  i punti  A,  /,  m,  n , per  i quali  passa  una  curva  ktmn , un  va* 
(ore  arbitrano  Al*  dato  all1  ascissa  or,  essendo  messo  nell1  equazione  (3a),  determi- 
nerà sempre  per  j il  valore  PM,  che  corrisponderà  a quest'ascissa. 

a5.  La  differenziale  di  una  variabile  di  una  funzione  potendo  rappresentarsi 
con  P espressione  udx  , nella  quale  u è una  funzione  di  x,  se  si  cbiaina  z V in- 
tegrale di  quest' espressione,  si  avrà 

dzs^udx  ....  (33), 

e siccome  z in  virtù  di  quest'equazione,  non  può  essere  che  una  funzione  di  x, 
se  diamo  ad  x I1  accrescimento  A,  avremo,  per  il  teorema  del  Taylor 

, dz  , d%z 1 h%  d*z  A3 

t = *-»-  — — h -4-  - • ■+*  * 5 ■+*  cc*  » 

dx  ax1  i .a  esr  i . 2 . i 

da  questa  ricaveremo 

, , d*z  h%  d?z  A5 

* — c=5  — A + —. t-  -7-4-  ec., 

ax  ax  1 . 2 dx3  1 . a . 0 

e osservando  che  zf — z uoo  è altra  cosa  che  la  differenza  A z,  avremo 


dz  d*z  A* 


A* 


— -_^-ec (34) , 

dx3  1 . a . 3 


integrando  e considerando  A come  una  costante  che  possiamo  metter  fuori  del 
segno  d'  integrazione,  otterremo 


, di  A»  d*z 

:AZ  — — H S-— 

dx  1 . 2 c/x* 


A5  d3s 
1.2.3^  tfx3 


. (35). 


Premesso  ciò,  l1  equazione  (33)  ci  dà  ( Vedi  Calcolo  Integrale  ). 

dz  d*z  du  d'°z  d*n 

dx  ’ d.i*  ^ dx* 


J,  dz  (Pz 

udx,  = 


-,  ec. 
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mettendo  questi  valori  nell’  equazione  (35),  stremo 

r , , A*  _ du  1?  „ d*x 

1 udx  =i  AXu-+* X — j — ■ ■+•  — - X — — r-  *4-  ec., 

j i . 3 dx  t . a . a (ix* 

dedurremo  da  quest'  equazione 

i r , A du  A*  d*u 

I “ = T j udx X —j— ;X  -,  ~r  — - 

A ✓ i . a dx  i . a . 3 ai1 

urterò  rimettendo  la  collante  A sotto  il  seguo  X 

ir,  t du  . t 

Xut=—  \ udx X — ; — A — 

U J i . a dx  i . 2 


daI 4 

J-r-^A»—  ec (36). 


2.3  dx 


Ciò  che  in  questo  caso  mi  ha  diretto,  contro  1’  uso,  a trasportare  una  costante 
sotto  il  segno  d’integrazione,  si  i che  A entrando  nella  medesima  maniera  di 

du  . 

— -,  nello  stiluppo  di  Xu,  ho  preveduto  che  A si  troverà  elevato,  in  questo  svi- 

du 

luppo,  alle  medesime  potenze  di  Per  conseguenza  , quando  avremo  prò- 


d*u  . d*u  , . . ... 

-rv  in  -■  -,  ec. , ne  resulterà  che  questi  termini  saranno  rooltipli- 

dx  dx 3 


Tato,  come  lo  faremo,  che  io  sviluppo  di  lu  contiene  una  serie  di  termini  in 
du 
dx 

cali  respetlivarocnte  per  h , per  /ta  , per  hz  , ec.  , vale  a dire  daranno  luogo  ad 
una  serie  di  questa  forma. 

4- 3'  /l3H-CC. 

dx  dx*  dx 5 

du 

S*  nell’equazione  (36),  prendiamo  per  u la  funzione  bisognerà  cangiare 

du  d%u  d*u  , d5u 

in  -r-r , — - in  —3-,  ec. , ed  avremo  facendo  nuovamente  passare  A 


dx  dx*  dx* 
sotto  il  seguo  X, 

du 


du  ir,  « 

v — — I du 

dx  U J i . 


v d'u  / i _ d?u 
~~  X ■ , A — r X J A ■ ec. , 

2 dx  1.3,3  dx* 


sostituendo  Jdu  con  u,  c per  liberarci  dal  divisore  che  affetta  J"d«,  moltipli- 
cando per  A,  che  faremo  passare  sotto  i segni  d’  integrazione,  avremo 
du  , i d*x  ..  i d3u 


^U- 


I dx  i dau 

su — — ■ — X — 7~  A* 5 X t , ■ A*  — ec. . . . (3^) , 

i . a dx*  i . a . 3 dx*  ' 

. , , . du  du  . u- 

cangiando  in  quest’  equazione  u in  -7 — , e per  conseguenza  -7 — - in  -j- 7. 

^S^i ^ UBCBCJSV  — , tulli  — ^ ® 
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INT 


d*u  , d’o 

- m tv,  ec.,  otterremo 
dar’  da* 


d’u  , du  i d’u  . I d*u 

I Aea-j— T-sX  vr*’-  ec., 

da*  da  i.a  da*  1.4.3  da* 

moltiplicando  per  A , che  faremo  passare  sotto  il  seguo  I,  si  trorerl 


d’u  du  , i d’u  „ 

I j-r-  A*  sa  -j — A - , _ , . 

da1  da  t . a da*  i . a . 3 da* 


* d’u  . . 

X-vTT*  - « <38>- 


46.  Con  un  processo  analogo,  otterremo  quindi 


d’u  ..  d’u  ..  r d’u  ,, 

1 — -r- A'ca— — -j- A* 1 — — r A* — - . . 

da’  da*  i . a da*  t . a . 3 da* 


f _ d’u  \ 

I -7— r A* — ec.  ' 


d*n  d’u  i d’u  i d’u 

1 —-.A*=  — - A* 1 vv  A* ; X — rA  - ««• 

da*  da’  i . a da*  i . a . 3 da* 

ec.  ec.  ec.  ec.  * 

Scriviamo  le  equazioni  (36)  e (37)  abbreviale  nella  arguente  maniera 

1 /•  ...  </u  . , 

2 «s=  — J udx-h  termini  in  I -—A,  10  2 h*  , ec. . . . (4o). 


• • • (59)- 


du 


d’u 


d’u 


X — Aesu-t-  termini  in  I— -A*,  inZ-^-A’,  ec (4i). 


da» 


da’ 


Potremo  , con  1*  aiolo  dell’ equazione  (4*) » eliminare  X -^U-  A dall' equazione 


(4°)  < ottenere  questo  risultamento, 

f a.  # d^u  . dhu 

X«=— J uda-t-  termini  in  u,  in  X A»,  in  1-^,-A’,  ec. 


L'equazione  (38;,  nella  quale  gl'  integrali  del  secondo  membro  non  coiaio- 

• • rf*u 

ciano  che  dal  terz'  ordina  , sari  quindi  sufficiente  ad  eliminare  X-^j-  A*;  e 

continuando  cosi  otterremo  un’  equazione  il  coi  primo  termine  sarà  — J"  uda  , e 

du  d’u 

il  quale,  essendo  una  funzione  delle  quantità  non  eliminate  u , -j— -A,  A* , 


d’u 

da’ 


A*  , ec. , e delle  funzioni  numeriche,  dorrà  essere  della  forma. 


Xu  =j^-J"udx-+-  Au  ■+•  B A-t-C^v  A» -+- ec.  . . . (4a). 
rj.  Per  determinare  i coefficienti  A , B,  C,  ec.,  supponiamo  u=e"  arremo, 


d’u 
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INT 

(Vedi  Calcolo  DirnaimULa  u.*  4a), 

du  s=  de"  = trdx  . 

a per  conseguenza 

d*u 
dx* 


m. 


du  d*u 

— — =3  r* , — ■ — s — - g* 

dx  dx* 


«* , ec.  . . . (44). 

Soilituendo  quoti  valori  e quelli  di  u,  nell’  equaiiooe  (4>),  troveremo 
e*<Ar-à-A*“-+-BAe*-t-CA*e*’-t-  ec. , 


e ticcome  le  prima  dell’  equaiioni  (44)  ci  dà  j e*dx  = u,  e che  u equivale  ad 
[>er  ipoteii,  ai  avrà 

e» 

le*  = — -t-  Ar'-hBAe'-t-CAV* -t-  ec (45), 


Il  primo  membro  di  quest’equazione  può  metterli  lotto  un’altra  forma.  In- 
fatti abbiamo  trovato  (Vedi  Uirraauza  n.*  35),  che  la  differenza  di  u*  era 


Ao*e=o* 


nel  Caio  preiente  , abbiamo 
per  conseguenza 


AxcuA,  e eoi, 


4e*=se'^«  * — i ^ , 

integrando  li  ottiene 


'^lez 


’)■ 


e siccome  e — i è un  fattore  costatile,  possiamo  metterlo  fuori  del  segno  I, 
il  che  ci  darà*  mettendo  il  primo  membro  invece  del  secondo, 


donde  dedurremo 


= e*. 


Sostituendo  questo  valore  nell'equazione  (45),  ex  sparirà  come  fatloro  comune, 
e trasportando  il  primo  termine  del  secondo  membro,  rimarrà 

^ •—  A *t-  BA-+-CAM-  ec.  • • • . (4ff)  ì 

e si  vede  che  i coefficienti  A,  B,  C,  ec.,  deH’eqnazioDe  (4»),  non  tono  altra  cosa 
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che  i termini  i quali  moltiplicano  le  potenze  di  A nello  sviluppo  di 


I 


t 


seguendo  le  potenze  ascendenti  di  A. 

Questo  bel  teorema  appartiene  all'  Eulero,  e,  come  lo  prova  1’  equazione  (4»), 
fa  dipendere  l'integrale  2u  da  f udx , come  pure  dai  coefficienti  differenziali 


dii  tPu  d*u 
dx  ’ dx 1 ’ dx 1 ’ 


28.  Per  determinare  i coefficienti  A,  B,  C,  D,  ec.,  cominciamo  dal  cercare 

lo  sviluppo  di  e^.  Per  eseguir  ciò  abbiamo  veduto  {Pedi  Calcolo  Dirraaaa- 
zia lb  u.°  40,  che  si  aveva 


:!  + ■ 


Ax 


AV 
1 • 2 


Asja 

1.2.3 


«7). 


e che  A,  dall’equazione  (26),  stabilita  al  citato  numero  del  calcolo  differenziale, 
era  eguale  a j— — . Per  conseguenza,  quando  si  prende  a—  e,  la  costante  A ridu- 
cendosi all’unità,  l'equazione  (4 7)  si  cangia  in 

X%  Xi  X * 

eJr=  i-t-x-+- H H 5—7  ec.  ...  (48) , 

1.2  i.a.i  1.2. 3. 4 

e facendo  x = A , 1'  equazione  (48)  diventa 

/.s 

: ■+■  ec.  . . . (49). 


, , A»  A*  A* 

e"t=  i-t- Ah f-  j -+- i— -■ 

1.2  i.2.3  1.2. 3. 4 


Premesso  ciò,  l'equazione  (46)  ci  dà,  facendo  sparire  i denominatori  , e 
sportando  e^1  — 1 nel  secondo  membro. 


Ira- 


A = < 


• 1 


h — 1 ) A ^A-t-BA+CA>+DA,-+-  ec.) , 


oftero 


tt  avrà 


A = (V‘  - 1 ) ^i-t-AA-t-HA*-+-CA*-t-DA* -t-  ec.), 
mettendo  iu  questo  risultamento  il  valore  di  e^—  1,  dato  dall'equazione  (j.,), 

A=  [ A-t -t - h -j— 7-+-ec.  ) X 

\ 1.2  s.a.i  i.a. 3. 4 / 

X (i+AA-i-BAM-CA*  + ec  \ 


Digitized  by  Google 


INT 

urvero  eteguertdo  le  operaiioDÌ  indicate 

h ss  h AA*  -f*  BA*  + CA4  -+-  DA1  + *c« 

A»  . A»  _ A4  „ A» 

+ — +1 •+•  B -■  ■ 4-C  ■ ■—  + ec. 

1.2  1.2  1.2  1.3 


n 


A*  A‘  hi 

Ti+An+Bn  + ec- 


A*  A» 

■+■  — s — - — ; — 7 ■+■  ec. 


3.3-4  2.3.4 

A* 

-t-  • — ; — : — r •+•  ec. 

2.3-4  .5 

-+-  ec. , ec. 

Quest'equazione  arenilo  luogo  qualunque  aia  A,  eguaglieremo  a zero  i coeffi- 
cienti delle  medesime  petente  di  A , il  che  ci  somministrerà  le  equaiioai 


A+77?“#’ 

Bh-— 

1.2  2.3 

„ R A 

■ 

•TT74  ~ 

„ C B 

A 

u -4-  7 5 -t- 

1.2  2.3 

rrr.-4-H 

1.  . ....  r — * . .4.3  ' 

quest' equazioni  ci  daranno 

A=— 4->  B=3T~r*  c = °»  Osa  — — ,-i— .-i—  ee. 

a 3.4  33.45.6 

29.  La  generazione  dell’  integrale  dell’  ordine  m di  una  funzione  qualunque 
**  , si  ottiene  in  un  modo  generale  per  mezzo  delle  differenziali  di  questa  fun- 
zione, e questa  generazione  presenta  delle  particolarità  osserrabili,  che  dobbiamo 
far  conoscere. 

Se  si  sriluppa  la  finizione  A fx,  per  mezzo  della  formula  del  Taylor  ( Vedi 
DfFraaaazA  n.“  73),  si  trova 

d?  x i d*ix  i 1 tPfx  i 1 


e paragonando  questo  sviluppo  con  quello  della  funzione  esponeoziale  e/,  che  i 


er=si  -+■  — 


;* 

1 .2 


5-  -+•  ec., 

1.3.3 


DU.  di  Mal.  Voi.  VI. 
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si  vede,  quaudo  / = • 


dx 


il  che  dà 


d yx  . 
— : — * 

dx 


d?x  i 
dx  i 


(d  z>  x)a  ** 

dx2  I .2 


(dvx)*  i* 

ec. 

dx*  i . a . 3 


che  quest’ ultimo  sviluppo  non  differisce , nella  sua  forma,  da  quello  di  Ayx  che 
per  gli  espellenti  delle  poleuze  di  dyx.  Cosi  si  potrà  stabilire 


Af  x = e 


i 


(5o), 


purché  nello  sviluppo  del  secondo  metabro  di  quest’eguaglianza  si  trasporti  nella 
caratteristica  d gli  esponenti  delle  potenze  di  d.x.  Coedizione  essenziale  senza 
la  quale  l’ eguaglianza  (5o)  nou  ha  alcun  seqso;  quest’ eguaglianza  non  diven- 
tando effettiva  che  mediante  lo  sviluppo  del  secondo  membro. 

11  Lagrange  è stalo  il  primo  ad  osservare  che  quest’analogia  tra  le  differenze 
eie  poterne  aveva  egualmente  luogo  per  tutti  i gradi,  e che  in  generale  si  aveva 


(50, 


osservando  sempre,  che  bisogna  sviluppare  il  secondo  membro  e trasportare  alla 
caratteristica  d gli  esponenti  delle  potenze  Ai  dyx. 

Questa  relazione  (5i),  essendo  stala  dimostrata  per  lutti  i valori  positivi  e ne- 
gativi dell’ esponente  m,  dà  immediatamente 


A~myx  Xm'f  x c= 


. . . . (5a). 


Questa  relazione  si  scrive  ancora  nella  seguente  maniera 


allora  gli  esponenti  delle  potenae  appartengono  im  mediai  a meni  e alla  caratteristi- 
ca </,  e con  la  riunione  della  quautilà  :x,  si  formano  le  differenziali  successive 
d.x,  d*fx  , ec. 

3o.  Consideriamo  ora,  una  variabile  indipendente  x ed  una  funzione/  di  que- 
sta variabile.  La  variazione  di  x è la  costante  Ax,  la  quale  è sempre  conosciuta. 
Un*  equazione  alle  differenze  finite  esprime  in  generale  una  relazione  tra  la  va- 
riabile x,  la  funzione/,  e un  dato  uuraero  di  difTereuze  A/,  A3/,  A5/,  ec.  di 
questa  funzione. 

D’altra  parte  si  vede  sul  momento  che  mettendo  invece  di  A/,  A1/,  A3/,  ec. 
le  espressioni  generati  date  ( Vedi  Dipfebenza  n ° 27),  la  relazione  di  cui  si 
tratta  si  troverà  data  tra  x,  /0 , /,  ♦ /a,  /s,ec.,  l'indice  del  termine  il  più  lon- 
tano nella  serie  dei  valori  di  /,  essendo  eguale  all'ordine  il  più  elevalo  delle 
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differente  contenute  neil'  equazione  proposta.  Donde  s»  velie  che  un'equazione 
alle  differenze  finite  non  è altra  cosa,  che  una  relazione  tra  un  dato  numero  di 
termini  couse<  ulivi  di  una  ferie,  per  mezzo  della  quale  possiamo  determinare 
tutti  i termini  di  questa  serie,  dopo  averne  presi  arbitrariamente  un  numero 
eguale  «il’ ordine  del)' equazione. 

Integrare  un'equazione  alle  differenze  fìnily,  equivale  a trovare  1' espressione 
del  termine  generale  della  seria  della  quale  abbiamo  parlato.  Resulta  da  ciò  che 
precede  che  quest*  espressione  deve  necessariamente  contenere  un  numero  di  co- 
stanti arbitrarie,  eguale  all'ordine  più  elevalo  delle  differenze  che  si  trovano 
nell*  equazione , o all'indice  il  piti  elevato  dei  valori  successivi  della  funzione  / 
i quali  ci  sono  contenuti. 

3t.  fi  caso  pii!  semplice  è quello  in  cui  l'equazione  proposta  si  riduce  a 

A"/  = o, 

la  quale,  per  U -formuli  stabilita  (Vtdi  Diffrrzsza  o.”  a?  ) , equivale  a 


...  , , ./i(«i-i)(n— a)_  ^ 

Jn~  nJ*-l  + Tm-t J73 • ••  • -t/. * 


e ilomle  si  ricava 


«(«—«) 


r»-»  -+-  ■ 


is(n— i)(n— a) 


a. 3 


—ya 


11  termine  della  serie  affetto  dall’indice  n in  questo  punto  è dato  dalla  som- 
sna  di  n termini  precedenti,  moltiplicati  ciascuno  da  coefficienti  numerici  dipen- 
denti da  quest’  indice. 

L'integrazione  dell’ equazione  à"f  — o si  effettuerà  d’altra  parte  per  mezzo 
di  ciò  che  abbiamo  veduto  n.°  3,  facendovi,  < = Ax.  Si  avrà 


A"-'r 


, A,x  . 


(A,-aA,)x 


nix 


A,, 


ec.  =s  ec.  = ec. 

« 

A,,  A,,  A,,  ec.,  estendo  costanti  arbitrarie;  e in  graerale  l’integrale  dell  or- 
dine n sarà 

é y = *-f-»1x-t*a,x,-t-»,x*4-  ....  't-^B-iX""', 

<*,  et, , et,,  et, essendo  coefficienti  costanti  arbitrari,  il  coi  numero  è 

eguale  all’  ordine  dell’  equazióne. 

3a.  Consideriamo  ora  I’  equazione 

r^a-f-P/x+a-.H-Q rx+s-a-f-^x+a-e-l: * ’ * ’ ^53>  ’ 

Della  quale  P,  Q,  R,  . . .U  ipdicano  numeri,  costanti.  Se  facciamo  y = S?,  J in- 
dicando una  costante,  tutti  i termini  , dopo  la  sostituzione  di  questo  valore  sa- 
ranno divisibili  per  d*,  e rimarrà 

ò"-l-P.*_lrj  Qì,w»-t-R3,,-,'t- U =.  o . . • . 154), 
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dimodoché  1’  espressione  y :o  Sr  soddisfarà  all' equazione  proposta  (53),  quando  3 
aia  uua  qualunque  delle  radici  dell'  equazione  (54). 

Rappresentando  dunque  con  J, , 3%,  . . . J.  le  n radici  dell’  equazione  (54), 

che  comlnceremo  dal  supporre  tutte  reali  ed  ineguali,  avremo  per  y gli  n valori 
particolari  ysaS*,,  y = 3*t,  yc=sóx s . . . ./ai*,;  e poiché  l'equazione  (53) 
sarebbe  egualmente  soddisfatta  dalla  somma  di  due , o di  «io  numero  qualunque 
di  questi  valori,  affetti  ciascuno  da  coefGcienti  «ostanti  qualunque,  ai  avrà , 

r=i1^l-t-A,'',H-Al>,-+-.  . . A„^„ 

per  1' espressione  dell'integrale  generale  dr  quest’equazione  ; A,,  A„  A,,...  A, 
essendo  le  n costanti  arbitrarie  che  debbono  entrare  iu  questo  integrale. 

33.  Nel  caso  in  coi  1'  equazione  (54)  abbia  delle  radici  immaginarie,  sia 

5* — aAJcos?-t-A*  e dc=A(cos?  *:  V — -i.seny) 

uno  dei  fattori  reali  del  secondo  grado  del  suo  primo  membro,  e le  due  radici 
immaginarie  corrispondenti. 

Ora , abbiamo 


^ 1 = eos  x -V- 


V— 


nella  qnale  x rappresenta  un  numero  qualunque,  e ove  possiamo  indifferente- 
mente attribuire  il  segno  o il  segno  — al  radicale  — t . Se  si  scrive  mx 

invece  di  »,  sn  indicando  ancora  un  numero  costante  qualunque,  (purché  esso 
sia  reale  ) verrà 


oixq/  — i 

a =cosmx-t-y/  — isenmx. 

Ma  se  si  elevano  i due  membri  dell'  equazione  precedente  alla  potenza  m , si 
avrà 


mxy  — i 


i ^«os  x-+-  ^ — isen  a j . 


Dunque 


^cosx-t--^ — ì sen  x ^ =cosnrx -+- yj — i seitmx 


formula  importantissima  nell’  analisi,  la  quale  è stata  data  dal  Moivre. 

Questa  formula  è dimostrata , qualunque  sia  il  valore  dell'  esponente  nt.  Pos- 
siamo non  ostante  giungervi  molto  semplicemente  nel  caso  in  cui  m è un  numero 
intero  positivo,  formando  le  potenza  successive  di 

cw*  + ^ — i senx.  Infatti,  si  ha  evidentemente 

^ rnsx -t- — » sen x ^ =cos*x*+-a^  — s senxeosx  — sen* x. 
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(Co.x+/r;  sen  x ^ qs  co#  a *+  ~m  i seo  ax  : 
ti  ha  egualmente 

^ eoa  x-k-  yj  — i senx^  = ^ coax  -|-  — « sen  x ^ ^cosax*t-  ^ — v un IX  ^ 

donde  si  ricava,  sviluppando 

^ coi  x-f.  yj  — i sen  x^  s=  coi 3i+^  — iien  3x, 
e coli  di  leguito 

Mediante  ciò,  con  faciliti  li  riconosce,  che  1’  equazione  (53)  i loddiifalta  dai 
due  valori  particolari 


r^k* 


^ coi  f »h-  ^ — i ien  fx  ^ , 


r=*x^eo»fa:'— ^ — i «va  fjj, 

e,  per  conseguenza  ; dalla  somma  di  fuetti  valori,  moltiplicati  ciascuno  de  un 
coefficiente  costante  qualunque.  Donde  ai  conclude  che  la  parlo  doli’  espressione 
generale  della  funzione  y , corrispondente  alle  due  radici  immaginarie  di  essi  si 
tratta  è,  sotto  forma  reale. 


B,*1  coi  -t-  f x-¥  Ba*'sen  fx , 

B,  e B,  essendo  delle  costanti  arbitrarie. 

34.  11  caso,  in  cui  l’equazione  (54)  ha  delle  radici  eguali,  si  risolve  in  un  modo 
simile  a quello,  cheti  vedrà  hel  Calcolo  Istbobìlb/iì/«  differirne  infinitamente 
piccole , per  l’ integrazione  delle  equazioni  lineari  a due  variabili  di  un  ordine 
qualunque,  allorché  esse  hanno  delie  radici  eguali.  Se  si  rappresentasse  con  3,, 
e 3,-1- w due  delle  radioi  di  quest’ equazione , la  somma  dei  valori  particolari 
corrispondenti  sarebbe 

A,  1 ,*•+■  Aa  ^3,  , 

ovvero,  sviluppando  la  potenza  indicala. 


* -*  A*» . x -f-  Aa**  .'l  3 ec. 

Ora,  possiamo  dare  ad  A,  e Aa  valori  \ali  che  le  quintili  A,4-Aa  e A%a  si 
riducano  a ooslanli  finite  qualunque , quando  supporremo  u infinitamente  pic- 
cola , il  che  riduce  l’ espressione  precedente  a 

B.3,*rJ.Bj*3,*^*. 
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Nel  caso  di  Ir*  radici  eguali,  la  somma  dei  Ire  valori  particolari  corrispon- 
denti sarà 


ovvero 

(a, 4- .* ri-  (a4-+-  Asr,^x  J'-* -+•  A, J,M  -+-  «. 

K siccome  possiamo  attribuire  alle  costanti  A,,  A^,  A,  valori  tali,  «he  le  quan- 
ta A,-t-Aj,  Aj-t-A,<u,  A,m*  diventino  delle  costanti  finite  qualunque,  quando  u 
diventerà  infinitamente  piccola , la  somma  dei  tre  valori  particolari  di  cui  si 
tratta  prende  la  forma 

B,  . 

E cosi  ili  seguilo  nel  caso  in  cui  vi  fossero  un  maggior  nomerò  di  radici  eguali 

tra  loro.  _ ** 

35.  Le  costanti  arbitrarie  introdotte  ritll’  integrale  generale,  si  determineranno 
sempre  dalla  condizione  che  quest’  integrale  riproduce  n valori  dati  dalla  fun- 
aione  y , corrispondenti  a n valori  egualmente  dati  dalla  variabile  x. 

36.  Abbiamo  dovuto  in  questo  punto  Imitarci  a presentare  nella  maniera  la 
più  succinta  i principii  fondamentali  del  Calcolo  inverso  delle  differenze-,  quanto 
a completare  l'integrazione  dell’ equazioni  alle  differenze,  essa  impegna  in  par- 
ticolarità, le  quali  non  possono  trovar  luogo  in  questo  dizionario,  e siamo  ob- 
bligali,a rjraaudare  il  lettore  al  gran  ''trattato  del  calcolo  differenziale  del 
La-crpix. 

II.  Calcolo  Istegaalk  alle  differenze  infinitamente  piccole. 

Si  dà  esclusivamente  il  nome  di  Calcolo  Iìitegbale  particolarmente  a questo 
ramo  del  Calcolo  delle  differenze  inverse.  Fin  qui  gli  autori  delle  opere  ele- 
mentari hanno  presentato  il  calcolo  delle  differenze  finite,  come  interamente  di- 
stinto dal  calcolo  differenziale,  sebbene  però  lutti  riconoscessero  che  questi  cal- 
coli hanno  mollissimi  punti  in  cui  ai  rassomigliano.  Questa  distinzione  che  si  è 
voluta  stabilire  tra  i duo  rami  di  un  solo  e medesimo  calcolo  ,(  rami  che  non 
differiscono  tra  loro  ohe  per  la  natura  degli  accrescimenti  che  ci  si  considerano) 
non  ha  alcun  fondamento;  e se  si  risale  al  principio  medesimo  dell’ esistenza  dello 
Diffeeeszb  delle  funzioni,  vale  a dire  alla  generazione  di  queste  diffetenze.  In 
cui  accezione  primitiva  è data  dall' espressioni 

Differenze  reali.  ti^x  =s  ? (x-t-l\x) — ?x, 

Differenze  ideali,  dox  =a  do(x-\-dx)  — yz  , 

si  riconosce  facilmente  che  le  differenze  ideali  o infinitamente  piccole  non  po- 
trebbero avere  altre  leggi  generali,  che  quelle  delle  differenze  reali  o finite.  Ab- 
biamo infatti  riconosciuto  ( Pedi  Diffebkjsza  ),  che  le  primd  di  queste  leggi  non 
sono  che  casi  particolari  delle  seconde,  quelli  ove  la  differenza  Ax,  diventa  dx, 
cioè  da  reale  diventa  ideale ; e te  allora  l’etpretsioni i si  rendono  molto  p,u  sem- 
plici, per  la  sottrazione  dei  termini  che  diventano  nulli,  ciò  c unicamente  in  virtu 
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«là  questa  legge  fondamentale  delle  quantità  >41  fin  itesi  mali  , mediante  la  quale 
lf  eguaglianza  di  due  quantità  qualunque  A e B,  prese  in  una  medesima  sfera  di 
grandezza,  non  può  essere  alterila  dall'influenza  di  un'allra  quantità  C infinita- 
mente piccola  , comparativarpcnle  cou  le  grandezze  dell'ordine  A e K.  fcvideute- 
rnenle  segue  lo  stesso  delle  differente  inverse  o integrali , e possiamo  sempre 

passare  dall'  integrale  Itx  all'  integrale  J*  y x , facendo  l'accrescimento  i della 

variabile  x,  infinitamente  piccolo,  è facendo  sparire  dalla  sua  espressione  i ter- 
mini affetti  dalle  poteoze  i1,  1*  ec. , le  quali  sono  altrettante  quantità  infinitesi- 
mali nulle  davanti 40  dr.  Per  esempio,  se  nell'integrale  dato  n.9  4*  Pcr  P°" 
lenza  xm  si  fa  <=a<fx  quest'integrale  si  riduce  a 


jxm  = 


Il  rhe  può  mettersi  sotto  la  forma 


/ 


xmdx  : 


m-+-i 


perchè  dx  si  considera  come  una  quantità  tostante. 

Ciò  non  ostante  è sempre  molto  più  corto  di  cercare  direttamente  la  differen- 
ziale dyx*  che  di  ottenerla  della  differenza  Ayx,  facendoci  i=r/x,  c (ale  è l'im- 
menso vantaggio  delle  differenze  infini  lamento  piccole,  die  la  generazione  di  una 
quantità  qualunque  può  ottenersi  col  loro  roezz<i  nel  modo  il'  più  sémplice 
possibile.  Procederemo  perciò  alla  deduzione  diretta  degli  integrali  , Ossìa  alla 
generazione  delle  funzioni  primitive  le  cui  differenziali  sono  date. 

37.  Cominciamo  dal  proporre  la  differenziale  xmdx\  poiché  ti  h»  ( Vedi  flir- 
FERKHZULB  11  9 21  ) 


'dx 


(55), 


* 

* ni  a . 


«*  , A'1  Ni» 
mV  I -?J,t, 

» 

i 1 ,*>1  •:  «<1S3 

..  » pi  • » l 
,/p  *irti  t>Qia:d 


. d £ x*  J s i 

otterremo,  integrando  i due  membri 

JrffVj  = fnx-'Jx, 

ove,  i due  segni  e d distruggendosi,  hi 

•*"= ^ nx"~'dx=sn  J* x’^tìx. 

Abbiamo  già  avvertito  che  i fattori  costanti  possono  mettersi  fuori  delle  ra- 
ratterisliche. 

Quest’ ultima  eguaglianza  ci  dà,  facendo  n — I se  rn 

J^m+s 

l”ira  - - — . 

(/n-t-l). 

Cosi  la  regola  generale  per  ottenere  1’  integrale  di  xmJx , t la  seguente:  mt- 
mentare  l'esponente  di  un'unità  e quindi  divìdere  per  il  nuovo  esponente  e 
per  dx.  Tosiiaino  osservare  che  quest’  espressione  è quella  che  abbiamo  ottenuto 

di  sopra  passando  da  Ixm  a J**'". 
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Si  abbia,  per  «empio,  — j-  , avremo  dunque 


radx  f ar-^' 

L — =x  I ax~*  dx  ss  -,-y— 
; /'  J — 3-t-i 


Si  troverà  egualmente 


$dxyjx'xx$  X3  dxxzt- 


y-' 


i’^r  ottener*  P integralo  completo,  4 necessario  di  aggiungere  al  membro  del- 
l'eguaglianza trovata  aopra  una  quantità  collante  0,  la  quale  ri  (DI  ne  interamente 
arbitraria,  fintantoché  qualche  circostanza  non  venga  a determinare  il  valore,  che 
deve  avere  P iptegj-ale  per  un  valore  particolare  della  variabile  X-  Infatti,  qua- 
lunque sia  hi  costante  C,  ai  ha 

d j^C-+-  x"  J =x  dx"  c=  nx"“’  dx  ; 

e siccome  qualunque  traccia  di  C è scomparsa  nella  funzione  differenziale 
nx"~'dx  , si  vede  che  qoesta  differenziale  è la  medesima  per  tutte  le  funzioni 
della  forma  M-t-x"  , M essendo  una  quantità  costante  qualunque;  cosi  recipro- 
camente, 1*  integrale  di  nx"~'dx , vale  a dire  M-t-x"  può  avere  un' infinità  di  va- 
lori corrispondenti  a tutti  i valori,  che  si  possono  dare  arbitrariamente  ad  M.  Ab- 
biamo duoque  generalmente  per  l'integrale  di  xmdx,  l’espressione 


5rr*c  ••••  « 


Se,  dalla  nàtbra  della  questione  che  conduce  alla  differenziale  xmdx  , il  suo 
integrale  dovesse  annullarsi,  o diventare  zero,  quando  la  variabile  x riceve  un 
valore  particolare  A,  questa  circostanza  espressa  nell' equazione  (54)  darebbe 


4-+i 

rn  -t-  i 


C, 


donde  si  otterrebbe 


A"f' 
m 1 
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Allora  la  costante  non  «irebbe  più  arbitraria,  c l'integrale  completo  tarebbe. 


jxmdx=' 


I 


frt-+- 1 


(5j). 


Ed  è mediatile  un  processo  interamente  simile,  che  possiamo  determinare  il  fa- 
tare della  costante  in  tutte  le  integrazioni,  ove  gl' integrali  debbono  ricevere  dei 
valori  particolari  per  certi  valori  della  variabile. 

38.  L’  espressione  (55)  avendo  luogo  per  tutti  i valori  dell’  esponente  , seguirà 
il  medesimo  dell’ espressione  (5G).  Nel  caso  dell’esponente  negativo,  si  ha  dunque 
ancora 


Sx - 


mdxt 


■ + c. 


— m-f- 1 

Il  che  é la  medesima  cosa  di 

C^-= 1 -+-C (58). 

J xm  (i — m)zm~l  ' ' . 

Per  i valori  frazionari  politivi  e negativi  dell’ «ponente,  si  avrebbe  egualmente 

n n -4-  m 

r m «t'-" 

Sx  •(?»>’ 


dx 


Xax 
n 


o ib 

m 


•C (Go).  ‘ 


(m — n)x 


L*  applicazione  di  queste  formule  non  preseuta  veruna  difficoltà.  Per  esempio 

± 

se  vogliamo  integrare  la  quantità  ax^dx\  facendo  nella  formula  (5g),  nt=4, 
m=5,  si  ottiene  immediatamente 


5x  ” 


C J 

nix  dx  — ti, 

J 0 !) 

La  formula  (Co)  farebbe  egualmente  trovare 

Sdx  Vax"1=V 


3^o. 


-V' 


a x ■+■  C 


3q.  La  formula  generale  (56)  da  cui  ne  derivano  1»  (58) , (5g)  e (Co) , preaenla 
un  caso  particolare,  che  merita  osservazione,  c che  dobbiamo  esaminare;  ([auto 
Dii.  di  Sfai . Voi.  Vi.  5 
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è quello  in  cui  m cs  — i , 


INT 


poiché  allora  essa  dà 


— , essendo  una  quantità  infinitamente  grande,  da  questo  resulUuiento  niente  si 

rileva  , a motivo  dell'  indeterminazione  completa  delia  quautilà  C.  Cosi  ararne!- 

dx 

tendo  che  esista  uni»  funzione  vj  di  x tale  che  la  sua  ili  (Tei  e mia  le  sia  — , o 

* x 

tale  che  si  abbia 


dlx  = 


la  formula  generale  (56)  sembra  insudiciente  per  darne  la  generazioue-  Non  è 
niente  adatto  cosi  però,  poiché  se  questa  funzione  */x  esiste,  essa  deve  avere  un 
valore  qualunque  by  corrispondente  a x=o,  b polendo  essere  d’altra  parte  esso 
medesimo  eguale  zero;  e siccome  mediante  quest’  osservazione  1’  integrale  com- 
pleto, per  lutti  i valori  dell’ esponente  m,  è mediante  la  formula  (5;) 

Jj-m+l Ziw-M 

xmdx=a- , 

//i-+-  i 

quest'  integrale,  nel  caso  di  m = — i , diventa 

dx  j°— b°  o 

x o o 


vale  a dire,  una  quantità  indeterminata  della  quale  possiamo  trovate  il  valore 
col  processo  dato  alia  parola  Differenza.  Infatti,  considerando  m come  la  varia- 
bile, nell’ espressione  generale,  e differenziando  i due  termini  della  funzione,  si 
ottiene,  indicando  con  la  caratteristica  log,  il  logaritmo  naturale  della  quautilà 
ché  ne  è afletta. 

< ì [xm+l  — bm+l  J xw+I.log x.dj/j— log  b~dm 

dm 

ss  xw+l . log  x — - bnUl  . log  b , 
il  che  diviene  nel  caso  di  ms= — r 

log  x — log  b. 

Abbiamo  dunque  ancora 

/dx 

sslogx — log  4 , 

ovvero 

= logx-t-C. 

•r  x 


log  6 rimandolo  indeterminato.  Questa  difficoltà  che  si  presenta  nell'appliraiione 
dell»  formula  generale  (56)  dipende  dalla  natura  trascendente  della  funziouc  Ioga  . 
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OD 


dlog.r=e  — — , 

(fedi  DiFFeBBfiitALt.  n.°  G4)  si  sarebbe  immediatamente  riconosciuto  che 

dx  _ 

i t=logx-*-C (Gì). 

J x 

tjo.  L' integrazione  della  funzione  semplice  xmdx , di  i mezzi  di  ottenere  non 
solamente  >]  tiri  la  >li  tutte  le  funzioni  differenziali  razionali  e intere  di  una  sola 
sanabile  a-,  ma  ancora  quella  di  un  gran  numero  di  funzioni  differenziali  irra- 
zionali. Questo  è quello  che  faremo  conoscere. 

Qualunque  funzione  differenziale  razionale  e intera  di  nna  medesima  variabile 
può  riportarsi  atta  forma 

£ A x a -t-  Bx  ■J  -+-  Cx  ' D.J-  ’ ■+•  ec.  . i . . J dx, 
ora  , in  virtù  di 

4 * •* 

J"^X-t-Y-t-Z  ec.  )»|X+JT  + | Z + tc. , 

si  ha 

^"^Ax  * -+-  Bx  **  -t-C  x ^ +Dz  ’ + m.  ■ . . j dx<=  A £x  ' dx 

•a-  B J"x  t®  dx 


-+■  C J"x  ' dx 
-+-  D fx*  dx 

, -+-  ec. 

espressione  che,  integrando  ciascun  (ermioe  in  particolare,  diventa 
_ . 3-+-1 

J[ax*h-Bx^.o. ] dx  = A » ~f^T 

-4-  ec ■+•  cose. 

In  questo  caso  non  zi  è bisogno  di  aggiungere  che  una  sola  costante  arbitra- 
ria , poiché  facilmente  si  tede  che,  aggiungendone  una  per  ciascun  monomio,  la 
Imo  somma  sarebbe  sncora  rappresentata  da  una  sola  quantità  arbitraria. 

/|i.  Ijc  funzioni  della  forma 

^A  -t-  Bx-4-Cx*-f-Dx3-t-  ec ^"‘dx, 

, , , A 

potranno  ancora  essere  integrate  nella  medesima  maltiera , poiché  sviluppando  la 
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potenza  si  ottiene  un  seguito  di  termini,  la  cui  forma  generale  è 

e,  quest'integrazione  può  aver  luogo  per  mezzo  delle  formule  (56),  (58),  (5q)  e 
(60),  per  lutti  i valori  interi  ed  altri  dell’esponente  m.  Quando  quest'espo- 
nente è intero  e positivo,  l'integrale  si  compone  di  un  numero  finito  di  termi- 
ni; in  tutti  gli  altri  casi,  esso  è rappresentato  da  una  serie  indefinita. 

4?.  Esistono  alcune  funzioni  della  forma  di  sopra  delle  quali  possiamo  , con 
l'aiuto  di  certe  trasformazioni,  ottenere  l’integrale,  senza  aver  bisogno  di  svi- 
luppare la  potenza.  Passeremo  ad  esaminarle. 

L'integrazione  della  fuozione  binomia  dx,  è prima  di  tutte  io  que- 

sto caso,  qualunque  sia  ancora  l'esponente;  poiché  facciamo  <W-ixc=s,  il 

che  dà 


a — a di 

*=-T’  e Jx=T' 


sostituendo  questi  valori  nella  funzione  data , otterremo 

tmdz 


dx  = 


e,  per  conseguenza 


Cf  , V*  . , c zm+, 

A ) 7)4’ 


(w-t-l)i 

mettendo  per  z il  suo  valore,  otterremo  definitivamente 


43.  La  medesima  Irasforroazione  pnò  ancora  impiegarsi  per  la  funzione  più 
complicata 

/ n\m  n-t 

f a-{-bx  1 x dx, 
infatti,  facendo  a-t-£x”c=:s,  gì  trova 


e per  conseguenza 


Ma 


di  = d^a-bòx  ^ = dx  , 


Jtmdi  1 /•  , z">+< 

= TbJ%md* = (^7^4 
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Dunque 


( a-+-Ax")  ",+' 

t=1  — ■ ; ■+■  >J. 

(m-t-i)no 

Siccome  in  generale  d^xm  = m’>xm~t  .d-.x , lolle  le  eolie  che  la  quantità 
che  moltiplica  la  polenta  ^sx”*-1  sarà  la  differenziale  della  base  ri,  ai  potrà  ottenere 
l’integrale,  per  mesto  di  considerazioni  armili  alle  precedenti. 

Sia  per  esempio  la  funzione  differenziale 

(a-+-éx-+-ex*)"*  .(A-t-icx)dx, 


è facile  riconoscere  che  (A-t-acx)  dx , ovvero  che  òdx+2cxdx , è la  differenziale 
di  a-t-ix-4-cx* , poiché  facendo 

* = a-t-bx-t-cx1 , 

si  ba 

, di  ~ idx-bai  xdx. 

Questa  funzione  è dunque  la  medesima  cosa  di  imdi,  e per  conseguenza  il  suo 
integrale  è ‘ . 

|(a+éx-cx*)m  . (ò^acx)dx  = C. 

La  medesima  trasformazione  può  applicarsi  ancora  per  riportare  certe  differcn- 

i • > • i/x 

xiali  a logaritmi:  te  ti  avesse  per  esempio,  — — > facendo  a-t-Ax  = z,  se  no 

dz 

dedurrebbe  </x  = j~;  sostituendo,  ai  avrebbe 
b 


/*  dx  /•  i dz  i /*rfs  » , _ 

Jot l0?“+-c’ 

e,  mettendo  per  i il  tuo  valore, 

S-£rxt=T'°*  (<>-»-*- )-*c- 


Operando  egualmente  per  , si  troverà  che  V integrale  di  quest’  espres- 

sione , è 

44-  Quando  le  Irasformazioni  precedenti  nou  possono  aver  luogo,  bisogna , co- 
me l’abbiamo  già  detto,  sviluppare  la  potenza  e integrare  la  serie  resultante 
termiue  per  termine.  Sia,  per  esempio,  (a-*-Ax3)‘dx  la  funzione  pi  «posta  ; si  ol- 
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tiene  sviluppando 

(a — bx*)*dx  = a1 . dx  — \nisbx7‘  ,dx-t-Ga%b*x4  . dx 
— ^ai3x® . dx-t-b*xn . dx 

Cosi,  integrando  ciascun  terraine  io  particolare,  si  troverà 


f(a — bxz)*dx  = a4jr—  a56x*+ — aaZ*ax7 

' 7 

— — ab‘x'°  -+•  I i*x'»  + C. 
io  i3 

• dx 

Se  la  fiiniione  proposta  fosse — — , si  avrebbe  ancora 

V(* — **) 


» 

J v 7~bj=  /'*(—*•)  s=/[rf*'*"  t **i/x + ”■  ] ; 


donde 


/•  dx  i x%  1 3 tr*  r 3 5 x7  _ 

J \(i  — x*)  a 3 a 4 ^ 24^7 

45.  Le  funzioni  circolari  xe/io  e coseno  possono  in  molti  casi  dispensare  dal» 
l'integrazione  per  serie,  e somministrano  allora  degli  integrali  semplicissimi  e 
assai  utili.  Rammentiamoci  (Differenze  ni.  46  e 49)*  c^e 

d se  11  z = coi  z .dz  , 
d coi z = — sen  z.dz. 

Dalla  natura  di  queste  funzioni  si  ha  {Vedi  Seno) 
cosaz  -f-  senaz  = 1 

donde  si  deduce 

. cosz=a^/i  — senax. 

Sostituendo  questo  valore  in  quello  di  <fsenz,  viene 
d sen  z = dz  sen1*. 

Facciamo  ora  senzesx,  ed  otterremo  T espressione 
d*  — 

\(T—  x’À)' 

r integrazione  della  quale  dà 

J vtl-j:1) 

Ma  z è qui  1'  arco  il  cui  ìcuo  è eguale  ad  x,  cosi  si  ba, 

Jy  ( = arco  («n  = x)  + C . . . . (Ca). 
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dx 


40.  l’usiijiuo  riportare  all' integrale  precedente  i|uellu  di  — y , poiihc  di- 

videndo i due  termini  della  fraiione  per  a,  si  ottiene 

dx 


n* 


, dx 


c questa  quantità  essendo  composta  in  —,  come  — — - lo  è in  x,  ne  resulta 

r dx  / x\ 

1 =s  orco  I sen  ss — 1 C. 

^ o2 — j? 

47.  Si  troverebbe  operando  come  sopra 
/"  — dx 

I = arco  { cos=jr)-t-C  ....  (03), 

V i — *■* 

. ^ =s  arco  ( tang  = x)  -4-C  . . . . (G^) , 

i -I-  xJ 

J-==  e=arco  (seno-rerso  =>x)-+-C  . . . (65). 

•y  2.r— x* 

Integrali  clic  conducono  ai  seguenti: 

(* — *=  orco  f cos  = — ^ -|-  C , 

S = — .orco  ^tangt=— ^-4-C, 

J*- — - — cs  arco  ^seno-verso  ss C. 

\ uax — x% 

Quest1  espressioni  somministrano  molte  conseguenze  degne  di  osservazioni,  che 
esamineremo. 

48.  Consideriamo  in  particolare  I1  integrale  (G$) , e cerchiamone  un1  al  Ir ‘a  espres- 
sione integrando  per  serie.  Abbiamo 

Ora  ( I-f-x  'Y  sviluppando  la  potenza  dà 

— = i — xa4-x4  -jr’+ec.  ...  (60) , 
i x 


Digitìzed  by  Google 


40 

c per  conseguenza 


INT 


— = d.r — x*dx  -+-*r  idx — x*dx  -+■  ec. 

i -f-x* 

• r 

Così  integrando  termine  per  termine  otterremo 


s 


dx 


donde,  paragonando  con  T equazione  (f>/j) 


Non  vi  è bisogno  di  aggiungere  costante,  perchè  facendo  j:  = o,  Turco  si  ri- 
duce a zero. 

Questa  serie  che  dà  Varco , per  mezzo  delia  tangente , può  servire  per  tro- 
vare il  valore  della  circonferenza  del  circolo  il  cui  raggio  è l'unità,  poiché  si  sa 
«.he  Turco  eguale  all'  ottava  parte  della  circonferenza  ha  la  sua  tangente  eguale 
al  raggio,  facendo  dunque  x=:i,  avremo 

arco  ( lang=  i )e=  — , 

4 


77  indicando  sempre  la  semi-circonferenza  per  il  raggio  =i,  c per  conseguenza  , 


77 


4 


3 


i i 

h ec. 

9 


m . 


Se  la  tangente  è maggiore  dell' unità  , i termini  della  serie  ((17)  andando  au- 
mentando; 11011  potremo  dare  un  valore  approssimato  dell'arco;  in  questo  casosi 

otterrà  una  serie  discendente  operando  cosi:  si  farà  or=  — nell'  equazione  (06), 

x 

il  che  la  cingerà  in 


ec.; 


moltiplicando  i due  termini  del  primo  membro  per  xa,  si  avrà 

xa  1 c 1 1 

— = 1 — — 4-  — , ec. 

X~h  I X*  X*  X 

dividendo  tutta  V equazione  per  xa,  si  otterrà 

1 Tiri 


(Possiamo  osservare  che  si  giungerebbe  al  medesimo  risultamento  dividendo 
1 per  xa-+-i  ).  Dunque 

SJi t " /(  _ h + h ~ ’ 
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INT 

e,  effettuando  l' integrazioue  indicala 

arco(\ang  = x^=- j ■+■  *c -t-C..  . (69). 

Per  trovare  il  valore  della  eoitante,  non  faremo  xt=o,  poiché  ciò  renderebbe 
i termini  del  secondo  membro  dell*  equaxione  (69)  infiniti;  ma  facendo  jr  = oo, 
I'  espressione  arco(  tang=x)  sarà  eguale  al  quarto  della  circonferenza,  e l'equa- 
aiooe  (69)  diventerà 


4 


circonf  = o -+-  C ; 


e rappresentando  con  — sr  il  quarto  delia  circonferenza,  l’equazione  (69),  ci  dar» 

(Nili  < 

!.ng  = x J = 7^-7  TT"  ~ sP"  + ®c- 


4*>  Per  integrare  per  mezzo  delle  serie 


— xa  V / 


>i  svilupperà  , per  meno  delta  formula  del  binomio,  nel  seguente 

modo:  si  comincerà  dal  calcolare  i coefficienti  dello  sviluppo  di  , 

l'ipotesi  di  w = — — , scrivendo  per  formare  questi  cofficienti. 


ncl- 


m — 1 m — *■* 


m — 3 

3 ’ “T-"  ee‘ 


r.  cangiando  m in  — j,  quest’ espressioni  diventeranno 

1 3 5 7 


’ ' 6 ’ &’ 


Moltiplicando  successi  vameute — per — — , per  — , ec.,  si  formeranno  i 

coefficienti  che  si  metteranno  in  luogo  di  A , di  B , di  C , ec. , in  quest1  equa- 
zione 


(•“**) 

Dii.  di  Mal.  Voi.  VI. 


1 1 — AxM-Bx4— Cx'-l-  cc. , 
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il  che  dark 


I NT 


i 3 


i 3 5 


ee- 


7r  = I -W  — xJH . jr  * -t*  — . — . — .*•* 

\U— *)  a a 4 a 4 0 

e integrando  l'equazione 

rfr  / i . i 3 , i 3 S . \ 

— =1-=  — 1 ''+■—•*  H • -T-x’-i . — . --x*-t-  cc.  Ida- , 

\t-xi  >•  À a 4 a4b  J 


ai  troverà 


arco  (seu  e=  x)  = X -+-  - 


i 3 x‘ 

a 4 S _l_ 


3 5 *1 

• — . — . t-ec, 

4 0 7 


(/°>r 


espressione  che  non  ha  nemmeno  bisogno  di  costante,  poiché  1'  arco  il  cui  sene? 
é zero  si  annulla.  Siccome  il  seno  del  quarto  della  circonferenza  è eguale  al  lag- 


gio,  se  facciamo  in  quest' ultima  espressione  irai,  essa  dari  il  calore  di  — ; 

2 

raa  possiamo  ottenere  una  serie  mollo  più  convergente,  osservando  che  il  raggio 
di  un  circolo  è eguale  al  lato  dell’ esagono  regolare  inscritto  (Fedi  Esagono),  e, 
per  conseguenza,  che  la  metà  del  raggio  è eguale  al  seno  della  dodicesima  paiV* 

della  circonferenza;  facendo  dunque  x=~ -,  avremo 


<o(.en  = ^)  = ~. 


qu 


lidi 


3 5 


ir  i i r i 3 i 

ti  a a " 3.  a5  a ‘ 4 5.  a*  a 4 *•  7.  a1  **"  CC- 1 

serie  concergenlissima,  poiché  bastano  so  termini  per  ottenere 

*—  6(0,52359877  .,.)e=  3,i4i59aGa.  . /, 

calore  esatto  lino  all' otlaca  decimate. 

5o.  Esiste  un  caso  in  coi,  per  determinare  il  calore  della  costante,  non  por- 
siamo  fare  né  x = o,  né  x = *>.  Ss  abbia,  per  esempio, 


sciluppando  al  solito  per  mezzo  della  formula  del  binomio,  ponendo 


m — r 

m,  — 

2 


m—2 

““1 


e facendo 


f 


Digitized  by  Coogle 


si  Irosi 


INT 


43 


donde  li  concluda  tomf  lieti' articolo  {g, 

dx  dx  / r » i3i  r 3 5 r \ 

— :^.=rr  = ( H • ■+*  ~ ■ T ' 1 ~ 'T  * 7 ' ) ' 

yj  x» , te  V.  a x*  a 4 •*  * 4 " * / 

e integrando,  li  troverà 

/dx  . ri  r 3 r i 3 S i 

yprZT ì » ***  » ’ 4 ' 4**  a ’ 4 f>  6x*  1 

«t»  on' altra  parte, 

r*  rie  r dx  x + V a* — 1 

* x2  — i "^yx1 — ■!  r + V*1 — r 


> fVx— ■ -l°«  (x+Jx1-,) 

^x+Vx*-!  V V / 


dunque 


l«f(x+v^.)  = logx-f.~--|.|-.-^r-«c.  + C.. .(,«). 

Per  determinale  la  collante,  non  si  farà  asse,  poiché  allori  log  x divente- 
rebbe infinito-,  da  un’altra  parte,  non  si  eguaglierà  x a aero,  poiché  à ter- 
mini log x , — -- , re.  diventerebbero  infiniti}  ma  se  si  suppone  xtrer,  I equa- 


zione (71)  diventerà 


0 = 0 . — 

a a a 


1 3^  1 ^3  S J._ffH.C=o 

a ' 4 4 a 4 C 


dalla  quale  si  ricava 


C=l.-^ 

•J  ’J 


i 3 i 1 3 5 ì 

t ■ 4"  4*  **"  >”  r * 0 "g 


or  . , 

5i.  li’  integrazione  per  serie  applicala  alla  fanzionc  , Cl  ancora  ,,n* 

generazione  del  logaritmo  naturale  di  o-+-x  , che  dobbiamo  esporre.  Bisogna  os- 
servare  prima  «li  tutto,  che 

C — ~ — r=  log(a-t-.r)  -t-C  . . . (70), 

J a •+•  x 

infatti , rappresentiamo  a-t-x  con  s,  avremo 

a-t-x  = c,  e rf(n-4-x)  = <«5 , ovvero  rfx=d»; 
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I3NT 


cosi  — — c=—  , e siccome  dalla  formula  (Gì) 
fl  + a-  x, 


Stb 


sostituisce  invece  di  e il  suo  valore,  si  trova  l'espressione  (72). 


rfx 

Premesso  ciò,  poiché = {a-i-x)-'dx , si  ha 

a *4*  & 


(\-«  1 x 

a-i-x)  dx  — — dx  — — ~ dx  H -dx — t 

/ a a a3 


il  cui  integrale  £ 

/dx  i 

a -+-x  1 

abbiamo  dunque  ancora 


20“'  '3«3'  4“* 


, / \ X X3  X3 

log!  a-t-x  )=  — — — 1- — 1 

V.  J « au3  Sa* 


I er  determinare  la  costante,  osserveremo  che,  quando  x = o,  quest'equazione 
divcuta  logaa=o-t-  C.  Sostituendo  questo  valore  di  C,  viene 


log  (a-t-x'W  log  a+  * _ ^ J?L  _ , 

> ✓ a aa3  3ir> 


sviluppo  che  altrove  abbiamo  trovato,  per  il  caso  di  ac=  1 , in  nn  modo  ben 
differente.  (Tedi  Diffebb.vzi.ìle  n.°  127) 

Questa  serie  essendo  poco  convergente,  facciamo  x= — x,  avremo 

log  (a~  *")  — log  a — — __f!. fi’ w. 

sottraendo  quest’equazione  dalla  precedente,  avremo 

log(o-Hx)_log(a_x)=3(f.  + + ^-  + ,c), 

ofvcro 

^7™""*’  ” ji  » 


per  conseguenza 


“ + *=si,  a — xsai; 
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tVtinquc 


«=— > I1=“i  — = V * — , «C.; 

2 2 a 3 aa  9 

sostituendo,  ti  avrà 

. /«liti  \ 

log  a = 3^y  -t-  _ . _ -H  — . -p-  4-  ec.J. 

Limitandoli  ai  primi  dieci  termini  di  questa  serie,  ridotta  io  decimali,  fi  de* 
terminerà  il  valore  del  logaritmo  di  2,  {ripianilo  questo  logaritmo  , si  avrà 
quello  di  23 , cioè  di  8.  Se  da  un'altra  parte  fi  calcola  con  la  formula  (72)  il 

logaritmo  di  — , e che  si  aggiunga  questo  logaritmo  a quello  di  8,  fi  avrà  il 
8 


logaritmo  di  — X8  = iogio*  Si  vede  che,  con  processi  analoghi  la  formula  (72) 
o 

darebbe  qualunque  altro  logaritmo;  ma  conviene  osservare  che  questi  logaritmi 
sono  logaritmi  neperiani.  Per  dedurne  i logaritmi  delle  tavole,  se  rappresentia- 
mo co»  La  il  logaritmo  tabulano  di  un  numero  a,  avremo  a = io*'a  ; pren- 
dendo i logaritmi  neperiani , quest'  equazione  ci  darà 


e per  conseguenza 


log  a =5  log  io^a=  La  log  . io: 

lo.  a 


La  = 


log  10  ’ 


vale  a dire  che  un  logaritmo  delle  tavole  di  un  numero,  è eguale  al  logaritmo 
neperiano  di  questo  numero,  diviso  per  il  logaritmo  neperiano  di  10. 

53.  Abbiamo  trovalo  una  serie  ancora  più  convergente  di  quelle  che  abbia- 
«o  avuto  con  la  formula  (73).  Ecco  in  qua)  modo  possiamo  dedurla  da  queste 
formule: 

Dividendo  a- -t-x  per  a — or,  si  trova 


2x 

: 1 4 

a — x 


rappresentiamo  con  — la  frazione 

i a — x 


, si  ha  T equazione 


a-+-x  * v 

a — x z 


1 , 

z 


e,  moltiplicando  per  a— x,  viene 


c-t-x  :=:  a—x  H — 


lui  ti  gli  x essendo  trasportati  nel  primo  membro,  si  ottiene 

av 


9x 

ax  -t-  — 
z 
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moltiplicando  per  t , si  trova 


e per  conseguenza 


INT 


ajrs-W’x  = ay  , 


t» 

2Z4-V 


sostituendo  i valori  di  ^ ■,  e di  — nella  formula  (;3),  si  ha  questo  risul- 
a — x 

lamento  : 


1 — 0 j 

/ „ v*  VS  \ 

_i  j a.  ££  1 

V * ) 

1 — * \ 

^ az-t-o  3(a*-t-t>)s  h^a-t-v)1  / 

* finalmente 

/ v v1  t»s  \ 

log  (*+v')  = logs-+-2[ h _ — ; -H  7-4-  ec.  ). 

6/0  \ ò(a z + vf  b( / 

Per  esempio,  per  avere  il  logaritmo  di  2,  si  farà  i*=i,  *=i , e per  conse- 
guenza logzc=o;  sostituendo  questi  valori  nella  formula  precedente,  si  otterrà 

loga  = a(f  + JL.  + JL-  + ^. 


Bisognerà  dividere  questo  logaritmo  per  il  logaritmo  neperiano  di  io  , 
{ n.°  52),  per  avere  il  logaritmo  delle  tavole  di  2. 

54.  Passiamo  alle  funzioni  differenziali  frazionarie  più  composte  delle  prece- 
denti, e cominciamo  dal  considerare  la  fuuzione 

A xmdx 
{«-i-bxf  ’ 


se  facciamo  a-4-kr=s,  troveremo 

t—  a , tit 

*=— ’ e 

sostituendo,  lf  funzione  propolla  di  Tenterà 

A (a — a mJi 

cosi,  sviluppando  la  potenza  (s — a)m,  moltiplicando  il  resultamenlo  per  di  e 
quindi  dividendo  ciascun  termine  per  bm+,in  , si  avrà  una  serie  di  monomi  da 
integrare,  dopo  I'  integrazione  si  sostituirà  inTece  di  c il  suo  valore  o-t-Ax. 

L’esempio  seguente  renderà  piti  chiaro  questo  processo;  sia  la  funzione  pro- 
posta 

A x*dx 
(a-v-Ax)  ’ 

in  queslo  caso,  si  ha  n=o  i , m = 2,  e la  funzione  in  t diviene 

A (s — a)xdz 
0:'z 
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I IN  T 

Abbiami*  dunque,  sviluppando  la  potenza 

A (* — a)%dz  Azdz  zAadz  Ao*dt 

òiz  L‘°  L 1 

Integrando  mediante  le  regole  date  ai  numeri  {o  e jfi  i monomi 
À , aAcr  . A n%  dz 

r>-ldi'  ir  - ^ 

ottenerne» 

/•A  (s  — a)2  dz  kz1  2 A ai  Aa*  . , 

J — pz — “ li*  - T*-"  ^ ■^-u'4-c- 

nimellendo  per  * il  suo  valore,  avremo  definitivamente 

s tH  * t (“ + ixT  -*•(•+<*)+ *«•  (« + *»)  j + c. 

55.  Tulle  le  funzioni  della  forma 


Ax"dr+BrVx+CrMx  + ec. 

(rr-t-Ax  )> 

[■olendo  decomponi  come  srgue 

Kxm  dx  B x"  dx  C xf*dx 

«I-  ■ — — *-f- - -4-  er.  . , , 

(ahix)1  (a-+-ix) À (o-t-òr) i 

I»  loro  integrazione  li  effettuerà,  operando  sopra  ciascun  termine  in  particolare, 
ione  I’  abbiamo  fatto  sedere  sopra. 

56.  Se  con  li  e V indichiamo  delle  funzioni  razionali  e intere,  la  cui  forma 
generale  è 

Ax  * -t-Bx  ^'t-Cx  '’-4-Dx'’  -t-  ec.  . . . , 

la  forma 

Urfx 


rappresenterà  tutte  le  funzioni  differenziali  razionali  e frazionarie. 

Dobbiamo  cominciare  da  ossertire  che  il  massimo  esponente  di  x in  IJ  può 
sempre  supporsi  più  piccolo,  almeno  di  un'unità,  del  massimo  esponente  di  x 
in  V ; poiché  nel  caso  contrario  una  semplice  dirisioue  potrà  cangiare  !'  espres- 
U . U' 

sione  — , in  Jl-f-  — ; Il  indicando  il  quoziente  e U'  il  resto  di  questa  di»i- 


sione  ; si  avrebbe  dunque  allora 


Vdx  „ , V’dx 
-y-  = R<fxH y 


Ma  K essendo  una  funzione  intera  e razionale,  la  sua  integrazione  può  effet- 
tuarsi coti  i principi!  esposti  qui  sopra;  non  rimane  dunque  che  da  trovare 
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INT 


V'dx 


I integrale  ili  — ^ — , nella  quale  il  massimo  esponente  di  xi  minore  in  li'  che  iu  V*. 


Per  integrare  le  dificrenziali  di  questa  forma,  bisogna  decomporre  — in  fra- 
zioni parziali,  servendosi  di  un  processo  che  indicheremo,  e che  è fondato  sul 
metodo  dei  coefficienti  indeterminati.  Proponiamoci  per  esempio  la  funzione 

(a1s-\-bx,)dx 
aix—^r~  ‘ 

Bisogna  cominciare  dal  decomporre  il  denominatore  nei  tuoi  fattori  del  primo- 
grado,  il  che  in  questo  caso  non  presenta  veruna  difficoltà,  poiché  si  ha 

a%x~ x3  ss  x(a%— x*) = x(a— x)(a-t-x). 

Questa  decomposizione,  fondamento  di  tutta  l'operazione,  mette  la  frazione 
sotto  la  forma 

a5- t-ix1 
x(o— xXa-t-x)  ’ 

e rappresentando  con  A,  B,  C,  delle  quantità  indeterminate,  possiamo  porre 
o5-t-ix*  _ A R C 

x(a — x)(a- Kr)  x a — x a-t-x 

Riducendo  le  frazioni  del  secondo  membro  al  medesimo  denominatore,  viene 
per  la  loro  somma 

Aaa — Ax*+BdX4-B  i a+Cax — Ci* 
x(n — x)(o-t-x) 

quantità  il  cui  denominatore  dev’essere  identico  con  quello  della  proposta.  Ugua- 
gliando dunque  tra  loro  i coefficienti  delle  medesime  potenze  di  x,  si  avrà 


•(74)' 


B — A — C = A,  Bn-t-Ca  = 


Aa*=a*. 


I,’  ultima  equazione  dà  Ae=o,  e questo  valore  sostituito  nelle  due  prime  ci 
fa  in  seguito  trovare 


o-t-6  „ 

B = — —,  C = — 
a 


a- t-i 


mettendo  i valori  di  A,  di  B e di  C nell*  equazione  di  sopra  (n.fl  7^),  si  trova 

(a8- 4-ix*)dx  _ mix  [a+b)dx  (u-+-i)rfx 

a*x—x*  x afa— x)  ’jfa+x)  ’ 

dunque,  integrando 

Was-t-èx*)<fx  (a-t-b) 

I — — — - — = nLx— L(a— x) 

J aax  — x3  2 ' 

* (n-t -h)  . 

' — — — - L(a-+-x)-t-C 


: aLx— (a+i)L^/  a1— a^-+-C. 
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Per  secoii  lo  esempio , sia  decomponendo  il  deuotninulore  nei  suoi  Pi- 


loti, ss  uri  \ era 


e supporieui» 


wtx  " uttx 

'x*—a*  [x — il)  * 


aiìx  / A.  ® N , . _ . 

~ -r  = { — » — ~ ) dx  . . . . (75)  » 

(x—U)  (x  t"<i  ) \x — «i  x a / 

A c B sona  «lue  costruii  che  si  tratta  di  determinare.  Per  quest' effetto,  rida- 
itftiila  il  secondo  membro  al  medesimo  denominatore,  si  otterrà 

(nix  . ( A^+Aa  -h  Bar — B«'  tlx 

{x  —<i)  (x-A-u)  (x— a)  (x-4-u) 

Sopprimendo  il  divisore  comune  (a? — a)(*H-o),  e il  fattore  </x,  rimari» 

« = AxH-Aa-4-Bx — Bii  ....  (76)  ; 
e,  ordinando  rapporto  ad  x,  si  a^rà 

<A-*-B)  x -+-(  A— B— 1)  a = o, 

x aven»lo  un  valore  indeterminato,  fonie  lo  suppone  la  differenziale  proposta, 
quest1  equazione  h.i  luogo  qualunque  sia  x;  per  conseguenza,  col  metodo  dei  coef- 
ficienti indeterminati  , eguaglieremo  separatamente  a zero  1 coefficienti  delle  dif- 
ferenti potenze  di  x\  ovvero,  ciò  che  equivale  al  medesimo,  eguaglieremo  Ira  loro 
i termini  cKe  iteli’ equazione  (76),.  contengono  le  medesime  poleoze  di  x , ed 


quest’  equazioni  danno 


A-hB  = o,  (A— B— i)a  = ov 


Sostituendo  que>ti  valori  nell1  equazione  (75),  si  avrà  dunque 


— Jx  — dx 


x * — u1  x — u x-\-u 


e integrando,  si  Ircuerà 


J?Z7»  = 7 lofr (*-")  - 7 lo?  (*•*•  °)  + * ' 


e per  conseguenza 


r ndx  1 . t— -a  /x— o\2  * 

.fcr*  = 7 (ts)  ^c- 


Dii.  di  Mot.  Fot.  VI. 
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57.  Per  teno  esempio,  sia 


3x— ,5 


dx. 


x* — 6x4-8 

Siccome  si  tratta  di  cominciare  a decomporre  il  denomina  (ore  in  fattori  del 
primo  grado,  osserveremo  che  avendo  ton 'equazione  della  medesima  forma,  e rap- 
presentata da  xa — 674-8  = 0,  e la  quale  sja  soddisfatta  per  i valori  ssa  e 
s = 4-  potremo  concludere  che  essa  equivale  al  prodotto  (x  — a)  (s — ^)  = o Ora, 
effettuando  la  moltiplicazione,  si  vede  che  qualunque  valore  che  si  attribuisca  a 
z,  il  prodotto  sarà  sempre  x* — 6x4-8;  dunque,  quando  in  luogo  di  x,  metteremo 
x,  avremo  ancora 

(x — a)(x— 4)s=  xa — 6jp4-8. 

Per  conseguenza  , qualunque  sia  il  valore  del  polinomio  xa— 6x4-81  può  de- 
comporsi in  fattori  come  se  esso  fosse  eguale  a zero. 

Avendo  dnnque  trovato  che  le  radici  dell'  equazione  xa  — 6.r4-8  = o sono  a c 4, 
scriveremo 


3.r — 5 kdx 

TloTTS  *r  — 7^7 


Bdx 


e sopprimendo  il  fattore  cornane  dx  , il  che  in  seguito  avremo  sempre  cura  di 
fare,  troveremo,  dopo  aver  ridotto  al  medesimo  denominatore. 


3x — 5 
xa — 6x4-8 


A x — \ A 4-©.r — 
7— 6x4-8 


eguagliando  Ira  loro  i coefficienti  delle  medesime  potente  di  x,  otterremo  queste 
equazioni  di  condizione, 

— 5c=  — 4A-2B,  3 = A4-  B , 

donde  dedurremo 

B=l,  A = -i; 


mettendo  questi  valori  nell'  equazione  (;?),  si  troverà 
3x— 5 . 1 r dx 


C 


/Jx—b  r r dx  7 r iix 

— tìx-t-8  X a J x — ~2  JjT—  lì 

“7  log^x  — ^-  —Iojt^-a^-t-a 

58.  Prendiamo  ancora  per  esempio 

x/x 

xa-t-  ^ax  — b1 

eguagliando  il  denominatore  a zero  , e risolvendo  l'equazione,  si  trova 
x*-+ *4ox — 4*1=  ^x-t-aa-t-  -^4a*  ■+■  ■+■  *«  — yj')'*1  -t-41  ^ • 

Per  maggior  semplicità  rappresentiamo  quest'  ultimo  prodotto  con 
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T*ip|iorpemo  <1  inique 


A 

r\<uc—  ù*  x K ' x -f»  L * 
riJucendo  il  «ecuudo  membro  al  medesimo  denominatore,  troveremo 
V Aj:4-  AL  -4-  Bx-+-  BK 


xa  <$«x  — à* 


x%~A  \ax — b* 


donile 


jkt  conseguenza 


Alw-BK  ss  o,  A j B = i , 


K—  L’  K — L,  ’ 


dunque 


= k~ l Iof  (r+K)  -k~T,nf  (*+I')+c- 

5g.  In  generale,  sia 

Px-’-'-t-Qx’*-»  . . . h-Rxh  S 
x'tQ  x^1.  ....  -t-Tl'x^5r  dx' 

una  frazione  razionale  nella  quale  1 fattori  del  primo  grado  del  denominatore  ai 
Mippongono  ineguali  ; ai  cumincerà  dai  risolvere  l'equazione 

x-M-Q'x’— 1 ....  -+-R'x-+-S'  = o; 

« trovando,  che  essa  i il  prodotto  dei  fattori  x — a,  x — b , x — c,  ec.,  ai  scriverà 

P»— ! '+Qr-*f -t-Bx-t  3, à B C 

: — a x — b x — < 


x-t-y'x'* 


-t-K'x-t-S' 


-t-  ec. 


Riducendo  al  medesimo  denominatore  il  secondo  membro  di  quest'  equazione , 
ciascun  termine  del  numeratore  di  una  delle  frazioni  dorrà  iboltipiicarai  per  il 
prudono  dei  denominatori  dell'  altre,  vale  a dire  par  un  polinomio  in  x dell’or- 
dine in  — i;  dunque  il  secondo  membro  di  quest'equazione  sarà  un  polinomio  com- 
I insto  di  m termini.  Ne  resulta  da  ciò  che  se  si  eguagliano  tra  loroi  coefficienti 
•Ielle  medesime  potenze  di  x,  si  avranno  m equazioni  di  condizione  per  deter- 
minare i coefficienti  A,  B,  C,  ec.  Questi  coefficienti  essendo  oonosciuti,  non  avre- 
mo più  che  da  integrare  ima  serie  di  termini,  tali  come 


Kdx 
x—a  ’ 


Brfx 

x—b 


l’ integrale  cercalo  sarà  dunque 

A log{x — <j)  -+-  B log(x — b)  •+■  ec.  -t-  C. 

Go.  L' integrazione  delle  funzioni  differenziali  razionali  e frazionarie  riposa 
dunque  sopra  la  decomposizione  .delle  faoziuni  frazionarie  in  frazioni  parziali , 
decomposizione  che  essa  medesima  riposa  sopra  quella  del  denominatore  della 
frazione  nei  suoi  fattori  del  primo  grado.  Quando  quest'  ultima  decomposizione 
può  effettuarsi,  l’integrazione  non  ba  veruna  difficoltà,  e possiamo  sempre  ope- 
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rare  come  l’abbiamo  fallo  «opra;  nel  caao  però  in  cui  tulli  i fattori  «lei  primo 
grado  anno  ineguali;  poiché  *e  il  contrario  avene  lungo,  <|iiealo  metodo  non  *a- 
rebbe  più  allattalo,  o almeno  bisognerebbe  far  ari  osso  anime  ilelle  modificazioni. 
Senza  entrare  in  particolari  ili  dimostrazione  die  ci  rninturrebbcro  troppo  lon- 
tani , riepilogheremo  il  proeeaeo  che  Insegnai  allora  impiegare. 


U 

V’ 


essendo  la  frazione  razionale,  supponiamo  clse^  fattori  primi  di  V siano 


(x— a),  (x — t) , (x — c),  ec. , ovvero,  che  si  abbia 

_U  _ V 

V (x— «){x — i)(x—  c)(x — ri) ec.’ 


se  fra  questi  fattori,  se  ne  trovano  da  noa  parte  m eguali  ira  loro;  dall*  altra 
n , e che  gli  altri  siano  ineguali;  se,  per  esempio,  si  ha 

_U  _ V 

V (x — a)m  . ( x—bi " . (x— c)(x—  d)  ...  re.  ' ^ 

si  farmeraniio  le  frazioni  parziali 

A-t-Bx-t  Cx* +Mc*-' 

(X V* 

A’  ■+•  B'x-t-  C*x»  M'j--1 


A"  B"  C' 


nelle  quali  A,  B,  C,  ec.,  Af,  B%  Cf,  ee.,  \r\  Bf/,  C,r  ec.,  saranno  coefficienti  indeter- 
minati, dei  quali  troveremo  il  valore  diluendo  tulle  queste  frazioni  al  medesimo 

denominatore,  e prendendo  la  loro  somma  la  quale  deve  essere  idenlica  con  -H..  E- 

gnagliando  i coefficienti  delle  medesime  potenze  di  x,  nel  numeratore  rii  questa 
somma  e in  li , si  formeranno  I1  equazioni  di  condizione  necessarie  *|rer  la  de- 
terminazione delle  quantilir  A,  B-,  C,  ec. 

Possiamo  ancora,  il  che  è più  semplice,  aostiluire  alle  frazioni  i cut  nume- 
ratori sono  composti,  un  seguita  di  frazioni  semplici,  e i citi  denominatori 
procedano  per  potenze  decrescenti  iteli’  esponente  man  fino  ad  i;  vale  a dire 
che  possiamo  sostituire  alte  due  prime  frazioni  qui  sopra  indicale  le  due  serie  ili 
frazioni 


(x— a) 
A' 

(x  — h)  ’ 


B 

<*—«)“ 

H' 


A- 


(x—o) 

Q'. 


; -t-ec.  fino  a -+- 


(x—4)  ‘ * (x— />)." 

Per  provare  ehé  questa  seconda  forma  è sempre  permessa  invece  della  prima, 
e tanto  per  fissare  le  idee,  supponiamo  che  si  tratti  d’integrare  la  fraZioue 

Px'-t-Qx3-t-Hx*-4-Sx-4-T 
(x-ojs  (x-d)  (x-e)  * 


* 
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si  fjpris 


ut 


clunqnc 


3»r:*4*  >»  ; 


A-+-Nr-4  C.r*  Bs-t-aC«*-*-C** 


à-f-Bn-4-(Via  R-t-aO»  C . *. 

— -2 t-  — ~ 1 ; 

&■*  t 

molf-cn'lo  il  valore  di  z in  quest' equazione  n si  olleirà 

A-s-Bx-t-Cx*  _ A i-But-  Co*  B-r-jC « C 

(x-n)*  , (x-«)  (x  — "à)ì_  x— n’ 

risnllamcnto  della  forma,  prejcrilla,  poiché  le  A',  B',  {?',  ec.  supposte  in  gene- 
rale «li  sopra  sono  «Ielle  rollanti. 

Questa  ili  mesi  iasione  polenilo  applicarsi  a ini’ eq  unione  «li  «n  grado  più  ele- 
valo, concludiamo  che  in  generale  possiamo  supporre 

P,rm-'-l  Q r"-*.'.  Rx-t-S 

(/-a)”  ’ 


(x— n)" 


(x 


Resulta  «la  ciò  che  procelle,  rhe  per  integrare  4' e«pres»ione 
P.r*-4-  re. . . . 


— (x — d ) (x — e) 


si  scriverli 


Px4  -+-  ee * ' 

t,^„)’(x-,/Kx  -)  •• 

* • . J 

A A'  A"  -+-  n ■+■  ‘dL  • 

33  (-C  — qf  1*  — « )*  X - a x J >. 

rilucendo  le  frazioni  al  nieilesimo  «lenomiuatore  , si  <lftflp*i' siti  nero  mio  le  costanti 
A,  A',  A",  D,  E,  ec. , col  processo  che  abbiamo  già  ailoprato  , e quindi  avre- 
mo «la  trovare  gl’  integrali  sielle  arguenti  espressioni  : 


kdx  A ’dx 

(x  — «)?’  (x  — «)*' 


x — d x — c 


Per  integrare  lo  due  prime,  siccome  dx  è la  «lilTerenaiale  dell' espressione  x— o, 
racchiusa  Ira  le  parentesi,  supporremo  ( n*  ij3)  x— u = s,  cil  avremo 

r Kdx  rkdz  r , ' , A A~ 

J “ Jir  = j 

= jA'f:  = f a 41-= — A-, 

’ (x  — Ol*  X »*  X * X u 
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riguardo  alle  (re  altre,  esce  i'  integrano  con  logaritmi;  dunque  finalmente  . 

f (P.r4-4-Qx5*+*  CC.  . . . )d.r  __ 

* - (x— o)1  (x-rfj  (x-e) 

A A' 

— — ___ ^ -*■  VMog(x—  log(x  — d)-t-Elug(x  — e) 

-4-  costante. 

Rendiamo  più  chiaro  questo  precesso  con  alcuni  esempli , sia  la  frazione 

2 oxdx 

avremo  ' 

2o.r  A kr 

riducendn,  il  secondo  membro  a)  medesimo  denominatore,  e sopprimendo  questo 
denominatore  comune,  rimane 

2 ax  = k~k~\f  X“+~  ATa , 

donde  dedurremo  quest1  equazioni  di  coudiiiotae 

aaa=A',  Ar»-A't|  = a; 

esse  danno 

Af  =:  la , A = — 2a*  ; 

* per  conseguenza 

2axdx  2a7dx  2ndx 

( x *+■  a )x  ( x ~f  u )*  x 

Per  ottenere  l'integrale  osserviamo,  che  ifx  essendo  la  difTerenziale  di  x.+a 
possiamo  ( u.°  j$3  ) supporre  x+ass;  dunque 

iaxdx  dz  dz 

. ; ,«  ssa — 20*  — — -f-  2 fi — ; 

[x-i-a)x  x%  x 

integrando  la  pi  ima  frazione  del  secondo  membro  per  mezzo  della  regola  del 
ii.°  37,  e l'altra  con  logaritmi,  olici  remo 

flaxdx  2o*  . _ 

1 , “ — : h 2d  logz-+-C  ; 

J (x-| -Ci)À  z 

e rimettendo  il  valore  di  *, 

• /-  2 nxdx  2n% 

\ ; 3 — ~ — Ha  log  (o-hx ) -+-  C . 

•J  ( x -t-  a ) a-t-x 

Per  secouJo  esempio.  Si  abbia  (la  integrare  la  fri  ri  o n e 

xVx 

x*  — or1 — a*x-t-u3  1 

per  (rotare  i fattori  primi  del  denominatore,  osserviamo  in  generale  che  se  qne- 


.(,8). 
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sii  f«al foci  sono  (or—*),  (x — £),  (x — $),  poiché  si  de?e  avere 

x3 — ai* — a*x — a*=  ( x — a )(x — 5) , 

le  quantità  a , t5 , non  sono  altro  che  le  radici  dell'equazione 
x3 — oxa — oax  -t-o3  = o • 

( ìredi  Equazione  ).  Così  per  trovare  i fattori  primi  di  V , nella  forma  ge- 
li 

nerale  — , J>»sogna  fare  V = o e cercare  le  radici  di  quest'  equazione.  Nel  ca- 
so che  ci  occupa,  con  facilità  si  riconosce  che  una  delle  radici  è a , poiché  facendo 
x =;  a , il  primo  membro  si  riduce  a zero,  x — a sarà  dunque  uno  dei  fattori 
del  primo  grado  di  x3 — ax% — a*x-+-a3;  cosi  dividendo  questa  quantità  per  x — a, 
il  quoziente  x* — a1 , che  è immediatamente  decomponibile  in  (x— a)  (x -ha) , farà 
conoscere  i due  altri.  Abbiamo  dunque 


x3 — ax* — a*x-t-u° 


nx-t-a) 


così , supporremo 


= rr-«,.  ^ tÌt  • • ~(7a)- 


(*—«)*  ( 

Riducendo  il  secondo  membro  al  medesimo  denominatore,  otterremo  .per  la 
somma  delle  frazioni  parziali 

A(x-+-o)-t-  B(x— n)(x-Hi)  4-C  (x — «a)*  ' , 


(x — a)l(x-Wi)  * 

ovvero,  sviluppando, 

Aa — Ba1  <4*  C a*-+-  (A — sCa)x-t-(B-t-C}x* 

(x — a)*  (*4fl)  ‘ • % 

Paragonando  il  numeratore  con  quello  della  proporla,  ed  eguagliando  tra  loro 
i coeflicienti  delle  medesime  potenze  di  x,  si  ottengono  quest' equazioni  di  con- 
dizione - * « 

Aa— Ba'-f-Ca1  ==  o , 

• A— 2C a = o , 

B-4-C  = 1 , 

doude  si  deduce  • 


A=- 


B: 


3^ 

4 ’ 


per  meno  di  quoti  valori  1' eguaglianza  (79),  diviene 
z?dx  orli  3'/x 

4(*~  °) 


ll.T 


(x — af  (x-t-u)  2 IX — a)x 

Integrando  ciaicun  termine  in  particolare  con  i melodi  precedenti,  troveremo 


/-  «Vi 

3 (x-„)*7 


' tx — a)*  (x-r-u) 
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Gl.  Si  t>perer.i  nelle  mcleiinii  maniera,  co  uel  «Icuouiiiiatore  $0110  piu  gruppi 
di  rullici  eguali.  Sia  per  esempio, 

f Uf/x  udx 

ua— I )2  ^ ' 

supporremo  , 

a A.  H ' " B' 

( •*— >)*(x ~ (x  — l x—i  * ( a.-  -’i-T)*  ‘V  ÌJ+1T 

e,  riiiucemJo  al  medesimo  dettomi  uu  ture,  (rovetemo 


. (Ho)  ; 


M x-t-  ')*-+- a'  ( X — i)(i+i|’+B(f-if+B'  (x-+-  I ) (x  — I )* 

(x  -i)1  (x+7j*  ’ 

sopprimendo  i denominatori  e sviluppando  i numeratori,  troveremo  quest’  equa- 
liuui  ili  condizione 

A'-t-  B'  ss  o, 

A -V-  A'-t-  B-a  B'  =c  o, 
a A — A'  — aB  — B'  = o , 

A — A'-w  B-t-B'  = «. 

La  prima  rii  quel’  equazioni  riduce  la  terza  a a A — zB  =0  , dunque  A = B; 
la  aenonJa  riduce  la  quarta  a aA-+-uB  = a;  da  quest*  equazioni  si  ronrlude 


At=  — = B , per  conseguenza  la  quarta  diviene  B* — A'  s=  ~a; 

4 a 

ue  combinala  con  la  prima,  dà 


quest*  equazio- 


Per  mezzo  dei  valori  di  quest* costanti,  la  differenziale  proposta  diviene 
* r rfx <Ar  rfx  rf.r  1 

4 L(x I )*  (x-t-l  )*  X— I 

S*  integreranno  le  due  prime  di  quest*  espressioni  per  ronzo  delle  regole  dei 
numeri  4^  a ^7 , e le  altre  con  i logaritmi,  e si  troverà 


i’ùSl5==T°t“"iÌ  ” ->°g(x-i .)+Io,(x+.)]h-C. 

(la.  Avanti  di  esaminare  il  caso  in  cui  il  denominatore  contenga  delle  radil  i 
immaginarie,  facciamo  alcune  osservazioni  sopra  queste  specie  Ji  quantità  : comin- 
ciamo dal  considerare  l'equazione 

x,+p.r-t-ij=ao (81), 

e cerchiamo  le  condizioni  necessarie  perché  le  radici  dr  quest’  equazione  siano 
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immaginarie:  risolvendola,  si  trova 


La  prima  condizione  necessaria  perchè  questo  valore  di  x sia  immaginario,  è 
che  I'  ultimo  termine  dell'equazione  (8r)  sia  positivo;  poiché  se  esso  fosse  ne- 
gativo, l'espressione  — </,  che  è sotto  il  radicale,  cangerebbe  di  segno,  e il  ra- 
dicale non  contenendo  allora  che  quantità  positive,  x non  potrebbe  essere  im- 
maginario. Questa  condizione  essendo  adempita,  x sarà  immaginario,  se  t/  supe- 


ra — p1.  L’eccesso  di  g aopra  ~ p%  essendo  allora  una  quantità  essenzialmente 

4 4 

positiva,  rappresentiamola  con  £*,  poiché  un  quadrato  è sempre  positivo  : avremo 


</=-,-  P1-*-  **  » 

4 

facciamo  £-  = « per  evitare  le  frazioni,  quest'equazione  diventerà 

sostituiamo  questi  valori  di  p e di  9 nella  proposta,  troveremo 
r’-Hzz  -+-  a1  ■+•  (5’=  n . . . . (8a). 

Quest’equazione  essendo  risoluta,  dà 

x = -*'J J - 1 (83), 

le  «ue  due  radici  sono  dunque 

yj - 1 , e -x-fìyj—  I ; 

ciò  prova  che  que»te  radici  sono  disposte  per  coppie,  in  modo  tale  che  una,  es- 
sendo conosciuta  , fa  conoscere  1'  altra  cangiando  il  segno  della  parte  immagi- 
naria. 

G3.  In  generale,  un'  equazione  può  avere  più  coppie  di  radici  immaginarie,  e 
ciascuna  coppia  darà  luogo  a un  fattore  del  secondo  grado,  della  forma 

xa-+-aax^-cta-+-/52  ....  (8 ì )- 

G{.  Alcune  volle  le  radici  immaginane  sono  eguali,  eccettualo  il  segno  ; questo 
è quello  che  succede  quando  xso;  allora  una  delle  radici  è fi  i e I al- 


tra — e*il  fattore  (8$),  del  secondo  grado,  si  riduce  a 

05.  Per  dare  un  esempio  di  un’  equaiione  le  cui  radici  sono  immaginarie,  pi  on- 
do 1*  equaiione 

t x7 — G<i.r*+-ioa*  ss  o ; 

Dii.  ili  Mot.  Voi.  VI.  8 
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r =:  3<i  111  a1  = 3a  :i:  a — i ; 


paragonando  questo  valore  di  x con  V equazione  (83) , viene 

— sc=3  a,  fi=.a\ 

dunque  , nel  caso  presente,  1'  equazione  (84)  diviene 
xa — Gax-f-cpi'-f-a*. 

GG.  Del  rimanente,  quando  »i  ha  un'  equazione  come 
xM-4«r-+-i2  = ° i 

le  cui  radici  sono  immaginarie  , possiamo  paragonarla  immediatamente  alla  for- 
mula (84),  e si  ha  aa  = 4,  dunque  aa=4;  s(?  ®*  *0,lrac  4 da  12,  rimane  8 per  £a, 
e 1'  equazione  proposta  può  mettersi  sotto  la  torma 

= o. 

Il  termine  8 , per  verità,  non  è un  quadrato  perfetto;  ma  allora  si  considera 
come  quello  di  8 . 

Gy.  Occupiamoci  ora  dell’ integrazione  delle  frazioni  razionali,  i denominatori 
delle  quali  contengono  dei  fattori  immaginari;  e per  cominciare  dal  caso  più 
semplice,  consideriamo  quello  in  cui  non  vi  è clic  una  coppia  di  radici  imma- 
ginarie nel  denominatore:  supponiamo,  per  esempio,  che  dopo  aver  decomposto 
il  denominatore  nei  suoi  fattori,  si  sia  trovalo 

P_4-Qx-4-T1  xM-Sx3-!-  ec. 


» dx  1 

(x — o)(x — b)  . . . (x  — x-t-»M-€a) 

si  eguaglierà,  come  P abbiamo  già  fatto  n.°  Go,  questa  frazione  alla  seguente  se- 
rie di  termini 


A dx 
x — a 


bdx 


II  dx 

x — h 


Mx-t-N 
x*~H2  u x-t-aa-t-l! 


r d ** 


e avendo  determinato  le  costanti  A,  B . . . Il,  M,  N,  col  processo  che  abbiamo 
impiegalo,  tutti  questi  termini,  fuori  dell1  ultimo,  s’ integreranno  per  mezzo  di 
logaritmi;  e quest'ultimo  s’integrerà  nella  seguente  maniera: 

Si  osserverà  ohe  xa-t-avx-t-aa  essendo  un  quadrato  perfetto,  il  termine  da  in- 
tegrare può  scriversi  rosi: 


Mx-4-N 
(x-+-  z)a-+-  £a 

E facendo,  .r-J-y  = s,  esso  diviene 


dx. 


Mz *4- N— -M  y ^ 


i 
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e,  chiaman Jo  P la  parie  costante  N — M»;  esso  si  riduce  a 

Mc-t-P  , 

’*M-6  1 “ ’ 

quest"  espressione  si  decompone  nelle  seguenli  : 

B Hdz  ^ Vdz 


Per  integrare  1»  prima,  osserveremo  che  zdz  essendo  la  differenziale  di 
all"  eccezione  di  un  fattore  costante,  possiamo  u.°  /fi  supporre  z*-+-£a;=  il  che 
differenziando,  ci  darà 


zdz  =z 


dr 


t . . M dr  „ . . 

sostituendo  questi  valori,  otterremo  — , il  cui  integrale  sarà 

”«°gr=  " =■  "i*» 

ss  — log  a x ~r-t-  €a^ 

c=  M log  ^-c*-+-a  ot  ac~\r  >a-+-6a^* 

= M log 

Riguardo  all' espressione  dividendo  i suoi  due  termini  per  Cx,  essa 

può  mettersi  sotto  questa  forma  : 

dz 


e ti  vede  che  il  suo  integrale  è (n.®  4?) 

P 

- arco 


— f-  i 

5* 


-g- arco  (tanghi-)  = 

N-M*  / 
«-g- arco  ^ Unga*. 


donque  , finalmente 

f Mi-4-K  : •.  ■ 

* J ax-t-  « ®-4-  6*  - 1 

■ ■ A-».;i4Ì>%^  «J^igMWBna  a - 

= Mlog  jc1-*-»  ax+a*^1  arco  ( tang=;  ....  (85). 

V 5 - -t  '-Ai  « / 
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G8.  Prendiamo  per  esempio  la  frazione  - 3 — — tlx  : il  denominatore  avendo 

x — i per  fattore,  troveremo  V altro  fattore  con  la  divisione,  e la  frazione  pro- 
posta potrà  mettersi  sotto  la  forma 


dx\ 


(a: — i)(*M-i-fi)  ’ 

-i  essendo  il  prodotto  di  due  fattori  immaginari,  come  possiamo  ricono- 
scerlo risolvendo  V equazione  xa-+-x-t~i  — o,  scriveremo 


a-+-bx 


Mx+N 


{x — i)  (xM-x-t-i  ) x — i xa-4-x-+-i  * 

riducendo  al  medesimo  denominatore  e operando  come  abbiamo  indicato  , tro- 
veremo 

a-+-b  mf  a~hb  b — a a 

a=-3-’  Ma— T-»  p'=-r-; 

decoro  porremo  quindi  il  faltore  i‘h-i+1  in  fattori  semplici,  paragonandolo  al- 
1'  espressione  (84),  il  che  ei  darà 


e per  conseguenza 


a a = I , 6*  1 , 


2 Va 


sostituendo  questi  valori  e quelli  di  M e di  N , nell’equazione  (85),  che  ci  dà  la 
seconda  parte  dell’  integrale,  e ossersando  che  la  prima  è 

r kdx  a-\-b  / \ 

r(a-\-bx)dx  a-hb  f \ o-t-A  / , ~ 

j --,-;—  =■  -3-  lo«  (*  - 1 ; 3-  log  V ‘ 


troveremo 


b — a 

— arco  / tang  : 

V3  ' 


(-t)Ì 


■ C. 


Cij.  Quando  la  frazione  avrà  nel  suo  denominatore  dei  fatlori  immaginari  eguali, 
essa  conterrà  uno  o più  fattori  del  secondo  grado  , della  forma  ( x*-t-a 
f.1)'’;  secondo  che  essa  conterrà  uno  o più  groppi  di  fattori  immaginari  eguali, 
il  fallore 
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corrisponderà  a questo  seguito  di  termini 

H-+-K*  H'-à-K’x 


61 


(x*-+-ast  x-t-  aa-t-  *)l>  ax-t-  a*-i-Ca  ) ^"*4 


H"-+-K".r 


lf,-4-K,X 


(xa-+-a»x-+-  xa-+-òa)  P~x 


.(86); 


avendo  operato  egualmeute  per  gli  altri  gruppi  di  fattori  eguali , si  determino- 
ranno  le  costanti 

H,  K,  H',  K.',  H",  K"  . . . . H,,  K,,  ec., 
come  precedentemente. 

Si  moltiplicherà  quindi  per  di r,  e non  si  tratterà  pitiche  d’integrare  ciascun 
lerruiqe  separatamente  , ciò  che  si  potrà  sempre  fare,  quando  si  saprà  integrare 
il  primo  termine  della  serie  (8G)  moltiplicato  per  dx , poiché  tutti  gli  altri  sono 
della  medesima  forma.  A quest’ effetto  scriveremo  coll  questo  termine 

H-vKx 


-dz\ 


facendo  r-H=i,  esso  diventerà 

H-Ka  + Rs 

(6»-t -»*F 

e,  chiamando  M la  parte  costante  H — Ha,  avremo  da  integrare 

. M-t-K* 


(S’+sV 


di. 


Questa  frazione  può  decomporsi  nelle  due  seguenti  : 

K idi  Mdi 

(TFsy  ***  ‘ 

Per  integrare  la  prima,  siccome  idi  è la  differenziale  di  all’eccezione 

di  un  fattore  costante,  supporremo  **-+ r€*s=y,  n.°  43,  ed  avremo  idi—  djr  ; 
sostituendo,  si  otterrà 
K idi 


t_  _ _I_  R H 

a i — p a i — p 


K 


a (.  — p)  ( C a-t-z* ) P-1 


M-C. 


50.  Ci  rimane  da  integrare 


M di 


;;  o pinttosto. 


(v'-s-*1)'-’ 

M ( CM-**)-'’  di  ■ (87). 


Digitized  by  Google 


6'2 


I NT 


Per  giungere  * quest'  integrale , Io  dedurremo  da  quello  di  j<eM- 1 Vr/*, 
nella  seguente  manièra  : 

Diminuendo  l’esponente  p di  un*  unità,  che  equivale  a dividere  per 
per  conseguenza  , moltiplicando  nello  stesso  tempo  per  la  medesima  quantità, 
avremo  P equazione  identica 

P 

e,  eseguendo  la  moltiplicazione  indicala  nel  secondo  membro,  verrà 

( dt = e*^c  di 4-s*  y _ * »**, 

integrando,  si  arra 

^ ( (*-*ri*y di  = C 1 -+-  j"  1 s1!/:. . . . (88). 

Dei  due  integrali  che  sono  nel  secondo  membro  di  quest’equazione,  lasceremo 
il  primo  sotto  il  segno  che  V indica;  riguardosi  secondo  ci  applicheremo  il  pro- 
cesso indicato  sotto  il  nome  d’  integratione  per  parti  , esso  è fondalo  sopra  la 
legge  delle  differenziali  di  un  prodotto  di  funzioni  variabili  , e generalmente 
consiste  in  ciò  che  segue. 

71.  Si  abbia  ( Vedi  Differenza) 

«fj^Fx./xJ  =:  F x .dfx-\-fx  .d¥ x. 

L'integrazione  dei  due  membri  di  qnest’ eguaglianza  dà 

Fx  .fxx=  ^Vx.dfx  -4-  j*/r  .rfFx, 

donde 

^*Fx  .t//x  = Fx . fx — J/x . d¥x. 

Cosi  quando  una  funzione  differenziale  qualunque  ^x.r/x  potrà  decomporsi  in 
PQc/x,  P e Q essendo  due  funzioni  di  x;  se  possiamo  integrare  la  differenziale 
Q rfx,  indicando  con  V il  suo  integrale,  si  avrà 

J'P.QrfxcsPV-Jv.rfP, 

ovvero 

j’Pr/VsaPV-JV.rfP (89); 

ciò  che  riporta  l' integrale  generale  all'integrale  particolare  ; XdV. 
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72.  Premesso  ciò,  per  eseguire  l’integrazione  per  parti,  moltiplicando  e dividendo 
per  2 P espressione  zxdz,  la  scriveremo  cosi: 


uidt 


(9°); 


allora 


(V+a1) 


p- 1 ( /• 

a ar/a  sarà  la  differenziale  di  , dimodoché  l'espressio- 


ne (90)  di  temerà 


« 


paragonandola  alla  formula  (89) 

J PdVeaPV  — J V.dP, 
dell’ integrazione  per  parti,  faremo 

P=JL,  V=£±^, 


e Iroreremo 


s~  (-•-•)' 


• , a (fl-t-a*)P  /-('1-t-a1)''  t/a  . 

2 ztfzz=: 


Sostituendo  questo  valore  invece  dell1  ultimo  termine  dell’equazione  (88),  e 
mettendo  le  costanti  fuori  dei  seguo  d’ iutegrazione , quest’equazione  (88)  di- 
ve» le»  à 

J ( t%- l-a»  y di  = e»  J («M-a»  y ' *</a 

trasportando  l'ultimo  termine  nel  primo  membro,  c riducendo,  si  troverà 


(_r_+-jp) 
3 P 


Vj * 

p 


-4-€»J‘(f,»+aIV"rfa; 

si  deduce  da  quest'  equaiiooe 
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facendo  p — i ss — p , e per  conseguenza  p=  ■ —p,  si  ha  Analmente 

$ = 

l*cr  radio  di  questa  formuli»,  si  farà  dipendere  l’ integrale  di  ^ ’ds, 

da  un  altro,  nel  quale  il  valore  numerico  dell*  esponente  , in  luogo  di  essere  p , 
sarà  minore  di  un’unità;  per  mezzo  della  medesima  formula,  si  farà  quindi  di- 

/ ( p—i  ) 

pendere  1*  integrale  di  f J t/x,  da  quello  di  ( 1 di , e cosi 

di  seguilo;  dimodoché  dopo  ciascuna  sostituzione,  l'esponente  della  parte  inte- 
grale diminuendo  di  uo'  unità  , in  ultimo  luogo  non  rimarrà  che  da  integrare 
T espressione 

ora,  abbiamo  veduto  (n.°  47)»  che  l’integrale  di  quest'espressione  era 
T*rco  (fa.’g  = -L). 

Kon  si  c«rc*  ili  far  dipendere  l’intcgr.le  d * da  quello  di  ...  . 

C*+s*^  , quantità  che  si  riduce  a t;  poiché,  se  nella  formula  (91)  si  fa. 

cesse  p — i , il  termine 


2<I  —P) 


?(*^r 


diventerebbe  infinito. 


M</* 


?3.  Siccome  il  metodo  che  abbiamo  teouto  sopra  per  integrare  — - — --g~~v  è 

un  poco  complicato,  indicheremo  un  processo  meno  diretto,  ma  che  è in  uso  per 
giungere  prontamente  a questo  scopo. 

Si  supporrà 


c <ìz  115  i-  r ,,z  • \ 

•)(v1-t-*V  — ( ’+"  k J ($»-*-»“)  J*-1  ' • ■ ' ^‘J  ' 

ovvero,  ciò  che  equivale  al  medesimo. 


Hz. 


rfa 
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differenziando,  »i  ha 


p&v = ■k^t  * " y 


L('V‘-t-sy-" 


di  Hrf*(G»-t-**)  a H( »—/!)« Va 

(CaH-J2)P 

’*'*  (òV-*,)l'  ’ 

sopprimendo  i fattori  comuni,  si  tro?a 

i = H ^£M-z2  ) all  — p ^s*  K ( -, 

eguagliando  tra  loro  i coefficienti  di  *»,  c,  da  uo'allra  parte,  quelli  che  ne  sono 
indipendenti,  ai  otterrà 

H-+-a  ( i —p)  H-t-K  =a  o , 

queati  valori  danno 

„ » 3/>-3  . 

1=1  a (/> — i)Sa’  *(/> — *)®*’ 

H e K essendo  conosciuti,  »e  ne  sostituiranno  i valori  nell  equazione  (9a) , e si 
avrà 

/*  di 


Ja  a 


a (p — i)i*  (^M-s1)p_’ 


^~S-  (* * (93); 


così  r integrale  di  — ^T-—  dipenderà  da  un  altro,  nel  quale  ì’  esponente 

della  parentesi  sarà  minore  di  un’  unità.  Se  nella  formula  (93)  si  suppone 
quindi  p ss  p — 1 , si  farà  dipendere  1’  integrale  di  da  1“®"° 

1:  ; e diminuendo  cosi  snecessivameute  1’ esponente  della  parentesi 

(•/*-+-s2K-2 

di  un'unità,  si  caderà  sopra  _fg a^T**’  cu*  *n,e8ride  ® (u‘  ^7) 


f.rco('.B«=f)- 


Ci*,  di  Mat.  Poi.  VI. 
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Resulta  da  quota  teoria  che  t' integrazione  di  qualunque  frazione  razio- 
nale non  dipende  che  da  queste  tre  specie  di  formule, 


r x«n+i 

i.»  < xmJx  = , 


ed  è per  questo  che  si  dice,  che  qualunque  frazione  razionale  può  sempre  inte- 
grarsi o algebricamente,  o con  logaritmi,  o con  archi  di  circolo,  ovvero  col  con- 
corso di  questi  mezzi. 

?5.  Termineremo  questa  teoria  con  un  esempio  il  quale  contiene  lutti  i casi: 
sia  dunque  la  frazione  razionale 

Pxm+P'*m-,-4-P";rm-a-4-  ce. 

rr'r"  .‘7 . ss'TTTft' . . . uu'. ..  dx' 


nella  quale  si  ha 

R t —x  — a 

R ' XXX-  i 

R"=x-c 


fattori  rtali  ineguali  ; 


S=.(x—e)m 

S'=(x-«0" 


T =X*-4-27XH- >*-+-'*  J 

T’  = x*-+-2z'x-+-z':1-4-''1  > fattori  immaginari  ineguali  ; 


U =(x1-t-ay/x-t-z)l-t-6  fy 
U'=(xi-l-2zi,x-t-yi(2-t-^/1I)y 


ai  supporrà 

pJ-'»^-P'x«-i^.p"^m-’-H  ec.  ABC 

RR'R".. ..SS'  ...  TT'  ...  UU'...  “ x^à  ^ x^ó  ‘+’  x^c  **’ 


| fattori  immaginari  eguali ; 


^ fattori  reati  eguali  ; 


E E'  E" 

-+*  (x  — e)"*  **"  (x  — e)m~‘  1+1  (x  — fj—-a,+‘ec' 
F F'  F" 

-1, f- -4-  — -u  re 

(X—  tt)“  (x  —«/)"*•  (x  — </)"-■*  ^ 
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&-«-Bx 


K-t-Lx 


x*-+-  a-jx-i-x*-*.  £»3 


x'-t-az'xH-st -t-  » 


M-t-Nx 


M'-t-N'x 


•+■  ec. 


P-t-Qx P'-t-f/x 


•+-  CC. 


e ricucendo  al  medesimo  denominatore,  opereremo  come  è «tato  spiegato. 

-/>.  1 nostri  limiti  non  ci  permettono  di  entrare  in  maggiori  particolarità  so- 
pra la  decomposizione  delle  funzioni  frazionarie  in  frazioni  parziali.  Questa  teo- 
ria estremamente  importante  per  iì  calcolo  integrale,  potrà  studiarsi  più  com- 
pletamente nell'opera  dell'  Eulero,  intitolata;  Introduction  à V analysc  des  in - 
finimcnt  petit s , ovvero  nel  gran  trattato  del  Lacroix.  Occupiamoci  ora  dell'  in- 
tegrazione delle  funzioni  irrazionali. 

Il  processo  fondamentale  di  quest'integrazione  consiste  a trasformare  le  fun- 
zioni irrazionali  in  altre  che  siano  razionali,  o almeno  in  una  serie  di  monomi 
irrazionali,  poiché  quest' ultimi  possono  sempre  integrarsi  con  l'aiuto  delle  for- 
mule (5q)  e (Go) 

Si  abbia,  per  esempio: 

x — b c .r5^  da r, 

mettendo  questa  funzione  sotto  la  forma 

r t 3 

ax  ^ dx  — bc  4 . x 4 dx , 

ciascun  termine  può  essere  immediatamente  integrato,  e siccome  dalla  formula 
(59)  si  ha 

±_  4_  JL  2. 

r 3.  3 3 ( 4 4 4 

J 4 j 7 

l' integrale  cercato  sarà  perciò 

■^(aVx~*V cx’)</x=^‘°'^x‘+yA  V e'  V 

, a */ 

=7«'Vi,+rv“’  -*-0- 

77.  Se  si  trattasse  di  una  funzione  frazionaria. 
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a -\j x — x 

4 4 

\i+eyx 


dx,  ovvero 


ni1  — bx  ‘ 

I I 

x 4 -» -ex3 


si  ridurrebbero  gli  esponenti  frazionari  al  loro  più  piccolo  comnn  denominatore, 
e,  avendo  trovalo  che  questo  denominatore  è ia,  si  farebbe 

xase11,  donde  dx  ss  1 2i"dt , 


x*  ase* , x ^ =e4,  x4  =*’, 
sostituendo  questi  valori  nella  funzione  proposta,  essa  diventerebbe 

oz* — 4s*  taaeu — ra4e'T  . 

— s — r «»»«**  = s — i — dz> 

e*-t-ce4 

ovvero  definitivamente,  sottraendo  il  fattor  comune  e* 

I20*'1 — lai*'*  , 

di. 


Per  integrare  quest' ultima,  cominceremo  dall' osservare  che  possiamo  dividere 
il  numeratore  pel  denominatore;  eseguendo  la  divisione,  viene 

sane’*  — ia4t'*  , ra b ra b 

di  = — ■ l'hdz  l'  dl 

s -*.cz  c <r 


- ...  * _ ...  rfz 


ia(ne*  — 4)  ra(ae*  — 4)  , , 

c®  c* 

« a (ac*  — 4)  i a (ac*  — 4) 

H i — r - *’  de —X ! e"  da 

c7  c8 

+ ,»  de  - .*  da 

sateg-4)  _ »(ac> 

^ Cu  * cia 

. ia(oe*.— *j.  a.  ia(oc»  — 4) 

— s e de -j, de 

■ a (oc1  — 4)  da 
c“  ' (t-t-ce)  ' 
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Integrando  ciascun  termine  in  particolare,  c osservando  che  mediante  r espres- 
sione (72) 


Jd& 
i-hc* 


. lOg(l-t-Ca) 


otterremo,  dopo  aver  rimesto  invece  di  s il  suo  valore 


14  i3 


6 5 


Si  opererà  egoalmentc  io  tolti  i casi  simili. 

78.  Tutte  le  volle  che  è impossibile  di  riportare  una  frazione  irrazionale  ad 
un»  forma  razionale  per  mezzo  di  convenienti  trasformazioni,  bisogna  svilup- 
parla  in  serie,  il  che  produce  sempre  una  serie  indefinita  di  monomi  integra- 
bili con  i metodi  esposti  fin  qui.  Ma  siccome  è molto  più  vantaggioso  otte- 
ocre  l’ integrale  sotto  una  forma  finita,  non  dobbiamo  aver  ricorso  a quest’  ul- 
timo processo  che  quando  è ben  constatalo  che  veruna  trasformazione  non  può 
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riuscire.  Passiamo  a considerare  ancora  alcune  forme  particolari  delle  differenziali 
irrazionali  alle  quali  certi  metodi  di  trasformazione,  dei  quali  non  abbiamo  an- 
cora parlalo,  possono  essere  applicabili,  </x  essendo  una  funzione  razionale  di  x, 
sia,  per  esempio,  la  differenziale 

ex  . dx 


\!  a-t-ix-t-cx* 

Per  rendere  questa  funzione  razionale,  poniamo 

yj U-+-ÌX-+-CX1  = x\' c -t-  s. 

Elevando  al  quadrato  i due  membri  di  quest’  eguaglianza , otterremo 
o-t-ix-t-rx3  = cxM-2  x*  V e •*•**  ’ 

donde 

n-s* 

*■=- — -, 

az\c — 4 


e,  per  conseguenza. 


sostituendo  questi  valori  nella  funzione  proposta,  e indicando  con  la  fun- 

zione in  z che  resulta  da  yx,  quando  si  dìi  ad  x il  valore  di  sopra,  avremo 


a ,fix  . dz 
a z\'c — 4 


(94). 


che  è una  funzione  razionale. 

Nel  caso  di  ^xt=z,  si  ha  semplicemente  per  l’integrale  della  trasformata 


C — = . — . log(2*ye— A); 

J az\  c — 4 Vc  * V 


donde,  rimettendo  i valori 


J 


dx 


y/  u-s-Ax-t-cx* 


— — . log  | a V c £ ^«-t-4x-t-ex3^  — X\f  c J — 4 j -+■  C 


■ (95)- 


Per  dare  almeno  un’applicazione  della  formula  generale,  proponiamoci  la 
funzione 

xVx 

■'  -- — 1.  » 

V i-t-ax-t-4** 
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in  questo  esso,  abbiamo 

¥*  = **,  o=i,  i = 2,  c=4, 

per  conseguenza 

_ ^ — **  t — z* 

4*-a  a(a z — i)  ' 


t 


La  Irasforioata  (g'|)  in  c sarà  perciò 


i — az’-4-z* 

4(4**— 4»-*-ó' 


4*5 — a*4 — 8s3-+-4zM-4* — a 

il  che  dà,  effettuando  la  divisione. 


_-L{z*+-U»-  L_  7 H-I- “}*, 

a ( a 4 8 4*1— 4*-t-i  » 


quantità  la  cui  integrazione  non  presenta  alcuna  difficoltà.  Si  trova  per  l’inte- 
grale totale,  operando  termine  per  termine,  l'espressione 


■+■  C. 


L’  ultimo  termine,  che  possiamo  mettere  sotto  la  forma 


g 2z — « a dz 

8 (a*  — i)*  “l=3  a* — i 


a’  integra  eoi  metodo  del  n.°  4L 

Cosi  sostituendo  per  z il  suo  valore 

— ax  ■+■  1 -+-22:-+- 4 a-*, 

avremo,  in  un  numero  finito  di  termini,  l'integrale  della  funzione  irrazionale 

_*Vx__ 

I -\-  ìx  -t-  4xa" 

79.  Quando  il  coefficiente  c è negativo  nella  quantità  radicale  -^es-t-ix- t-cx1, 
o quando  la  funzione  che  abbiamo  considerata  è 

® x . dx 
. — ~ — ■■  . * 

V«M-Ax — ex1 

la  precedente  trasformazione  introduce  nell’  integrale  delle  quantità  dette  imma- 
ginarie ( Vedi  Questa  vaiola  ).  Infatti,  nel  caso  il  più  semplice,  quello  cioè 
di  yx=i,  la  funzione  trasformata  (g4)  è 

— ad* 

— b-i-2z.yj — e 
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c il  suo  integrale  essendo 


si  ha 


j--4* 


V a-i-bx — ex1 


s=  — . log  2 — Cxa^  . ^ — e-H-acr— òj (96). 

Quest*  integrale  può  riportarsi  ad  un  arco  di  circolo  mediante  una  trasforma- 
ziuuc  semplicissima.  Facciamo 

b 

x = «-H — , 


c,  per  conseguenza 


dx 


dtt 


a-i'bx — cxx  /rA!±i  ac 


V[-iF— ] 


, V{b*-*-4ac) 

"V7 


. </a 


V[‘-i4Vul] 


Osservando  che  quest’  ultima  espressione  è della  forma 

a du 


A 


1 — 


e che  si  ha  (n.°  ^5) 


Xx  du  , , . 

— — - =a  A . arco  ( sen  =s  a u ) 

^ i — «*«* 


se  ne  concluderà 
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Xdx  i / 2 cu  \ 

— — e=3 . arrol  sen  =s — ■ — ; 1 

V a*+-bx—c:c?  \c  \ V 


V ****-$« 

2 CX — b 


i / aex— b \ 

2=  — - . arco  ( »cn  ss  — ^ 1 

■%/  e > v *+•  4 at' 

(a  ex — b \ 
cos=  — I 
^ bi*  (\nc/ 


y/c 

•f* costante 


: . arco 

V c 


(97)* 


Il  paragone  dei  due  valori , tanto  differenti  , che  abbiamo  ottenuto  per  1*  in- 
tegrale di 

dx 


\ Ur-+-bx CX% 

fa  conoscere  alcune  proprietà  singolari  delle  quantità  delle  immaginane  , poiché 
indicando  con  p V arco  il  cui  coseno  è 

2Cx—b 

V -4-4,,c 


ovvero,  ponendo 


donde 


2 cx  — b 


\ bx  4 ac 


*“  « « (,- «.Vu  )a  « [ . - “ , 

poniamo  ilare  all'  integrale  logaritmico  la  forma 

— — c—  . log^coeit-*-eeu  pyj  — ■ ^ -*-C.  . . . (98), 
nel  mentre  che  l1  integrale  circolare  è semplicemente 


-+-CT. 

\c 


Infatti,  per  dare  all' integrale  {96)  la  forma  (98),  mettiamoci  u-4- — invece 

ac  * 

di  x,  esso  diventerà 

1 

-jr • lo?  [ w *(-—/—  • 7 - •■««. ] . 

Dit.  di  Alar.  Voi.  VI.  1 
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il  che  ti  potrà  trasformare  in 


INT 


V 42-+-4“c 


}] 


(99)- 


Coti,  poiché  ai  ha 


2CU  2 ex — f> 

I — : — I — ==; eoa  ’J.  , 


V*1"*'4ac 


(4c*u*  \a  / (aor — i)**\a 

v^r)  ==,enu’ 

1’  espressione  (99)  si  riduce  a 

' '0g  [ V '****  ac ^ cos  u •+•  sen  u v-“)h 

losyjt^ac  ►+.  logico,  ji -^-teo  it  yj  — «), 


e siccome  ti  è un  termine  costante,  aggiungendolo  alla  costaote  arbitraria  si  ot- 
terrà la  formula  {98). 

Abbiamo  dunque 

t=  — _ log  ( cos  11  -4-  sen  u yj  — l -4-  C" , 

C ^ C ' ’ / 

C"  rappresentando  la  quantità  costante  che  resulta  dalle  costanti  arbitrarie  dei 
due  integrali.  Ma  questa  costante  è zero , poiché  facendo  l'arco  ft  = o;  viene 
cos  u = 1 , sen  u=so,  e quest' ultima  espressione  dà 

oe=:o-^■£,,,  donde  C"  = o. 


Abbiamo  dunque  definitivamente , moltiplicando  i due  termini 
■y/  — s,l’  espressione  degna  di  osservazione 


per 


V 


c e per 


80.  Se 


in 


ji^J — 1 =log^cosfzH*sen  14.^ — 


quest'  espressione  si  fa 


1 


sr  esseudo 


. (100). 

la  semi-circonferenza 
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del  ci  nolo  il  cui  raggio  è 1’  unità;  siccome  allora  eoa  — jr  = o e sen  — sai  ; 

a a 

essa  disiene 

7*^-'  ■=  lo«(V—  >)i 

il  che  ci  dà  una  delle  generaiiooi  ideali  del  logaritmo  della  quantità  della  im- 
maginaria ^ — ■ . 

Questa  medesima  espressione  (ioo)  riporta  alla  costruiione  teorica  delle  fon- 
rioni  reno  e coseno;  poiché  e essendo  la  base  dei  logaritmi  naturali , si  ha  in 
generale 

« lo**=x. 

Cosi 

log  ^ cos  u -+■  sen  u ■}/  — i J 
e per  conaeguensa 

pV- 


cos  p-+-  sen  f/ 


= cos u-t-*sen — i , 


( Fedi  Seno). 

8i.  Aranti  di  passare  all'  integrazione  delle  funiioni  trascendenti,  dobbiamo 
ancora  esaminare  i casi  in  cui  la  funzione  binomia 


xmdx 


^ a -+•  ir"  j 


pub  direnire  razionale;  questa  funzione  easendo  di  un  uso  frequente. 

Senza  niente  diminuire  alla  sua  generalità  possiamo  sopporre  che  gli  espo- 
nenti ni  ed  n siano  nomeri  interi,  poiché  nel  caso  contrario  , se  si  aresse  , per 
esempio 

r_  t p_ 

x * dx(a+ix^9  , 

la  somma  delle  frazioni  — e —,  essendo  si  farebbe  x = »r“,  donde 

tu  tu 

risulterebbe 


r/a-t-ét") 


trad 


che  é la  forma  supposta.  Possiamo  ancora  sempre  considerare  n come  politila, 
poiché  si  trasforma 


H 

"dx^a •+- bx  , 
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t a -t-  4*  n ^ V , 


mediante  ia  sostituzione  di  — invece  di  *. 

£ 

Premesso  ciò,  diamo,  per  maggior  semplicità,  la  forma  xm  * r/.r^  u ■+•  bx  n ^ — 
alla  funzione  binoroia  e facciamo 

a -t-  b.r  n = £ ^ , 

allora 


P_ 

(a  + bxny  =zP  . 


m 


Si  ottiene  dunque,  invece  della  differenziale  proposta, 


!f-)" 


. . . . (lor). 


la  quale  diviene  evidentemente  raiionale  quando 


. . . 

— e un  numero  intero  positi- 
n 


a m 

vo;  poiché  allora è elevato  ad  una  polenta  intera  , e poniamo  ridurre 

b 

T espressione  (ioi)  ad  un  numero  limitalo  di  monomi,  i quali  sono  integrabili 


ciascuno  o per  il  n.°  o per  il  n.°  4°*  Se  — è un  numero  intero  negativo. 


P espressione  (101)  diventando  ancora  razionale,  possiamo  integrarla  col  metodo 
delle  frazioni  razionali. 

Un'altra  trasformazione,  dovuta  all' Eulero,  ci  farà  conoscere  una  nuova  con- 
dizione, che,  in  mancanza  di  quella  che  abbiamo  trovato,  permette  di  rendere 
razionale  la  funzione  binomia.  Poniamo 
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ii—b  ' 


(ti—by* 


— 9—i 

-M— ±_, 

m 


ed  ollerremo  le  iunxione  trasformata 


m n 

— -+-  — p -t-o  — i 

.o  n V .</.*  di 

m p , 

/ \ — *♦*—•+■ 1 

ni  *»  — ijn  9 


. . . . (ioa), 


la  quale  diventa  razionale  se  — ■+■  — è un  numero  intero. 

n p 

Sia,  per  esempio,  la  funzione  binemia 


7 


io  questo  caso  m— i sa  5 , donde  me=6,  n — 3 , pc=>^  , 9 = 5;  cosi  — s 

n 

numero  iutero.  . v 

Sostituendo  questi  valori  nella  prima  trasformazione  (tot),  viene 

• • i*'  (tt*)  dzc=lk  (?*i%  - dz)  ’ 


il  cui  integrale  è 


5 l a’4  o*#  t 

Ti 
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Rimettendo  invece  di  s il  suo  valore  y/a-t-ix»,  li  ha  dunque 

i li 

jV^o-t-4**)5  =-^rjf4('*-^*‘)5  - 


— — - o ^<H-ix*^  5 ^ -+•  C. 


Sia  per  secondo  esempio 


x^a-t-ix1^  3 dx. 

In  questo  caso,  abbiamo 

p = a , 9=a3,  m — t c=5 , ossia  m = G , n es 2 , 

per  conseguenza  la  condizione  d’ integrabilità  è soddisfatta.  Sostituendo  questi 
valori  nell’ espressione  (tot),  avremo  da  integrare 


3 

ai» 


/ . V 3*'*  . 3a  3a» 

( * ~ a/1  di  ~ Ttt  dt  ~ *» 


dunque 


/■  3 /■  \,  ..  3«"  3nt*  3o*z*  _ 

1 — 7T  ( **  — O ]**</z=a  — — — - r-  -t-  -p  -+•  C; 

J ai>  V / sai»  8i*  ioì» 


sostituendo  quindi  in  questo  risultamento  il  valore  di  i in  x , verri 
Jxl(o-+-ix»)3  dx=-L(a^ix-y  -Jl-(a+ix>y 


■■^(a+ix0" 


•C; 


e finalmente 


|x‘(a+4x»)  3 dx  = (u-t-ix»)  _ -gry^u+ix») 


■Sv/(a+4xi)_t*c' 


Sia  per  terzo  esempio 


xldx 


^«-t-ix*^  3 . 
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fn  5 

Siccome  allora  p = i,  ys3,  n = 3,  m — i c=  4>  donde  m=  5 ; — = — non 

n 3 

è un  numero  intero  , e la  prima  trasformazione  non  può  essere  adoperata.  Ha  si  ha 


— =»,  numero  intero;  così  sostituendo  questi  valori  nella 


m p 5 

1 — 

ss  q 3 

seconda  trasformasiooe  (soa),  si  ottiene 

o* . zldz 


espressione  che  possiamo  integrare  col  metodo  delle  frazioni  razionali  n.*  50,  e 
nel  cui  integrale  bisognerà  inseguito  rimettere  il  valore  di  z,  cioè  : 


V' 


Sa.  L'integrazione  della  funzione  binomio  delta  quale  ci  occupiamo,  non  po- 
tendo ottenersi  in  un  modo  generale  senza  aver  ricorso  alle  serie,  e i casi  nei 
quali  i possibile  di  applicare  1’  uua  o 1’  altra  delle  precedenti  trasformazioni 
essendo  assai  limitali,  si  rende  quindi  importante  di  rendere  più  facile  1’ opera- 
zione decomponendola  in  modo  da  fare  dipendere  un  integrale  complicato  da  uno 
più  semplice.  Il  processo  che  a'  impiega  per  eseguir  ciò  è I'  integrazione  per 
parti  che  abbiamo  stabilito  o.°  71. 

Per  applicarvi  questo  metodo,  diamo  alla  funzione  binomia  la  forma 

xm~m . xn~'dx  (a-t-ix")’’ , 

l'esponente  p essendo  sempre  un  numero  frazionario  qualunque;  facciamo 


donde  n.°  43 


x"-*  = P, 

x"~,dx (a-\-bxm)>’ xz  d\  ; 

Vea  lajUx*)P*' 
nb(p^\-i)  ’ 


Dalla  formula  (80)  > *•  ha 


^ j "t-m  . xn~‘dx  ^a-hbx"^ 


p j"»~*  . (a-t-  tq-y 

nA(p-t-s) 

J nb(p+  ■)  ’ 1 '• 


Rappresentando,  per  abbreviare,  ( a -t- bx")  con  X,  quest’ ultima  espressione 
diventa 


J xm-'dx. 


Xr-. 


r’-".X^‘ 


nb  (p -f  1). 


e"-"— * dx  , Xr*'. 
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Ora  , si  ha 


j Jx.XP'-'=f  x1— dx  . XP  ■ X 

= a f xmMdx.XP 
b f x*-1  dx  . XP 


e per  conseguenza 


f 


xm~'dx  . XP  c 


x"-"XP+,-o(m-n)J xm-"-Vx  . Xp 
b(pn-t-m) 


• (io3). 


L’ integrile  di  xm~'dx.XP,  li  trovi  dunque  eoi!  riportato  a quello  di 
xm~n~'dx  .XP , e operando  nella  medetima  maniera,  ai  riporterebbe  quest’  ulti- 
mo a quello  di  xm~lm—  dx  .XP , e cosi  di  seguito. 

83.  Se  nella  formula  (io3)  si  cangia  m in  rn-t-n  e p in  p — i,  essa  diventa 


J*  *>»+»-■  dx  .XP-'  = 
Ala  osservando  die 


x" . XP-amj x—'dx  . XP- 


b{prt-t-m) 


si  ottiene 


J X"-'  dx  . XP=  J X—'  dxXP-  ■ X 

=:£.  fxm-'dx.XP--+t  J X-+"-1  dx.XP  \ 

Xm  . Xf-t-pnaj*  Xm-dx  . XP- 


fxm-'dx  ,XP=x- 


p/i-t-rn 


(io4). 


Seconda  formula  di  riduzione  die  fa  dipendere  l’integrale  di  xm— dx.XP, 
da  quello  di  xm—dx.XJ>'1. 

84.  Applichiamo  queste  formule  all’  integrale 


Sì 


—dx 


V t X* 

Abbiamo  Xca  1— x2,  a =1 1 , ie= — 1 , n = ae  p = — — ; sostituendo  nella  for- 
mula (>o3),  troveremo 
-dx 


xm~%  v » — xl  m — 2 f xm~*dx 

X. H . 

V'-*1  m~l  J \ 1 - x% 

lu  virtù  di  questa  medesima  espressione,  avremo  successivameule 
sd.T  x"-»  ys-7»  , m— 4 Cx—dx 


s 

di 

J 


V * X* 


m — 3 


m — 4 /-  x "dx 
m-3  ’ 
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5 


»-%dx 
^ l — x1 
X m-'Jx 


r x 'dx 


V , _x2 

m — f»  ( 

|*  xm~1dx 

ni — 5 

m — 5 - 

\ I — xl 

xm-s  yj  , — x% 

m— 8 ( 

fxm'*th r 

m—7 

”**  m — y ^ 

Sostituendo  ciascuno  di  questi  integrali  in  quello  che  lo  precede  , e ponendo 
m invece  di  m — i,  otterremo  V espressione  generale 

C xmdx  / i , (m — t )'|  — a _ 

1 — _x  = — -/  i — x2'  — xm-* 

V mx I •* 

(iti — t)2l"2 
-X-  J Tm“‘ 

m*\->  X 

. ('«-«ì’i-* 


m*  r 


(<*»  — i)F  ‘I  * 


a(i. 


(m—t)  '•*  I 2 />xm-2.“  r/x 
H I — -+-  costante  ; 

wi  r*  i 2 " V i — x1 


p essendo  un  numero  intero  qualunque. 

Così  prendendo  u in  modo  che  sia  m — suaeo,  quando  ni  è pari,  e 
rn — apcs=  I , quando  m è impari;  T ultimo  integrale  dal  quale  dipende  il  valute 
di  quest1  espressione,  sarà:  per  m pari 


~r  I — 2 

(m — i)2  /-  dx 

~*  ^ \ i —x* 


e per  m impari. 


T1"2 

n • 


m+i  | 
(m— i)  a 


-J 


xdx 


yj  i — x1 


Ora,  nel  primo  caso,  si  ha  {vedi  n.°  4^) 
dx 


S: 


: = arco  ( jeu  = x ) , 


V i —x1 

r.  nel  secomln,  il  coefficiente  dell'  integrale  riducemlosi  a zero,  poiché  ai  ha. 
Dii.  di  Alai.  lui.  l'I.  il 
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(vedi  Fattori  tLf.A  n°  i ) per  1' ultimo  fattore  del  suo  numeratore, 


[m-t-i  -1 

1 l = m — i — m — i-+-a  = o, 


quest'ultimo  integrale  sparisce.  Dunque,  nel  caso  di  m , numero  pari,  I'  iute- 
graie  generale  dipende  da  un  arco  di  circolo,  e nel  caso  di  m impari,  esso  è 
immediatamente  dato  da  un  seguilo  di  termini  algebrici. 

Per  esempio,  per  m = 5,  donde  p = a,  si  ha 


e,  per  m = 6,  donde  w ==  3 


5.3.1 

-h— — ; . arco  ( sen  sa  x ) ■+•  C. 


6.4.3 


85.  Le  formule  (io3)  e (104)  cesserebbero  di  essere  applicabili  se  gli  esponenti 
m t p fossero  negativi,  poiché  allora  questi  esponenti  aumenterebbero  intere  di 
diminuire.  Io  questo  caso  si  rosesciano  le  formule  nella  seguente  maniera:  si  de- 
duce dalla  (io3) 

11» -"Xf*1  — 4(m4-np)J"  xm~'  dx  . \p 
a(m — n ) ' 


$ x"-"-'dx  . XP 


e se  si  sostituisce  m-t-n  invece  di  m\  viene 

xm  . XP+'-b(m-hn+np)f  xm*"-'dx  . XP 

(xm~'dx  . XP es — 

J am 

Con  una  simile  trasformazione  la  (104),  dà 

— xmXP+I  ~h(m-hn-hnp)J’x  m~'  dx  . XP+I 


J xm~'dx  . XPc 


(p-t-i)na 


. . . (lo5) 


(10C). 


Cosi  nel  caso  di  m o di  p negativi,  ci  serviremo  delle  formule  (io5)  e (106): 
vale  a dire  della  (io5)  quando  si  vorrà  diminuire  I' esponente  di  x , e della  (106) , 
quando  la  riduzione  dovrà  cadere  sopra  quello  di  X.  Non  dobbiamo  impiegare 
le  formule  (toj)  e (106)  che  nel  caso  in  cui  I’  esponente  di  X è maggiore  del- 
1*  unità. 

Quando  in  una  delle  formule  (io3),  (104),  (io5),  (10G)  il  denorni untore  spa- 
risce , la  formula  diventa  illusoria , ma  allora  la  differenziale  proposta  si  riduce 
ad  un  monomio  o ad  una  frazione  integrabile  con  i processi  esposti  precedente- 
mente. 

86.  Prendiamo  aucora  per  esempio  * — ■ ; e scrivendo  come  segue 

xm  y 1 — xx 
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(ix  , 


si  paragonerà  alla  formula  (io5)  per  diminuire  1'  esponente  dì  x fuori  delle  pa- 
rentesi , e si  avrà 

X =(  i — x%) , m — i = — m , usi , b «=  — i , n =j  a , p — — ; 

2 

per  meno  di  questi  valori,  la  formula  (io5)  diventerà 


^x~mdx^  i — x1^ 


(r-ara)a 


o piuttosto 

tlx 


x 


V i — xa  m — 2 

(m— i)x'nr;  ' 


“X 


dx 


\ 1-2*  X™  */*  * ' X ^l-J1 

Se  m è un  numero  pari , per  esempio  8 , avremo  successivamente 

r dx  V i — xa  .6  c dx 

x*V  1 — x1 


(107). 


7X 


C /■  dx 

7 ^ xlyj\  — **  ’ 


r dx 

' x'x/T^**  ~ 


r dx 

' *v~? 


V ■ —X1 

il 

P </x 

5x‘  ■*" 

5 J 

i'Vi-i* 

V 1 —X  1 
■=-=-2 H 

4-1 

j"  </x 

x^\j  1 — 2* 


e finalmente 


X: 


dx 


V > — x* 


+Cj 


x*V>— ** 

e per  meno  di  sostituzioni  successive,  si  otterrà  l'integrale 


f ^=t 

*'x4V  1—  x* 


V * — x3  6 V*  — x1  4 . 6 ^ 1 — x* 

7XT  5.7  x*  3.5.7’  x* 


2.4*6  ^ 1 — xa 


3.5.7 


t-C, 


X 


c/x 


x*y  1 — x* 

. atfer-K^  «oti  4 :^  : 
* WV-Viipli 


V— ■ **{  1 I 6 I *-6 

\ 7x*  5 . 7 . x4  3.5.  7xa 

h"T"5-t("hC’ 


* 

S iS»-rV*ES)i*^ 

> <*s- «Mirasse;.» 
• .-SjSàitjirx.J.' 


Digitìzed  by  Google 


84 


I IN  T 


Ne)  caso  in  cui  m sia  impari  , per  esempio  7,  mettendo  successivamente  nella 
formula  (107)  invece  di  m,  » valori  7,  5,  3,  non  potremo  arrestarci  ad  m = 1 ; 

m — 2 


poiché  in  quest'  ipotesi,  il  coefficiente 

771—  I 


del  secondo  integrale  diventerebbe 


— = — co;  cosi  il  più  piccolo  valore  che  potremo  dare  ad  m , sarà  m = 3. 

In  quest'ipotesi  la  formula  (107),  diventerà 
dx 


J 


yj  1 — ar1 


x’V  I — ** 


T 5 


dx 


jc  V 1 — **a 


Per  integrare  l’espressione  ■ ■ ~ faremo  io—,  il  che  ci  darà 


dx  t 


x V 1 — x* 

di  ! ; V — « 

= ~ 


e per  conseguenza 


dx 


dt 


■ v >- 


V*a-  < 


abbiamo  trovato,  n.°  5o  , 
dunque,  cangiando  .r  in  s,  avremo 


rìniellendo  per  * il  suo  valore  — , si  avrà 


+ Vi"']-0 


Cosi  la  formula 

dx 

xm  y i-j1 

può  integrarsi,  tanto  che  si  prenda  m pari  o impari. 

87.  Procediamo  all' integrazione  delle  funzioni  trascendenti,  vale  a dire  delle 
funzioni  differenziali  logaritmiche,  esponenziali  e circolari. 

Gl’  integrali  delie  funzioni  differenziali  di  questa  natura  non  si  ottengono 
sotto  forma  finita  che  in  alcuni  casi  particolari,  e queste  funzioni  sono  della 
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yx  ,(logx)"dx,  yx.(senx)Vx  , fX -(a x)dx, 

fx  essendo  una  funzione  elementare  di  x. 

Il  metodo  JelP  integrazione  per  parti  ci  offre  ancora  in  questo  caso  il  mezzo 
di  riportare  gl'integrali  di  queste  funiioni  ad  altri  più  semplici.  Infatti  si  ab- 
bia la  funiione  della  forma 

dx  . Pi" 

P indicando  una  funzione  algebrica , z una  funzione  trascendente  il  cui  coeffi- 
ciente differenziale  del  prim’  ordine  è algebrico,  ed  n un  numero  intero  pò- 
ritiro. 

Integrando  per  parti  la  differenziale  proposta,  verrà,  ponendo  Q=fd*p 
j ' dx . Pz"  = Q«"  — n J" dx  Qs*-1  ; 


poi  facendo  R =s  J~ dx  Q *j-~ , »>  avrà  egualmente 


y dx.Q 


Re—*  — (/a — i)  y dx  . Ri"-1 


dz 

dx  ’ 


;dz 
dx . H — - — , 


y dx  . Rz""1  - " = Sx"’*a  — (/i— a)  J dx  . Sxn_s  ~~J~~  ’ 

e coti  di  seguito.  Un’ operazione  analoga  darebbe  ancora  il  mezzo  d'integrare  la 
funzione  proposta  se  P esponente  n fosse  negativo.  Quest' operazione  darà  l'inte- 
grale domandato  se  possiamo  trovare  1'  espressione  finita  delle  quantità  indicale 
da  Q,  R,  S,  ec. 

88.  Prendiamo  per  esempio  la  funzione  logaritmica 
xmdx  •(  log  x )"  , 

e poniamo 

. m+t 

xmdx  =:  d\ , donde  V t= 

m i 

Allora  facendo  (logxj"=P,  la  formula  (89),  n.°  7r,  ci  conduce  a 


y x",</x.^iogx^  =; 


■dogx)" 


-~y ( logxj  . (io»), 


espressione  che  fa  dipendere  l'integrale  proposto  da  uno  più  semplice,  poiché  la 
potenza  di  Ioga:  è diminuita  di  un'uoità.  Dunque,  nel  caso  in  cui  n è un  nu- 
mero intero  positivo,  siccome  quest'ultiraa  formula  dà  immediatamente  le  se- 
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gueuli,  cangiandovi  successivamente  n in  n — i , n — a , ec. 

/«..(  w-r- 

ec.  =3  ec. , 

(i  polra  sempre,  diminuendo  «,  fino  a -tantoché  diventi  aero,  riportare  l’inte- 
grale generale  a non  dipendere  che  dall’integrale  particolare  il  qua- 

x m+ 1 

Ir  è semplicemente , 

rn  -t-  » 

La  formula  generale  che  si  ottiene  mediante  la  sostituitane  di  ciascuno  inte- 
graie  in  quello  «he  Io  precede  è 

_ n(n—  i)  (n — a)  ( log  x)"-* 

(m  ~h  i)1 


•4-  costante. 

Nel  raso  di  n=z  3 , si  ha 

j-x-’<fx(.°gx),= — {(«n-)  y 

^^V(logx) . 


3 . a . 


(m. 


Sia  la  differenziale 

-■a  dx  ( log  x j11 , 

la  quale  dà,  n essendo  nn  numero  intero  positivo, 


r = x(  log  x 


gx  ' ( log  X J* 


n{n  — i)  ...3.2.i 

i *°g  * r 


-c. 


Digitized  by  Google 


1 NT 


87 


dyxdx.  x"'1  ( log  x )*, 
n(n  — i) 


n(n  — i ) . . . 3 . a . 


(log*)1 


o"(  log  X 


-c. 


La  serie  si  prolunga  all’  infinito , quando  n è frazionario,  e si  può  ancora  ado- 
prare;  ma  quando  n a negativo  bisogna  rovesciare  l’espressione  generale  (108); 
come  l'abbiamo  fatto  sopra  (n.°  85),  e si  ha  allora 


/-  x'"dx 
J (logx)* 

ded 

s 


m+J  c *mdx 

. + — rJT^rrr""(,09)’ 


(n— ij(logx)"-*  ’ n—i  J (log 
donde  si  deduce,  supponendo  che  n sia  un  numero  intero 


dx 


(»»-+•  i)xm+I 


(logx)" 


(/»—■)(  logx  f~‘  (n— i)(n— a)(  log  x)"-1 

(m-t-i)*xm+1 


(n— i )(«  — a)(/i — 3)(  log  x )" 


(m-M)"-1  r 
(«—  TyM  “ ’ J 


rmdx 

logx 


-C. 


"dx 


Quest'integrale  dipende  dunque,  in  ultimo  luogo,  da  quello  di  — — — , ebein 

seguito  ne  insegneremo  a trovare  il  valore. 

Dobbiamo  fare  osservare  che  quando  m = — i,  la  formula  (108)  non  è più  ap- 
plicabile : ma  l’integrale  si  ottiene  allora  facilmente  mediante  una  delle  trasfor- 

dx 

maiioni  insegnate  sopra  ; poiché  facendo  logx  = «,  donde  = du , siorome 


abbiamo  veduto  ( n.°  4°) 


v-  u"*1 

(u*du=. , 

J »-+• 1 


si  ha 


s- 


dx{  logx  )" 


— ( log  *)  4 H-C. 


Per  il  medijiuio  valore  — i,  di  m,  la  formula  (109),  dà 
dx 


( dx ! . c 

j *(logx/*  (#*-!)(  log*)"-»  1 


quantità  la  cui  parte  vari  «Itile  diviene  infinita,  quando  /lesi,  In  questo  caso, 
ancora,  l’integrale  può  ottenersi  ferendo  log  * =;  « , percliè  alloia  si  trasforma  in 

rdu 
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/7-Ti^l=lo«(logi)‘ 


89.  Per  integrare  le  funzioni  esponenziali , bisogna  rammtn tarsi  die  (i »rr/i  Dif- 
pRRKitzrsLe  n.°  4 1 ) 


rf(dx)s:flJ  . Ioga  . dx , 


espressione  che  somministra 


donde 


axdx=. 


dia') 

Ioga 


. f axdx  =.  -+-  cosi. 

•s  log  a 

90.  Operando  V iaieg  razione  per  parti , sopra  l'integrale  J*aa‘x"r/.r , dalla 

quale  dipende  l' integrale  generale  J \*a*dx , quando  P è una  funzione  razioualc 
e intera,  si  ottiene:  per  a positiva 

f a*xmdx  =3 * — 7-^—  faxx"“,<ir  . . . . (no), 

log  a ioga-' 

e per  quello  di  n negativa 

Jaxdx  ax  log  a r ardx 

xn  (a— a — 1 y xn~l  * * * ’ 

Premesso  ciò  invece  di  x"  prendiamo  in  generale  una  funzione  qualunque  in- 
tera e razionale  X,  avremo 


(Xaxdx  fr~  ^ 

•r  log  a y log  a 


log  a y log  t 


0»a)  ^ 


differenziando  successivamenle  la  funzione  X,  ne  dedurremo  dXs=zX’d. r, 

dXr  =x.X,fdxt  ec.  ; dunque  f— — d X , 
log  a 

ossia 

f X'  X'  /*  «r* 

^ log  a ( log  a )*  J ( lug  a )• 

sostituendo  questo  valore  invece  dell’ ultimo  termine  dell’  equazione  (112),  ot- 
terremo 


( Xartlx  1-  f Il 

J log  a ( log  a|>  J ( log  a f- 


J\'. 
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Continuando  ad  operare  nello  stesso  modo,  piangeremo  a. questo  sviluppo 


; 


XaTdx  = 


r/_X X'  X".. 

\logo  (Ioga)1  (Ioga)8  (Ioga)1 

Xf">  \ . r r'dXi")  ,ì 


( log  a ) 


(logu/rr1  . 


Se  prendendo  il  segnilo  dei  coefficienti  differenziali  X',  X",-  X'"j  . . . . X("*, 
I'  ultimo  di  questi  coefficienti  è costante,  sì  avrà  f/Xf">=o , « allora  la  parte 
integrale  sparirà. 

91.  Prendiamo  per  esempio  X=ax*,  donde  si  deduce  t .... 


X'  = 3xS  X"  = a . 3* , X'"  ossia  X<">t=j3.»;. 


dunque 


/.  , / x’  3x*  ■ a . 3r,  • a . 3 \ 

xiardx  ex  ax  I — ■ -4-  — — . — ] . 

\ Ioga  (Ioga)1  (Ioga)*  (loga)*^ 

Se  facciamo  a eguale  al  mimerò  e,  ebe  è la,  base  del  sistema  neperiano,  Ioga 

diventa  loge;  ora  loge  31,  m virtù  dell’ equazione  e^e  per  conseguenza 

£x*erdx  = s:  e^x3 — 3xa-+-a  • 3x — 3 , 3). 

Se  invece  si  ha  la  funzione  differenziale 

*"eax  . dx  , 

avremo 

/ x"  taX  n r . 

x"e".  dx  ss J dx  . x»-' e"-  ; 

cd  applicando  la  medesima  trasformazione  di  sopra  all’  integrale  del  secondo 
membro,  verrà 


o , x”  e"  T " 

f x"«“x.rfx  sa 1 

J a L ax 


ni  n — 1 ) 


n(n — 1).  ...  3 . a . f 


>c. 


93.  Possiamo  ancora  giungere  ad  un  altro  sviluppo  di  J aTXdx.  Per  eseguir 
ciò,  facciamo 

J" Xdx  ss  P , fp dxcsQ,  jQdxz 3 R , ec., 

Viz.  di  Afar.  Fot.  FI.  ia 
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e integrando  per  perii,  avremo  ' • 

J a*.  X</x  = arP  — a'Mog o . Pdx (u3), 

y a 1 Ioga  .Prfx=n*  Ioga  .Q  — y aJt(loga),Q<fx; 

c sostituendo,  1’ equazione  (a  |3)  diventerà 

J oT  . \dx=xnr  P — <ir  log  a . Q -t-  J"a'r(logo)*  Qd.r. 

Continuando  ad  integrare  per  parti,  avremo  in  generale 

J ax\dx  = a*  [P — Q log  a -t-  R ( log  a )*  — ec.  j y Za*  ( log  a)ndx- 

cj3.  Se  ai  applica  la  formula  (in)  al  caso  iu  cui  n=5,  operando  come  negli 
esempj  di  sopra  trattati,  si  troverà 

Xardx  _ J"  « _ Ioga log o1  ~l  _ Ioga1  /* axdx 

x*  ° L 4x*  3-4  x1  a.3.4-x*  J >a.3.4*^  x 

In  generale,  quando  a è un  numero  intero  positivo,  la  formula  (no)  dà  sem- 
pre in  un  numero  finito  di  termini  l'integrale  della  funiione  esponenziale,  senta 
farlo  dipendere  da  alcun  altro  integrale;  ma  quando  n è un  numero  intero  ne- 
gativo, il  che  conduce  alla  formula  (ni),  l’ integrale  generale  dipende  sempre  dal- 
l'integrale particolare 

s~- <•*«• 

il  cui  valore,  come  quello  dell'integrale  del  n.°  88 
rxmdx 

\- (n5), 

J log  X 

non  può  ottenersi  che  con  1’  aiuto  delle  serie. 

9).  Per  ottenere  la  generazione  di  questi  due  integrali  particolari , poniamo 
nella  funiione  a*x"dx , invece  di  a*  il  suo  sviluppo  (Vedi  Locaiitmi), 


ar=  i -+ 


(logo).x  (loga)*.x*  (Ioga)* . xl 


i i .a  ■ . a . 3 

troveremo,  integrando  inseguito  ciascun  termine  in  particolare, 
*" 


Vi  : 


xn+a . log  a xn+*(log  a)2 
H r— — H -+-  ec. 


n-t- 1 I (n-s-2)  I . a (n-t-d) 


■ C. 


Questa  serie  che  dà,  per  tatti  i valori  positivi  di  n l' integrale  della  funiione 
esponenziale  generale,  deve  ricevere  una  modificazione  nel  caso  di  n negativa,  e 

x ""■e* 

questa  modificazione  consiste  nel  sostituirvi  il  termine con  log x.  Poiché 

—n-i-n 
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questo  termine  si  ottiene  allora  dall'  integrazione  di 

dx 


»i 


che  dà 


j-f-^ìogx.  ■ 

Avendo  riguardo  a questa  particolarità,  si  ottiene,  facendo  n=a  — i, 

t 0*dx  , . x log  a x*0"g'»}i  . x’(loga)>  „ 

I ■"  ssa  log  X-+- ■ — 4 -V- — x—  r—  -H  ec.  L. 

J x * 1.1  1 . a . a 1 . a . 3 . 3 

95.  Lo  sviluppo  dell’ integrale  ( 1 14) > conduce  a quello  dell’ integrale  (ufi),  ri- 
portando quest’ uhimo  alla  forma  più  semplice  , il  che  si  fa  ponendo 

x<n+i  __  z t poiché  allora  si  ha 

, dz  Ioga  • 

, xmdx  — , log  x sa , 

• m-H  m-t- 1 


e per  conseguenza 


«_  fJ±. . 

J ìoex  J loci 


log  x J log  z 

Supponiamo  ora  zz ne  resulta  ( Vedi  Logaritmo) 
log  * = log  (a**  )sr’  log  a , 


donde 


lOg  E 
Ioga’ 


ai  ha  dunque 


log  x'  ss  log  “log  ■ log  z — log  . log  a , 


/à^dx9  s-  dz 

~ir  “ ihTz' 


e,  sostituendo,  tatti  questi  valori  nello  sviluppo  precedente,  si  ottiene 

/dz  , , log*  1 (Ioga)4  r (log*)* 

I = log  .log  z f-  — . (-  — - . — -+«ee.  C ; 

log*  “ 1 a 1 . a 3 t.a.3 

log. Ioga  si  trova  compreso  nella  costante  C. 
du 

96.  Se  nell’  equaikme  — tsdlogu,  o pinttosto  rfuasudlogu,  si  fa  uxsxf , 
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si  avrà 


INT 


dx * =aiJ</  log  xf  ;• 


coti  tulle  le  tolte  che  potremo  decomporre  una  differenziale  in  due  valori  di  cui 
l’uno  aia  rappresentalo  da  x* , e l’altro  da  dlog*/,  1’ integrale  tark  xJ'-t-C. 

97.  L’integrazione  per  parti  può  ancora  applicarti  a integrare  l' espressione 
Xd  x ( log  x )"  ; poiché  te  ti  rappreteuta  con  X,,  1'  integrale  di  Xdx,  si  avrà 

£ Xdx  ( logx)"c=XJ(  logx)"  — n j"  dx (log xf~'. 

SI  fark  dipendere  quindi  quest’  ultimo  integrale  da  un  altro  , della  forma 
J Xlldx(\ogx)m-ì,  e coti  di  seguito. 

98.  L’  integrazione  delle  quantità  che  contengono  -seni  e coseni  dipendendo 
dalla  possibilità  di  sviluppare  coi*x,  cos’x,  cos‘j-,  ec. , in  funzioni  dell’  espres- 
sione cot  x,  cosax  , cos3x,  ec. , faremo  conoscere  come  ti  può  giungervi  con  la 
sola  Trigonometria. 

In  questo  punto  però  avanti  di  sviluppare  ciò,  daremo  la  dimostrazione  di  una 
formula  immaginaria  degna  di  osservazione,  che  ben  tosto  impiegheremo;  e quin- 
di una  formula  elegantissima,  là  quale  dà  il  valore  di  una  potenza  di  un  coseno 
in  funzione  delle  quantità  cosx,  cosax,  cos3x,  ec.,  avvertendo  che,  come  ve- 
dremo, una  formula  analoga  ha  luogo  ancora  per  il  seno. 

Sia  dunque  1’  espressione  cos1?  -t-sen1  y , la  quale  è il  prodotto  di  due  fattori 

cosy+seny^ — 1 , e cos  31 — seny^—  1;  te  facciamo  cos  y-t-seu  ? ■ 
avremo  differenziando 


>yj— i==F?, 


d¥f 

— j—  33  — sen  9 -4-  co*  9 
da 


y- 


quest’  equazione  essendo  moltiplicata  per  — y/ — 1 , diventa 


/T 


d*?  f 

dfw 


•f 


1 *+■  cos  f ; 


e poiché  per  ipotesi  il  suo  secondo  membro  è eguale  a F y , abbiamo 

rfF  v 

d? 

donde  si  deduce 


-'drv~l=F?’ 


d$  f dy  dy  1 / 

■F7”  “ ^=f' = - v=f  • v^f1 V- - ' ; 


e integrando,  si  trova 


logFf  asf  ^ 1 ^ log  e 3 log  e 


9 V-' 
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F 

e mettendo  per  FP  il  tuo  valore,  si  ottiene 


cos  P -4- sen? 


V=^- 


fV-> 


(1*6). 


Quest’  equazione  avendo  luogo , qualunque  sia  y , si  potrà  cangiare  y in  m P, 
e ti  avrà  ancora 

my-^ — i 

— i sre 

Esiste  un’altra  espressione  di  questa  potenza  immaginaria  di  e;  poiché  l’equa- 
zione (ufi) , essendo  elevata  alla  potenza  m , ci  dì 


^cos  y ■+■  sen  y 1 j 


(?V-*)  myy]—i 


I secondi  membri  di  quest’  ultimo  equazioni  essendo  i medesimi,  ti  ha,  egua- 
gliando i primi, 

(co,^,enP>/rr)  =a  cosm  yH-senmy-^ — t (117); 

se  facciamo  y = — y nell' equazioni  (116)  e (i z 7),  quest’ equazioni  diventeranno 

— ?v—  * 


cos  — P-t-sen  — y 


V-*=‘ 


(”8), 


^cos  — P4-sen  — y^j — 1 ^ =aeos  — mP-+«sen  — my  — 1 . . . (119). 

Ora,  se  y è rappresentato  dall’  arco  AD  ( Tav.  CL,  n.“  5),  — y lo  sarà  da  AD'; 
e siccome  questi  archi  hanno  i medesimi  coseni , e i seni  di  segni  contrari , si 
avrà 

cos — pe=cos-y,  sen — >pc= — sen  y ; 

ai  proverebbe  egualmente,  cbe  ’ 

cos — mPs=cosmP,  oche  sen  — mPt=a  — senmy; 
sostituendo  questi  valori  nell’ equazioni  (118)  e (119),  si  otterrà 

— -?v~ 

— 1 esse  . zao), 

^ cos  P — sen  y — 1 ^ ss  cos  m y — senm  y ^ — 1 . , . . (121). 
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Cerchiamo  ora  lo  sviluppo  di  cos"1  x in  funzione  degli  archi  multipli  di  x, 
senza  impiegare  le  potenze  dei  seni  e dei  coseni.  A quest*  effetto,  siano 


eoa*  •+■  sena 


— « <=  “ {»») , 

— sen  jr  y — r =c (ta3) ; 


cos  x — sen  X y — i sm  t 

quei!' equazioni,  essendo  aggiunte,  danno 

* 

co**as!  •7  (“■+'*)» 

e per  conseguenza 

cos'»*=a-L(«  + r)m,  cos"*=a  -L-^uyi 
sviluppando  questi  binomi  con  la  formula  solita,  si  ottiene 


1"+  mum~'  (+m  — — J , 


004”’*==— — I /"*-+•  mtm~‘ u -4- m — ~b  . 


]■ 


aggiungendo  quest’  equazioni,  si  trova 

a'"41  cos”1*  b=  um  -b  mul  j 

-t-  in  — — - -4-  ec (ia$). 

Si  ricava  dalle  formule  (saa)  e (i»3) 

um  ss  ^cos  x ■+■  se  n x vR‘- 

tm  =^sOsar — seu  * — 1 j ; 

mettendo  nei  secondi  membri  di  quest’  equazioni  i loco  valori  dati  dalle  formule 
(117)  e (tar),  si  ha 


um  ac  cos  mx  •+■  sen  mx 


tm  =a  cos  mx  — sen  mx 


>F 

V— 


• (sa5); 


dunque 


ma  a cos  mx  , e um  tm  = 1 , 
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c per  conseguenza 

/ . . **  s=  s , 

u1*— *+(mJt=aCOj(ra — i)  x-,  i , 

um-4  f”*-r=  a co>(m — ^)x,  = , j 

ec.  ec.  ec. 

Sostituendo  questi  valori  nell’ equazione  (12$),  si  troverà 


cosm  x = £ a cos mx  -4-  am cos  (m — a)x 

(m— 1) 


ara  — — — cos  (ra — 4)x  "**  *«- 


. ..(iaC). 
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Questo  sviluppo  provenendo  da  quello  di  («-4-r)m  , contiene  m-+-i  termini;  se 
facciamo  successivamente  m= a,  m = 3,  m = 4<t  ec.  « * C,IC  **  cangi  i coseni  de- 
gli archi  negativi  in  positivi,  in  virtù  dell’ equazione  cos — y=cosy,  si  forme- 
ranno i seguenti  valori  : 

a 1 1 

eoa  x = — cos  ax  -H  — 

a a • - 


cos'x 


cos  3 x 3 cos  x 


cos'x  = 


cos  4 .r 
8 


r 3 

— cos  axH 

a 8 


ec.  ec. 

Possiamo  abbreviare  questi  calcoli , poiché  i termini  egualmente  distanti  dal- 
I’  estremità  della  serie,  sono  eguali.  Per  dimostrarlo  osserveremo  che  i coseni  che 
eutrano  nell’equazione  (126),  essendo 


cosmx,  cos(ra — a)x,  cos  (m — 4)x  , cos(m — G)x,  ec. , 


o piuttosto 

cosmx,  cos(m — a)Xi)x,  cos  (m — 2X*)x 

cos  (m — 2X3)x,  ec., 

t. 

considerando  i numeri  che  seguono  il  segno  X >n  ciascun  termine  della  serie,  si 
vede  che  ano  di  questi  numeri  indica  «quello  dei  termini  precedenti.  Cosi  il  ter- 
mine che  ne  ha  n avanti  di  lui, -sarà  affetto  da  cosfra- — a/s)x.  Riguardo  al  ter- 
mine che  ne  ha  n dopo  di  esso,  siccome  il  numero  totale  dei  termini  delle  se- 
rie é ra-t-i,  quello  che  ne  ha  n dopo  terrà  il  posto  m-s-i— n,  e per  conseguenza, 
avrà  m — a termini  avanti  di  esso;  dunque  questo  conterrà  l’espressione 

cosfm — afra — n)]  x t=cos( — ra-+-2n)x; 

e siccome  abbiamo  veduto  che  si  aveva  il  diritto  di  cangiare  il  segno  dell'arco 
di  cui  si  ha  il  coseno,  si  avrà 

cos  ( — m-t-2o)x  =a  cos(ra — 2 z»)x; 
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dunque  i termini  egualmente  distanti  dall’eitreinilà  della  serie  hanno  i medesimi 
coseni,  e siccome  hanno  ancora  i medesimi  coefficienti,  poiché  questi  coeffi- 
cienti sono  quelli  della  formula  dal  binomio,  no  resulta  che  questi  termini  sono 
eguali.  Cosi,  quando  m è impari  , il  numero  m+i  dei  termini  della  serie  sari 

pari,  e basterò  di  raddoppiare  gli  — ' ■ primi  termini,  per  avere  la  totalità  dei 

termini  della  serie;  se  m é pari,  m-t-i  sari  impari,  allora  si  aggiungerò  al  ter- 
mine di  meno , il  doppio  di  quelli  che  lo  precederanno.  Questo  termine  terrà  il 

posto  1 nella  serie,  e,  per  conseguenza,  esso  sarò  affetto  da 

eos  (m — m)=coso=  i; 

dunque  calo  non  conterrà  coseno. 

Con  un  processo  analogo,  passiamo  trovare  lo  sviluppo  di  sen^x.  A quest’  cf. 
fello,  sottraendo  l’equaziooo  (ia3)  dall*  equazione  (sas) , si  trova  ' 

, asenx  ^ — i = u — r, 

dunque 

u — r 

senxxs ; 

a -\j  — ■ 

elevando  i due  membri  di  quest'equazione  alla  potenza  m,  si  avrà 
seu"'x= -* ■—  (u — <)"•; 

• (»  V— 1 ) 

se  m è eguale  a un  numero  pari  ap,  ai  ha 

= [(«_/j»]r  = [ = (/-«)*'; 

dunque 

(u—t)m  CBS  (r li)'”. 

Si  svilupperanno  l’eqnazioni 

r 

senmx= (u — l)m, 

<2V— * ) 

e 

s*n”x= i__- (r_B)» , ' 

(*y — o 

e operando  come  sopra,  troveremo 

senmx= -=£;-[  coi mx~m eoa (w-2)i+m  ^^cos (m— 4)  x-v- ee.  1 ; 

(a  V — >)  4 1 • a J 

la  quantità  immaginaria  ^ a — i j sparirà  dal  risultamento,  poiché  eua  è ele- 
vata ad  una  potenza  pari. 
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Se  m è eguale  ai]  un  numero  impari  fi  avrà 

(„_/)»/*»  « («— f)V  X («— 0 = (t— #) V X -(/-«) 


Nr'H  i 


per  conseguenza 

e 

senm  x 


seom  x =j 


(«-*r  ì 

/ m I 

( aV — ■ •)  T 
(<— «r  i 
(a V=Ò“  ) 


( 1 a7) i 


sviluppando  (u — r)"1  e f — u)”*,  con  la  formula  del  binomio,  e sostituendo  questi 
sviluppi  nell'  equaxioni  (107),  che  si  aggiungeranno,  si  avrà 


a senmx=s I um — lm  — — ut  (um~* — tm~ *)  ■+■  ec.  . . .1  . . . (i»8) , 

(aV — *)  L * J 

sottraendo  l'equazioni  (saS)  l'una  dall’altra,  moltiplicando  qoindi  insieme  que- 
ste medesime  equazioni,  e osservando  che  la  seconda  operazione  ei  dà  la  tomaia 
dei  quadrati  di  sen  mx  e di  cosmx,  che  equivale  all’ unità,  ai  troverà 

um — tm  = 3 seu  »<x  ^ —1  , u”V"  = 1 , 

operaudo  come  sopra,  si  cangerà  dunque  1’ equazione  (saH),  in 
1 r m 

sen",x  = — ^ I seu  mx sen  (m — a)x 

a(a  \—i)  L ‘ 

mlm — 1)  , , -\ 

-I- sen  (m — 4)x4-ec.  I . 


Siccome  in  quest’  ipotesi  m è impari  , la  potenza  m — 1 , alla  quale  la  quan- 


tità a 


è elevata,  è pari,  il  che  fa  sparire  I’  immaginario 


tjq.  Premesso  ciò  facciamo  conoscere  come  con  la  sola  Trigonometria  possia- 
mo sviluppare,  cos’-r,  coi’./ . cos'x,  ec.,  in  funzioni  dell'espressiooi  cosx,  cos  ax, 
ros  3x,  ec. 

Prendiamo  la  formula  conosciuta 


cos(a-t-i)  =a colocoli  — senaieni (129) , 

se  in  questa  ti  fa  a=ò,  si  avrà 

cosa  a = cos’u  — sciita  s=  coj2a — (s — -cos2/»)  = acos2a — s, 
si  deduce  da  ciò 


eoa2/» 


— cos  au 

a 


Vii.  di  Mal.  fot.  l'I. 


i3 
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iuolliplicaudo  quest’equazione  per  cosa,  essa  diventa 

I F 

co*3  a = — cos  a 4-  — cos  a cos  2 a . . . ( 1 3o), 

22  ' 

Ora,  se  all’ equazione  (129)  si  aggiunge  la  seguente: 

cos  (6 — a)  = cos  a cos  A -4-  sen  a sen  b , 

si  otterrà 

cos  a cos  6 = cos  (a4-i)  4-  cos  (6 — a); 

facendo  lesati,  si  avrà 

cos  a coi  2 a = -^-'cos  3a  4-  -i-  cos  a ; 

2 2 

eliminando  cosa  cos  aa,  tra  quest1  equazione  c l1  equazione  (i3o),  si  troverà 

j 3 * , 

cosJ  at=  — cos  a 4-  cos  3 a. 

4 4 

Si  calcolerebbero  con  lo  stesso  processo  le  potenze  superiori  di  cosa. 

100.  Stabiliti  questi  preliminari  passiamo  direttamente  all'  integrazione  dello 
funzioni  circolari. 

Proponiamoci  d’integrare  la  funzione 

ex  • dx  . are  (sen  = x). 

Ora  osservando  che,  mediante  l’espressione  (62),  si  ha 

dx 

— = d [are (sen  = x )] , 

•V'i  — xa 

si  vede  che  )’  integrale,  il  quale  contiene  un  arco  di  circolo  , può  sempre  olle, 
nersi  facilmente  col  processo  dell’  integrazione  per  parti  , quando  yx.dxè  una 

differenziale  elementare,  poiché  facendo  ^ox.</x  = U,  e are  (sen  = x) ss  V * 

questo  processo  dà 

j IX.  dx  . aro  ^ icn  = -)-»  . are  ^ sen  = *)-Sv‘v 

,,  ( \ f ^ifx 

i=  U .ire  I tea  = x I — I — ■ ■ 

V.  / 

I.' ultima  integrale  è compreso  io  quelli  che  abbiamo  trillato  di  sopra. 

Sia,  per  esempio,  sxrfx = xmdx,  ne  resulti 

x mtl 

xm  dx— , 

J m -+•  ■ 


e per  coosegueuia 


^ xmdx  . are  ^ sen  s=  .r^  = 


are  (sensi) . x 
m-t-i 


I ~ x-'+'dx 

m-i- 1 ) vT-GT1 
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sor.  Quanto  alla  differenziali  che  non  contengono  l’arco  immediatamente,  ma 
SI  «uo  leoo,  o il  ano  coseno,  o la  sua  tangente,  ec. , partendo  dalle  differenziali 
primitive  (Vedi  DiFVBaBBZULs  n.i  4G  e 4o)- 

d sen  x = cos  x . dx , 

de osx= — senar.  dx,  t 


dalle  quali  si  dednee 


si  trova 


d rea  rax  t=  m cos  nix  .dx  , 
d cos  mx  = — m sen mx  .dx, 

mdx 

d tang  mx  = 3 , 

(cosmx) 

mdx 

(sen  mx)1' 

m sen  mx  • d.r 
(cos  mxf 

m cos  mx  . dx 
(sen  mx)% 


d col  mx  1=  — 


d sec  mx  ~ 


d cosce  mx — — 


S 


dx  co*  mx 


— sen  mx  -4-  C , 
m 


s 


/dx  sen  mx  s=  — — co*  mx  -4-  C, 
m 

dx  i . , r 

— — tang  mx  -Hi- , 

( co»  m x )*  m 

f =3  — — cot  mx  •+•  C , 

J ( aen  mx)  * m 

Xdx.  sen  mx  i . fv 

— s=3  — sec  , 

(co*  mx)  m 

dx . cos  mx 


Si 


sen  mx) 


X I ,/v 

— = — — co»ec  mx  -4- , 

2 VM 


m sen  mx 


c. 


Questi  sei  integrali  danno  i mezzi  di  ottenere  quelli  di  tutte  le  funzioni  ra- 
zionali e intere  del  aeno  e del  coseno. 

Supponiamo  che  si  voglia  integrare  eoa®* . dx  : mettendo  invece  di  cos*x  il  suo 

valore  — >+■  — cosa*,  (n.“  99),  avremo 
2 a 


J" dx  .e os*x  t=  •+"  ~ c0,ax')dx  ■■ 


x 1 

— -t-  — sen  a*  -t-t- 
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ioa.  Proponiamoci,  per  esempio,  d’  integrare  {cosx)"rfx.  Abbiamo  (o."  98)  , 

^cosx^  xs  —^7-  | coinu-e  m co»  ^rn— i^.r  + — "ZZL*  ros  jj^x-t-er.  | . 

Ohi,  ponemlo  invece  ili  (cosx)"  il  suo  sviluppo,  avremo  una  serie  di  termini 
•Iella  forma 


Adx  . coi  ( rrt — u)x, 

la  cui  integrazione  si  eOettuesà  con  la  prima  delle  formule  precedenti. 

Se  m=a^,  si  trova 

(c<ux)  =a  — j cos^x  .f.  4 coi  ax  •+■  6 cos o 4 cos  a ^x cos^  — 4 ^ x j , 
ovvero,  a motivo  di  coso=s  1,  e di  cos (— ux  ) =a  cos(u x) 

^cosx^  =^|  2 cos  4* -4- a.  4 cos  ax-t- 6 j , 
e per  conseguenza , 

_frfx  ^co*  ~ J'Jjjj-  001  4X  ■ dx  ■+•  — cos  a x . dx  -+•  ~ dx  J 


, * 3 

= 3^,en4*-S-  J »«n  axH-  -z  h-  C. 


Se  si  trattasse  d’  integrare  ( sen  x )”dx  , ,i  procederebbe  analogamente,  svilup- 
pando (senx)"*  con  la  formula  conosciuta  n.°  98. 
io3.  Si  troveri  coi  processo  che  abbiamo  adopralo  al  n.*  87, 


J"  dx . x"  cos  ax  = 


a2x* 


+■  ec. 


•+-  cos  ax 


n {n—i  ){n — a)  "li 

— v — ■H#e-JJ  + c- 


J*  dx  . a*  ifn  ax  s — | ooj  ax  j 

r n(n  — 1)  -1 

L* — 

r n 

— sen  ax  1 

*{n—i)(n—  a)  -]  ) 

L ax 

V integrazione  per  parti  dando 

f dx.t**  co*bxt=—ù2ÌZ 

h f 

•+■  — J ax  . c**  sen  Ax, 

Cdx.t”*' 

* r , 

J a 

— J ax  * e 001  W 1 

-t-C. 
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ai  deduce  da  quelle  due  equazioni 


J"  dx . e"  cosix  = 


a eoa  A.r-+-  b aen  bx 
~ax+bi 


r -t*c. 


101 


/ <s  sen  Ax  — b eoi  bx  _ _ 

dx  . |ix= -i^A- + C. 

La  conoscenza  di  questi  due  integrali  metterebbe  in  grado  d’ integrare  le  dif- 
ferenziali dx . xneajrcoibx  , e dx.  x"eaX  sen  bx  , col  processo  del  quale  abbiamo 
fatto  uso  nel  numero  100. 

104.  Esamineremo  il  caso  più  generale,  cioè: 

(sena:)"*.  ( coi  * )* . <fx  ; 


m potendo  esser  pari  o impari , indichiamola  con  am  nel  primo  caso  , e con 
am+i  nel  secondo,  la  funzione  da  integrare  sarà  allora 

( senx)1"1  .(co sx)n  dx, 


orzerò 
Ora , 


( sen  ar)**** . (cos  xf  dx. 

( sen  x )lm  =s  ( sen1  x )m  = ( 1 — cos*x  )m  , 


cosi 

(senx)1'"(cosx)"</x  = (i — cos1x)m(oosx)"  . dx 

s=(cos x)ndx — m(cosx)'1*1 . dx 

mlm  — 1)/  \»+*  , 

-t L — — l cosx  \ ■ dx 


— ec. 


espressione  il  secondo  membro  della  quale  s’integrerà  termine  per  termine,  col 
precedente  processo. 

Si  ha  ancora 

(senx)lm+I  . (cosx)Vx  = senx(senx)lm(cosx)’,dx 

= (1 — cos1x)m  . (cosx)"  . seuxdx 
= — (i — cos’x)”*  . (cosx)"  . dcotx. 

Facendo  dunque  cosxcsz,  si  cangerà  il  secondo  membro  di  quest’espressione  in 


— (1 — **)m 


che  s’ integrerà  termine  per  termine,  dopo  azere  sviluppalo  la  potenza. 

Possiamo  ancora  osservare  ebe  questa  differenziale  si  riporta  facilmente  alle 
differenziali  binomie.  Infatti  sia 


iy  dx  . eenmx^i— 4en*x^3  ; 
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ponendo  senxtaf,  ri  deduce 


INT 


Vi-i‘ 


e quindi 


dy  — dt  . tm(i — r1^  2 : 


fumìone  che  d i venterebbe  razionale  se  n fosse  impari.  Applichiamo  immediala- 
mcnte  l’ integrazione  per  parti  a queste  sorti  di  espressioni  e consideriamo  i casi 
di  m ed  n positivi  e negativi. 

z.°  Se  l'esponente  m è positivo,  si  diminuirà  quest' esponente  senza  aumen- 
tare n,  osservando  che 


J"sen"* 


~'x  . cos"x  . scnxdx. 


Dunque 


sen"‘-,x  . cos"+I  * rn — r 


^dxKDm~13 


i*-'i . coa"t'x  m—t 


’n — £ dxKnm~*xco%’x— y J , 


equazione  dalla  quale  si  deduce 

J"</x  senmx 


sen'"~'x  cosT,x 


m 1 - f dxsenm-Jxcok" 
m-t-n  J 


a.*  Se  l’esponente  n è positivo,  si  diminuirà  quest’esponente  senza  aumen- 
tare m,  impiegando  la  formula  seguente,  che  si  ottiene  in  un  modo  simile, 

J"dxsenmxcosnx  = 

sen’"+,xeos,,"',x  n— i r , 

■ — . h • 1 axsenl"xcos"  x . 

m-4-n  m-+-n  J 

3.»  Se  r esponente  m è negativo , si  osserverebbe  che  si  deduce  dalla  prira» 
equazione  che  abbiamo  ottenuto 

C dx Knw'~ìxcnxnx  sa 


senm_,xcos"+,x  m-t-n 


-+-  -7" — — (dxst  nmxcos'x: 
m—  I J 


e cangiando  m in  — m-4-a 


/.  cos"x  cos  +lx  m — n — a r > cos  x 

dx sa  — — .+»  1 dx j — . 

senmx  (m — i )sen*-'x  m — i J sen"*  x 
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Finalmente,  le  1' esponente  n fosse  negativo,  ai  osserverebbe  egualmente, 
che  la  seconda  dell’  equuioni  che  abbiamo  ottenato,  dà 


dx$cnmxcosn~*x  t 


•en""’1  xco»"'*.r 


-H  — — — f</xienmxco*"x  ; 

/*— i J 


e cangiando  n in  — /M-a, 


J,  senm  x aenm+,ar  ri — m — 2 r . 

dx ss — •+- I dx  - 

co*"x  (n— i)  co»""1  x n — i J 


scn"‘x 

nntn-^r 


:o5.  Fra  i casi  particolari  compresi  nella  forinole  precedenti  possiamo  distin- 
guere i seguenti: 

nm -1  - m >(  > 

H I dxtt a’"  x , 

m J 


J dxtt  n" 


senm_,xcosx 


^"ffxcos"  x =s 
dx 


s- 


scnxcùs'.r 


co»  x 


s 


scqx 

dx 


( m — l)*co"' 
*ef»x 


H — — f dxcosn~ix  , 

m — 2 /*  rfx 
— Hh  I , 

9 m — I kd"1  •‘x 


COS  X 


n-a  /*  </x 

/J — I J cos'ex 


(/I—  l)CO»"~*X 

/^-£x-=  /^^  = ^-^an«^, 

J.  eo«"  x /•  , rot  x r , „ 

dx — = l rfxcot  x = — I tix  col  x. 

SCI!  x / rt — 1 J 

■ 06.  Dalle  riduiioni  indicale  nel  n.°  10$,  ai  farà  sempre  dipendere  l’ integra- 
zione delle  differenziali  della  forma  dx senraxcos"x  dall’  integrazione  di  altre 
differenziali  della  medesima  forma,  ma  nelle  quali  gli  esponenti  m ed  n non 
passeranno  i e — i.  E quando  gli  esponenti  m ed  n saranno  numeri  interi  qua- 
lunque positivi  o negativi,  l’integrazione  della  differenziale  propostasi  troverà 
dipendere  definitivamente  dall’integrazione  di  una  delle  nove  differenziali  delle 
quali  qui  sotto  diamo  gl'integrali,  cioè: 


. ...  ^ dx  = *+C  , 

J dxjenxiosx  = — sen'x  •+■  C, 


dx 


:log  langx  -+•  C 
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4 £ dx  sei»  x =5  — cos  x -t-  C , 

_ r sen  x 

J I ax t=  — log  cos  x -4-  C , 

•/  Co»  X 

..  /•  r/x  , x « 

0 I *og  laug h C , 

J seux  ° ° a 

7  </x  co*  x = sen  x -4-  C , 

8  f*r  — — — = log  sen  x •+•  C , 

sen  x 

9  S~r  = '°s  Un«(f  -•*  7) 

oel  caso  in  cui  m ed  n sono  numeri  interi,  otterremo  tempre  tolto  for- 
ni.! finita  T integrale  della  differenziale  di  cui  si  traila. 

107.  X^a  differenziale 

</xsenmxcos"x, 

potendo  integrarsi  solfo  forma  finita  quando  m ed  n sono  interi,  è evidente  clic 
operando  come  abbiamo  latto  nel  n.°  100  e seguenti  , s1  integrerà  egualmente  l«» 
differenziale 

dx  .xr  senm  r cos"x , 

7 essendo  ancora  un  numero  intero,  o più  generalmente  la  differenziale 
dx . P tenm  x cos"  x , 

P indicando  una  funzione  razionale  e infera  di  x. 

/08.  b inalraente , le  formule  trigonometriche  possono  ancori  impiegarsi  con 
vantaggio  in  cerli  casi.  Per  integrare,  per  esempio,  senmx  co sax.dx\  siccome  la 
Trigonometria  ci  dà 

iena  coti  = -i-  »cn  ^a-+~k\-h  — serica  — ; 

paragoniamo  1' espressione  senmx  cos  nx  a quelli  formula,  si  trorerà 

senmxeos  nx  . r/x  = — sen  x J .rf.r  H sen  |^m — n^xj.r/x, 

e l'integrale  sarà,  si.0  101, 

r i eo«f  f/u-4-aVr]  I rn<[(m  — n)x] 

2 WH-«  2 m — ri 

io*).  Tutti  gl  integrali  presi  lasciando  la  quantità  variabile  x inferamente  in- 
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determinata,  ti  chiamano  integrali  indefiniti , eui  debbono,  come  l'abbiamo  dello, 
contenere  una  costante  arbitraria  per  essere  completi,  ma  quando  si  determina 
la  Tariabile  o che  almeno  ai  assegnano  ad  essa  dei  limiti,  l'integrale  prende  allora 
il  nome  d'  integrale  definito.  Per  esempio  , se  1*  integrale  completo  della  fun- 
zione yxt/x  , è 

J jii.rfxs/j'fC, 


far  indicando  la  fumione  Tariabile  risultante  dall'integrazione,  e che  quest'  in- 
tegrale debba  annullarsi  pel  valore  xsaa;  la  costante  arbitraria  si  troTa  deter- 
minata dall'  equazione 

o=fa~hC , 

donde 


C = — fa  i 

e T integrale  dÌTenta 

J yx  . dx  = Jx — fa. 

È evidente  che  sotto  questa  forma  , l'integrale  non  è che  la  differenza  tra  il 
valore  della  funzione  fx  quando  x t=a,  e quello  che  resulta,  per  questa  fun- 
zione, da  qualunque  altro  Talore  di  x:  per  zc =£,  si  ba  allora 


£ f x . dxt=fb~fa. 


Ora,  se  ci  si  ferma  a questo  valore  b di  x,  si  dice  ebe  I'  integrale  yyx.dx 

de  v' esser  preso  da  x = a,  fino  a x = £,  ovvero  rhe  l'integrale  comincia  quando 
raso,  e finisce  quando  xz=zb.  Questi  due  valori  di  x,  a e 6 si  chiamauo  . in 
questo  caso,  i limiti  dell'  integrale. 

Il  valore  dell'  integrale  definito  si  trova  dunque  calcolando  successivamente 
ciò  che  diviene  la  funzione  tariabile  fix\  dell' integrale  indefinito  fx-+- C,  per  i 
valori  limili  xzsa,  x=6,e  sottraendone  quindi  il  primo  risultaroenlo  dui  se- 
condo. Non  vi  è più  bisogno  di  aggiungere  costante  arbitraria  poiché  essa  è 
eliminata  per  mezzo  della  sottrazione. 

Gl'  integrali  definiti  costituiscono  d'  altra  parte,  come  in  seguito  vedremo,  un 
nuovo  genere  di  funzioni  il  cui  uso  è molto  esteso  nell' analisi. 

Per  indicare  un'  integrale  defluito  preso  tra  i limiti  a e b%  presentemente  ci 
serviamo  generaluieule  della  uotazioue  del  Fourier,  che  e 

f ax  . dx. 

J a 

L'  Eulero  ha  impiegalo  la  segueole,  nelle  sue  opere. 


S 


yx  . dx\ 


[:::]• 


che  è meno  semplice. 

Remila  da  questa  notazione  che  se  a,  b%  c,  sono  tre  valori  differenti  di  x tali 
Dii.  di  Hat.  Voi.  Vi. 
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« lie  »i  j bbia  c>£,  b^>a,  si  avrà  ancora 


jCa'lx.<lx  = fa'lx.<fx->-feifx.Jx, 


poiché  quest'  eguaglianza  è la  slessa  cosa  di 

fc  — ; fa  t=.fb  —fa  -4- fc  —fb  =fc  —/a. 

no.  se  rappresentiamo  con  x0  il  limite  inferiore , e xw  il  limite  superiore 
dell'  integrale , si  vede  da  quello  che  precede  che  l'equazione 

d . Fx  t= f(x)  . dx  , 

conduce  generalmente  alla  seguente 


f " </x  .f(x)  ~ F (xj  - F (x„)  ; 


vale  a dire  che  si  ha  il  valore  di  nn  integrale  definito  sottraendo  uno  dall'  altro 
i due  valori  che  prende  V integrale  indefinito  quando  diamo  alla  variabile  i va- 
lori corrispondenti  ai  limiti  inferiore  e superiore  tra  i quali  l’ integrale  definito 
deve  prendersi. 

ni.  Resulta  da  ciò  che  precede  che  si  ottiene  sempre  facilmente  il  valore  nu- 

/XOÌ 

dx  .f(x)y  quando  possiamo  ottenere  sotto 

forma  finita  , o in  serie  convergente,  la  funzione  F(x),  la  cui  differenziale  è 
dx  .f(x).  Ciò  non  è sempre  possibile,  e quando  non  si  può  giungervi  , siamo 
obbligali  di  calcolare  il  valore  numerico  di  cui  si  tratt*  con  metodi  di  appro»- 
simazione  che  in  seguito  esporremo.  Nel  caso  in  cui  la  funzione  F(x)  possa 
ancora  ottenersi  sotto  forma  finita,  l'oso  dei  metodi  di  approssimazione  è spesso 
preferibile  alla  ricerca  diretta  di  questa  funzione. 

ii 2.  Le  nozioni  precedenti  diventeranno  assai  sensibili  se  consideriamo,  come 
nel  corso  dell'  opera  1'  abbiamo  fitto,  la  variabile  x come  I'  ascissa  , e la  funzio* 
ne  F(x),  o più  generalmente  C-t-F(x),  come  l'ordinata  di  una  curva.  Una  dif- 
ferenziale qualunque 

d[C-i~F  (x)]  =f(x) . dx 


di  questa  funzione,  rappresenta  I*  accrescimento  infinitamente  piccolo  dell'ordi- 
nata, quando  si  passa  dall' ascissa  x all'ascissa  x-4 -dx.  La  somma  di  questi  ac- 
crescimenti dell'ordinata,  che  hanno  luogo  da  un  dato  valore  xQ  di  x fino  ;ul 

un  altro  valore  x,.,  è evidentemente  eguale  all' eccesso  dell'ordinata  che  corri - 
w1  p 

sponde  all' ultimo  limite  sopra  1'  ordinata  che  corrisponde  ul  primo  limile,  cioè  a 
o>  ovvero, 

F(xJ  — F (x„). 

H 3.  Osserviamo,  d'altra  parte,  che  l'equazione  precedente 

j dx  ./(x)  ==F'(*J  — F(x.) , 

nella  quale  F(x)  è tale  che  si  ha  rfF(jc)  = dx  ./(x),  non  si  applica  ai  casi  in 
cui  le  funzioni  f{x)  o F(x)  diventerebbero  infinite  per  un  valore  di  x compreso 
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Ira  i limiti  x9  e xr)  dell1  integrale  delioito.  Infatti,  quando  si  considera  che  un 
integrale  qualunque  rappresenta  sempre  la  somma  di  un  numero  infinito  di  va- 
lori della  differenziale,  bisogna  escludere  i casi  in  cui  lo  funzioni  di  cui  si  tratta 
prendessero  valori  ìnfìnili. 

dx.f{x ) , e che 
xQ 

succede  che  la  funzione  f(x)  diventa  infinita  per  un  dato  vaiose  a di  x com- 
preso tra  i limiti  x0  e xM  dell*  integrale , non  possiamo  in  generale  ottenere  il 
valore  cercato  che  dividendo  1’  integrale  in  due  parti,  la  prima  delle  quali  fini* 
sce  , e di  cui  la  seconda  comincia  al  valore  x cesa,  cioè  considerando  separata- 
mente i due  integrali  definiti. 


a 


la  cui  somma  darà  i)  valore  domandato.  Questa  somma  avrà  un  valore  infinito  se 
le  due  parli  hanno  esse  stesse  valori  infiniti  e del  medesimo  segno,  o se  una  so- 
lamente delle  due  parti  è infinita.  Essa  avrà  un  valore  indeterminato  se  le  due 
parti  hanno  valori  infiniti  di  segni  contrari.  Finalmente  essa  avrebbe  uu  valore 
finito  determinato,  se  le  due  parti  avessero  valori  finiti. 

Egualmente,  se  si  trovasse  tra  i limili  x0  e x due  valori  a e a,,  per  i quali 
J'ix)  diventasse  infinita,  si  dovrebbe  dividere  nella  seguente  maniera  1*  integrale 
definito  proposto 


J „‘/x  fi*)"*"  J*  dx  ,J(x)  ■+■  J dx  . f(.  r), 

x°  a at 

e determinare  a parte  il  valore  di  ciascun  termine.  E co*i  di  seguilo  se  il  nu- 
mero dei  valori  intermediari  che  rendono  f{x)  infinita  fosse  più  considerabile. 

z 1 4*  Resulta  da  ciò  che  precede,  che  equivale  al  medesimo  cangiare  il  se- 
gno da  cui  un  integrale  definito  è affetto,  o rovesciare  l’ordine  dei  limili. 
Cosi 

f %*./(*)  = - rr°  dx.f(x). 

Possiamo  d’altra  parte  cangiare  la  variabile  x che  è sotto  il  segno  d’integra- 
zione definita,  purché  si  cangi  nel  medesimo  tempo  i limiti  in  modo  da  conser- 
varle i medesimi  valori  assoluti.  Se,  per  esempio,  nell’  espressione  precedente, 
vogliamo  sostituire  invece  di  x una  nuova  variabile  f , fissando  tra  queste  due 
quantità  la  relazione  qualunque  x=2?(f),  dovremo  invece  di  dx  sostituire  </?(/); 
« a:.,  xw  per  i valori  di  t che  si  deducessero  respetti vamenle  dall’  equazioni 

n5.  Osserviamo  finalmente^  che  la  considerazione  degli  integrali  definiti  può 
servire  a trovare  lo  sviluppo  conosciuto  sotto  il  nome  di  teorema  del  Taylor,  e 
conduce  a un*  espressione  osservabile  della  parte  che  si  trascura  arrestandoci  a 
un  numero  determinato  di  termini.  Per  quello  che  abbiamo  detto  si  avrà,  qua- 
lunque sia  la  funzione  f , purché  questa  funzione  sia  continua  tra  i valori  x e 
x-+-h  della  Variabile, 

jH  é 

— fx  BS  f <ÌX  . f [x), 

X 
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J\x)  indicando  il  coefficiente  differenziale  o la  funzione  dentata  del  prim'ordi- 
ne  della  funzione  f[x).  Ora  possiamo  sostituire  nell’  integrale  definito  dei  se- 
condo membro  x con  x-f-A— f , indicando  con  t una  nuova  variabile,  il  che  can- 
nerà quest'  integrale,  avendo  riguardo  a ciò  che  abbiamo  detto  nel  numero  pre- 
cedente, in  . 

ovvero 

f dt  f {x+h—t  ) ; 
o 

dimodoché  possiamo  scrivere 

Ch 

f{x-\*h)  —fxt=.  J dt  ./'(x-4-A— /). 
o 

Premesso  ciò,  consideriamo  l'integrale  indefinito 
jdt  .f’(x+/,-t): 

applicandogli  il  processo  dell' integrazione  per  parti,  troveremo  iiiccenira mente 
j dt  ./'(  x-h/t—l  ) = r (m-A-t)  -i-  f dt.t (x-t-/i— t) , 

J"  dt.t  f"  (r+A -~t)  3=  — .y"(x-*-A—  /)-t-  jdt  . -i- ./"•  (x-+-/(— r). 


( dt  ■ — r)=s-i—  ./'"(x-t-A— /)-*-  C dt . _L_./,,’,(xh-/i— /), 

•S  2 3.3  y 2 . i 

ec.  ec.  ec. 

c per  conseguenza 

j dt  ./'(x+A-t)xt  .f(x+h— t)  + ~f"  (x+A-t)  •+• 


H- *f'"(x+h-t)  + • 

a . a 


■+■  — 4A 7 t)  •+• 


a.3.4...^— .r 


Dunque  prendendo  l'integrale  tra  i limiti  zero  e A, 
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j <lt ./' (x+A-/)  = hf  (x)  »4-  ~f"  (x)-t-  (*) 


A* 


•,.3.4 

AV— « 


/,T(*)‘ 


a. 3. 4... (fi— 1) 


'(*)■ 


/A  ,u — 1 

dtm — 1 — t/1*  <*•♦■*— 1 0 ; 

o a.3.4...(,u— i) 

e raitituendo  quello  valore  nell’  equazione  precedente,  verri 

/(*-•-*)  =/<*) + v (x)  + -/"(*)  -f-  ^3/"'  (*>  ■+■  ’ w • 


a.  S.4..  .(/t — 1) 


,p  — I 


<*)• 


f * /“  (x-t-x — r) . 

J „ a .3 . 4 . ■ .((i — ir 


Se  li  fa  ia  quell’  equazione  x =0  e quindi  ti  icrive  x invece  di  A,  eaia 
prenderà  la  forma 

/(*)  =/( o)  **■*/»  •+■  (°) 


/'"(»)■ 


-/,T  (o)  ' 


a.3-'  ' ' a.  3. 4 


rx  . r 1 
J 0 * a . 3 . 4 . ..(p— 1 


■/  (*—<)• 


r 

Eiprenione  la  quale  ratto  la  forma  d’  integrale  definito  determina  compieta- 
niente  il  valore  della  formula  del  Taylor. 

116.  Viceveria  1’ eipreuione  generale  dell'integrale  definito 

| ex  . dx  , 

^ a' 

ti  dedoce  facilmente  dal  teorema  del  Taylor  DirveaaezuLz  n*.  Go)  poiché, 

indicando  tempre  con  f{x)  la  funzione  variabile  dell’  integrale  indefinito 


f ?x.  rfx  ==/(*)•+. C, 
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»i  h»  , ia  virtù  ili  questo  teorema,  quando  si  aumenta  x di 


una  quantità  m 


donde 


dx  1 
</*/(*)  m* 

ss- cr- 

dx x i . » 


/(  x+m) -f(x)  = -^lxl . ™ + 


Ma 

• per  conseguenza 


. ££f) 

dx* 


1 . 2 


-t-  ec.  . . . ( 1 3 a jf. 


sa: . dx  = df(x) , 


<*/(*) 

dx 


<P'rx  d*f(x) 

dx * dx ’ ’ 


dt f x d*f(x) 

dx  dx 1 ’ 

<Pi  x d*/[x) 

dx * dx*  ’ 


• Cast,  sostituendo  questi  «lori  nell’ equazione  (i3i)  e facendo  xe=a,  « m = b-o 
si  otterrà 


• (b—a) 


dvx 

dx 


(b—a)%  t 
I . 2 


d* y x (b — a)4 

■**  ~d^~  TT7Ì 


('3j)s 


il  punto  posto  sopra  x indicando  il  valore  a che  bisogna  dare  a questa  variabile 
dopo  le  differenziazioni. 

Si  troverebbe  un’  altra  espressione  del  medesimo  integrale  partendo  da 

/(x)  — f(x—m), 

e facendo  quindi 

xt=z  b , e m^=zb — >n. 

£sia  è 


s 


b 

yx.dj 

a 


dvx  (b — a)* 

— — *+- 
dx  i . 2 


rfav  X 

dxA 


(b — o)s 
1.2.3 


— ec.  . . . (i33), 


il  punto  posto  sopra  l'x  indica  che  in  questo  caso  bisogna  fare  x=ìb,  dopo-  le 
differenziazioni. 

117.  Le  serie  (i3a)  e (i33)  in  generale  sono  tanto  più  convergenti  quanto  la 
differenza  b — a è più  piccola;  quando  questa  differenza  è troppo  grande  possiamo 
dividerla  in  un  numero  qualunque  di  parli  capaci  a formare  delle  differenze 
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sufficientemente  piccole,  e quindi  ai  calcola  a parie  il  valore  dell'  integrale  rela- 
tivo a ciascuna  di  queste  differenze. 

118.  Abbiamo  seduto  che  molte  espressioni  differenziali  non  erano  integrabili 
clic  dopo  essere  stata  ridotta  io  serie,  e che  a quest’  effetto  ; indicando  con  <?xdx 
una  differenziale  nella  quale  yx  è una  funzione  qualunque  di  x,  bisognata  pre- 
liminarmente ridarre  in  serie  la  funzione  che  è rappresentala  da  yx,  e integra- 
re quindi,  dopo  aver  sostituito  questo  sviluppo  nella  formula  yxdx. 

La  serie  del  Bernoulli  ha  il  vantaggio  di  ridurre  in  serie  £ y xrfx,  avanti  an- 
cora che  sia  data  la  forma  di  yx  ; questa  serie  è nel  calcolo  integrale  ciò  che 
quella  del  Taylor  è nel  calcolo  differenziale.  Ecco  in  qual  maniera  si  dimostra. 

La  funzione  differenziale  yxdx  essendo  decomposta  nei  suoi  due  fatturi  yx  e 
dx,  se  s’ integra  il  secondo,  si  ha,  col  processo  dell' integrazione  per  parli, 

^ ’.x . d x s=  sa  ■ x — £ xd.x  , 
e,  per  conseguenza,  in  virtù  dello  stesso  processo, 

s , rfy  x i r d 1 ■ .r 

=a  — x — I , 

a dx  a J dx 


= p-  . xVx 
J dx  J dx* 

d*vx  i r 

>■*  3 JJ 


■ . 


ra-  — X3  - 

3 dx* 


d*v; 
dx * 


d*. 


x d d*  ~j  x 


J dx3 


c'-lix 


1 Cx‘  d>,f* 

4 dx * 4 * * dx*  ' 

r . d4  v x fd4  9 x . , 

)x  - TP-  " )-d7*--x  J* 

=a-x‘  --  - -fx‘ 

5 X dx * 5 ) X 


rfSx 

dx4 


Sostituendo  successivamente  ciascuno  di  questi  valori  nel  precedente , si  ot- 
terrà ’■*  * . 


/•  » x ti*  x a?1 

4 VX  • dx  = a.r . — — - . 

J T i dx  t.a 


d*9X 

dx* 


-r  — ec. 

i . a . J 


(»3$). 


Perchè  I*  integrale  iìj  completo,  litogna  **{pKiigere  uui  costante  a questo 
•viluppo. 
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119.  Una  funzione  qualunque  differenziale  dell’ ordine  my  è rappresentala  da 

<p  x . dxm. 

Così  indicando  con  fxy  P integrale  di  questa  funzione,  si  ha  P equazione 
dmfx  = ^ jc  . dxm  , 

e,  per  ottenere  il  valore  «li  J'x  y bisogna  effettuare  m integrazioni  successive  so- 
pra la  funziooe  r.x.dxmy  poiché  si  ha  evidentemente 

dm-'fx  = ì * ' < 

dm~*fxxa§  J"  . ,lxm  , 

dm-*fxr=  $ j jy  X . dxm  , 
ec.  ss  ec.  ; 

•InuHe  si  Tede  che  e ciascuna  integrazione  si  diminuisce  di  un'unità  l'ordine 
della  differenziale  di  fx , e che  dopo  m operazioni,  ti  ottiene 


/■«  m 

fx  = J tjx.dx  . 

Se,  per  esempio,  la  funzione  proposta  fosse  xmdxl , uua  prima  integrazione 
dai  ebbe 

/ xm+l 

xm  dx*  =a  dxz  C xmdx  ca  dx2  - — — -4-  dx%  C , 

J /M-+-I 

perchè  si  considera  dxy  come  una  quantità  costante;  C d'altra  parte  essendo  la 
cotante  arbitraria.  Integrando  una  seconda  volta  si  troverebbe 


r rxm" 

J L #»-*« 


-f-C  dx  J = dx 


(Wfl)(W+^) 


•+•  dx . Cx  -+•  dx  C' , 


e.  finalmente,  integrando  una  terza  volta,  si  otterrebbe 


/ Its 


-H  C xdx  -t-  C 'dx 


= -t-  - Cx!+C'x-hC", 

C',  C"  essendo  le  costanti  arbitrarie  introdotte  dalle  due  ultime  inlegi azioni  Si 
ha  dunque,  in  ultimo  luogo 


f Xmdxi^ — h 1 Cz^C'i+C". 

lao.  Si  riportano  gl'integrali  degli  ordiui  superiori  a quelli  del  priiu’  ordine. 


\ 
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rol  procelle  tanto  fecondo  dell'  integrazione  per  parti,  operando  come  segue.  Sia 
J"  ? x dx  b=/x  ; 

ai  avrà 

SS*  x dxx=a  dx, 

ma 

§fx  dx  satfx  * — §x  dfx 

=*x  J*  ¥ x dx—  J" x ¥ xdx , 

coti 

J"  7 xdx*  ea f xdx  — ^xyxdx. 

Con  r aiuto  di  questo  valore,  possiamo  in  seguito  trovare  quelli  di  tutti  gli 
altri  ordini  d' integrali , poiché  sostituendolo  in 

J ¥Xdx*BB  **dx*, 

viene 

J ¥ xdx*  xx  J"xdxJ"  fxdx  — J"dx  J"x  y xdx  ; 

ma 

fxdxfyxdx  = — .r*J"yxdx—  — J"  x'yxdx  , 

Jdx  fx  yxdxoex J"xyxdx— Jx*¥  xdx, 
e , per  conseguenza , 

y yxdx1  = — £x*J"yxdx— *xj"x.xdx-t- 
H-J'x*yxdxJ. 

Continuando  io  quello  modo  ti  formerebbero  i »eguenli  calori  : 

^ y xdx  e=3  J* \xdx , 

j"  ^xdxl==-j-jjrj*?x<fx— J'xyxrfxJ, 

J f xdxx  = -y^-y  [x*  j" ? xdx—txj xfxdx  •+■ 

■4-^x*'yxdx^; 

Pi*.  di  Mal.  Poi-  PI- 
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£ f xc/x4  = — — - — — |jr %£yxdx — 3xx^x:xdx 

-4-  3x  ^ x1 1?  xdx-—^x  5 y xdx  J , 

ec.  = ec. 

' E io  generale 

jf  oxdxm=,-~^-lj9xdx 

— — i\xm^%^,  xyxdx 


+ <a=2r^~ 

iii« 


^x2yxdx 


(m—ìf\~l 


4 £x*yxdx 


(«35). 


Non  bisogna  dimenticarsi  di  aggiungere  a ciascun  integrale  una  costante  ar- 
bitraria, perchè  queste  costanti  sono  affette  da  diverse  potenze  di  or,  e riman- 
gono irriducibili  tra  loro.  Per  esempio  per  integrare  con  queste  formule  la  fun- 
zione xmdx 5 , si  farà,  nella  terza,  ^x=arm,  e si  troverà  effettuando  P integra- 
tone 


fxmdxi 


H-C , 


{ * . x-dx  cs  \ xm+'dx  hC'  , 

ut- -Ha 

Txa  . xmdx  = (xm+*dx  =-“ — — - -f-C"  , ' 

•'  //»-+-3 

sostituendo  questi  valori  nella  formula,  verrà 

ir  j-m+8  2I"45 

f X"rfx»  = - - -t-C*»— — aC'x 

J 2 L m-hi  m-t- 2 


a-"1*3 

m-+-3 


rs  -, 


/ 


x"'dxi  : 


("i-+-i)(m»+-a)(//i^-3)  a 


-+•  ICji-C'i4--C", 


perchè 


Xm+i  -2xm+3  x^n+3  2r  fri + 3 

«i-t-t  m-t-a 
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Questo  valore  dell'  integrale  in  questione  è identico  con  quello  che  abbiamo 
trovato  nel  precedente  numero,  poiché  il  segno  della  costante  C'  è arbitrario, 

e C"  o —C'r  indicano  egualmente  una  costante  arbitraria. 

Ci  contenteremo  di  quest'  esempio  che  ci  sembra  sufficiente  per  indicare  l’uso 
della  formula  (i35)  e di  quelle  che  la  precedono,  e passeremo  invece  a parlare 
nuovamente  degli  integrali  definiti,  prima  di  parlare  dell'integrazione  delle  fun- 
zioni di  più  variabili. 

121.  Sia  un  integrale  definito,  come 


(fa. 


a essendo  la  variabile,  f( a)  una  funzione  qualunque  di  a,  a e 6 due  costanti. 
Questa  formula  si  considera  conformemente  a quello  che  abbiamo  veduto,  come 
presentante  un  valore  costante  determinato:  ce  ne  formiamo  un'idea  esattissima, 
concependo  che  essa  esprima  l'arco  delta  curva  di  cni  a fosse  l’ascissa,  e f(x) 
l'ordinata,  quest’arco  essendo  compreso  tra  l'asse  delle  ascisse,  la  curva,  e le 
ordinate  corrispondenti  alle  ascisse  z = a e a = A.  Potremo  sempre  ottenere  in 
un  modo  esatto  ovvero  approssimalo  il  valore  della  formula  di  cui  si  tratta,  al- 
l'eccezione dei  casi  in  cui  l'ordinata  f(n)  diventerebbe  infinita  per  uno  o più 
valori  di  a compresi  tra  i limiti  a e t:  questi  casi  esigono  spesso  un  esame 
speciale. 

iaa.  Osserveremo  ora  che  un  integrale  definito  può  considerarsi  sotto  un 
pnnto  di  vista  più  esteso,  ammettendo  che  la  funzione  indicata  day\a)  contenga 
una  quantità  .variabile  x.  L'espressione  precedente  diviene  allora  una  funzione 
variabile  di  x,  il  cui  valore  dipende  dalla  forma  delle  funzionerà),  e dai  li- 
miti sti.  Infatti,  quando  V integrazione  definita  indicata  rapporto  ad  a i ese- 
guita, questa  quantità  a è scomparsa,  e non  resta  che  una  funzione  contenente 
la  sola  variabile  x. 

La  variabile  x potrebbe  ancora  essere  contenuta  nell'  espressione  dei  limili 
iodicati  da  nei.  Cosi  1’  espressione  generale  di  nn  integrale  definito  rappre- 
sentante una  funzione  di  x,  è , 


Jt  * 

X=f  d a ./(a). 

?* 

ia3.  Proponiamoci  di  differenziare  questa  nnova  specie  di  funzione,  vale  a 
(lire  di  conoscere  P accrescimento  d%  corrispondente  all’  accrescimento  infioifa- 
raente  piccolo  dx  della  variabile.  Cominciando  dal  supporre  che  i limiti  dell'in- 
tegrale definito  siano  le  costanti  ne  4,  si  avrà 


d ./(j, 
dx 


dx  J ; 


d\_  r° 

dx  * „ 


d a 


à e f\ x 
dx 


4 « .• 
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Se  ora  si  ammette  che  i limiti  siano  ex  e £ x , avremo 

</.  li; 

y x -t- 

X~rdXt 


Jb  x -4-  ‘ v J dx  I \ 


vale  a dire 


X + dX=/\[/(x,e)  + 


-[/(*„*)  ‘ 

*+■  [/(x,^ x) 


fi  ./(J,9J) 

dx 


dx 


”]  d . q x 

y~x~ 


dx 


dx 


•]■ 


, I d.$x 

dx  I . — dx , 

dx 


donde  trascurando  le  quanliU  infinitamente  piccole  del  second’ ordine. 


-/ 


dX 


e per  conseguenza 


t*  , d.  flx.*) 
fi  * . r— — dx 


fx 


dx 


d . v x 

—rdx 


:-/^x,?x^ 


rfX 

dx 


Ax,  d.f[x,*)  J \ 

-S^y—Tx — A*,,v- 


' d . re  x 
dx 

d . $ x 

dx 


ti\.  Il  risullamento  precedente  diventa  temibilissimo  quando  si  rappresenta 
V integrale  definito 

,|x 

x=  J dx  ./(x,  a), 

f* 

come  esprimente  l’arco  PMNQ  (Tu».  CL, Jig.  6)  della  curva  MN  la  cui  ordi- 
nata è/(x,«),  quest’area  essendo  presa  tra  le  ascisse  OP  tea  y (x)  e OQ  = $ (x). 
i.°  Con  la  sola  variazione  di  x in  f(x,  a),  la  curva  si  trasporta  in  mn,  e l'area 
aumeuta  dello  spazio  MmnN  rappresentato  da 

. ^x 


Cxdx.iA*'l'>dx. 

J dx 


f* 

a,"  Mediante  la  sola  variazione  di  x nel  limile  inferiore  y(x),  l’area  diminui- 
sce dello  spazio  PMP'  rappresentato  da 

/(*>fx)  . ~~dx. 
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3.*  Finalmente  mediante  la  «ola  variazione  di  x nel  limile  superiore  <ji  (x), 
1’  area  aumenta  dello  spazio  QNQ'  rappresentato  da 


f(x,-frx)  . dx. 


La  variazione  simultanea  di  x nelle  tre  funzioni  f{x,x),  f(x)  e y (x)  cangia 
d'altra  parie  l’area  PMJiQ  in  P'M'N'Q,.  La  variazione  totale  di  quest’area  è 
dunque  espressa  dai  tre  termini  della  formula  precedente  , quando  si  trascurano 
gli  spazj  MsnM'  e NnN',  i quali  sono  infinitamente  piccoli  del  second’ ordine. 

■ a5.  Da  ciò  che  precede  si  vede,  che  avendo  1’  eguaglianza 

rà 

X=  J dx  ./(*,«), 

SI 


i limiti  a,t  supponendosi  costanti,  si  ottiene  il  coefficiente  differenziale  del  pri- 
mo’ ordine  della  fuozione  X sostituendo  sotto  il  segno  ^ la  funzione  f(x,  a ) , col 

coefficiente  differenziale  del  prim’  ordine  di  questa  funzione  preso  rapporto  ad 
x.  È facile  concluderne  che  se  si  moltiplicano  i due  membri  di  questa  mede- 
sima eguaglianza  per  dx,  e se  s’integra  da  una  parte  e dall’altra,  si  avrà 

J*Xrf.r=J'  dx.  § dx  .f(x,x). 


Queste  differenziazioni  e integrazioni  sotto  il  segno  d’ integrale  definito  danno 
ài  mezzo  di  determinare  i valori  di  certi  integrali , partendo  dai  valori  di  altri 
integrali  già  conosciuti. 

ia6.  La  determinazione  dei  valori  degli  integrali  definiti,  e lo  studio  delle 
relazioni  che  esistono  tra  questi  valori,  hanno  molto  occupato  i geomctn:  ras 
sopra  questo  soggetto  non  possiamo  presentare  che  alcuni  cenni. 


Quando  l’ integrazione  indefinita  della  funzione  che  ai  trova  sotto  il  seguo  ^ 

può  effettuarsi,  il  valore  dell’  integrale  definito  proposto  se  ne  deduce  immedia- 
tamente. Basterà  citare  alcuni  esempi  semplicissimi  d’ integrali  ottenuti  in  que- 
sto modo. 

127.  Poiché  si  ha 


$ 


dx. 


se  ne  conclude,  supponendo  l'esponente  m positivo  e maggiore  dell'  unità. 


e 


s 


dx 
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ia8.  L’  equazioni 


INT 


f^=7>rco(,ane  = £)’ 

C — —'r  - c=  arco  ( sen  = — v 


danno 


dx 


a+i  au 


Ca  —il 

^ n «/ 


o yja^-trx* 


a*®  ‘ /.* 

J <fx  . «**  = ® , J 


rfx  .e— re=_. 


Siccome  ai  ha,  integrando  per  parti 

J* dar  . ar0_l  . c~*  = — x*~‘  .e~x-*>(a— i)  £ dx . x*~* . trr , 
ai  trora,  quando  a è un  numero  intero  poiit'iTo 

r® 

J dx  ,x*~'  .«“*  sa  i . a.  3. , . . . (a—  i). 
o 

129.  L'  equazioni 

/,  co*  ax 

da r . sen  a.r  = , 


danno 


/,  sen  ax 

dx.cosax  =3 , 

a 

Cn 

\ dx  . *en  ax  = 


1 — eoa  a tt 


dx  .co*  ax* 


Coti  il  tal  ore  del  primo  integrale  è — quando  a è un  numero  intero  impari, 

e zero  quando  a è un  numero  intero  pari»  li  secondo  integrale  è sempre  eguale 
a aero  quando  a è un  numero  intero. 
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■ 3o.  L'  equazioni 


1 d-t . j ien  ax  ss  — 

x cos  ax 

sen  ax 

» 

* ! 

tt 

T 

~oa 

y rfx . x coj  ax  ss 

xsen  ax 

- 1 

cos  ax 

a 

*T” 

danno 


rn 

j ^ 


arienojpss- 


x cos  ax  = 


cos  a tx- — f 


Per  conseguenza,  aecondo  che  a è inlero  impari  o intero  pari , i)  primo  inte- 
grale è -t-  - orzerò  « il  .econdo  integrale  è - - orzerò  o. 

U O1 

i3i.  Dall' equazioni 

f rfx  .aen^x 


lenxco.x  r 

“ “+-  — aT  « 

a a ’ 


si  deduce 


J,  _ senxci 

dx . costar  = . 

a 

* * 

fr  pi 

1 dx  .en1  x ss  1 

° i J o 


COI  X I 

-+-  — *, 


dx  co.1  x ss  — : 

4 


e in  generale , le  formule  di  riduzione  date  u io5, 

/Jr.  zen  "•-'x  .co*  x m—  i y . 

ax.ten  x= — h frfx..cn— *x,  ' 

m j/ 

frfx.co.-xxx  wnar.eo."— X m-i  f 
J m * — j rfx.co.— 

conducono  ai  re.ullamenli  .eguenli  : quando  m è un  numero  intero  pari, 

» * • 

1 rfx.cn™  x = I ,1*  m."  x — ,*  ' 3 • 5 • • • ("»—»)  rr 
i o : • .0,1  a • 4 ■ 6 m a ’ 

a.  tonando  m e un  numero  intero  impari 

CT  pf"1  •'  ■-  • •.  > • . 

\ rfx aen- x = l dx 00.-'  x = »•  4 • G ••■  (>»-■) 

° b 3.5.; 

• 1 * , ■ 
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Possiamo  osservare  che  i valori  degli  integrali  definiti 


7T 


J: 


dx  coi™  x , 


tendono  1' nno  e l'altro  reno  zero  a misura  che  il  numero  m aumenta,  finiamo 
che  questo  numero  è pari  o impari.  Dunque  il  rapporto  di  questi  valori  ha  per 
limite  1'  unità  : donde  si  conclude 


e a.a.4-4-(i-G.8-8.... 
a i . 3 . 3 . 5 . 5 . 7 . •)  ■ 9 .. .. 

Quest'espressione  osservabilissima  del  numero  n è stata  data  dal  Wallis. 
i3a.  Le  equazioni 

— a scn  bx — b cos  bx 


s 


dx  . e~“  . sen  bx 


J dx  . c~a*  . cos  bx  — er"  . 


b sen  bx  — a cos  bx 
a x-i-b* 


che  si  deducono  dal  n.°  xo3,  danno 


f 


dx.t 


e~ar  . sen  bx  = — — -rs  % 
a* -ir  Ir 

. aa-*-£a 

1 dx . e~ar . cos  bx  = ; 

C possiamo  osservare  che  a misura  che  la  quantità  indicala  da  x si  avvicina  » 
diventare  rero,  quest' espressioni  si  avvicinano  continuamente  ai  limili  — e te- 


ro.  Tuttavia  i valori  degl'  integrali 

00  .-*> 

C dx  sen  bx  , e \ dx . cos  ax 
* o o 

sono  necessariamente  indeterminati. 

i33.  Sarebbe  inutile  moltiplicare  questi  esempi  poiché  in  casi  simili  la  ricerca 
di  cui  si  tratta  non  offre  difficoltà.  Ma  i geometri  hanno  determinalo,  per  il  caso 

ancora  in  cui  la  funzione  tolto  il  segno  j non  può  eticrc  integrata,  i valori  di 

un  gran  numero  d’ integrali  defluiti.  I metodi  adoprati  per  qoeita  determinazio- 
ne consistono  principalmente:  I."  a dedorre  i valori  degl’integrali  cercali  da  al- 
tri integrali  digià  conotciuli,  per  mezzo  dell*  differenziazione  o dell' integrazione 

tolto  il  tegno  a.°  a trovare  tra  la  funzione  che  rappreteota  l' integrale  pro- 
posto e le  me  differenziali  delle  relazioni  che  ne  fanno  conoscere  la  natura;  3."  a 
pattare  dall’  etpressioni  reali  alle  espressioni  immaginarie.  La  considerazione  de- 
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gli  integrali  doppi  ba  egualmente  fallo  conoscere  più  risullamenli  importami. 
In  questo  punto  presenteremo  alcuui  esempi  propri  a dare  un1  idea  dei  metodi 
di  cui  si  traila. 

1 34-  ^ nell’  equaiiooe  data  n.°  137 


s* 1 r 

f dx  x”*-1  = — * 
J _ m 


ove  supporremo  rn  maggiore  dell’ unità,  si  moltiplicano  i due  membri  per  dm,  e 
che  s'integri  a cominciare  da  mea,  conformemente  a quello  che  abbiamo  ve- 
duto n.*  *25*  ai  troverà 


J'a, 


r"»-« *"-* 

dx 


-sslog  — . 


i35.  Ripreudimo  le  equazioni  del  n.°  i3a 


T*  f h 

1 dx  . e-^.sen  bx  = :■ ; , 

J ~ ar-t-vT' 


o 

■Xì 


f a 

l dx.  e . coi  bx  =a  -z — ri  ■ 

J „ a*-i -b‘ 

a , e i 


Moltiplicando  per  da,  e integrando  rapporto  ad  a cominciando  da  uac,  verta 

’ .-«* 


■ len  bx  — 


raarc^tang  csyj  - are  ^ Uug  = 
f.  b(a-c)\ 

*ircl.un«asF^r/’ 

/*“  . *~cX — e'**  , » , n1-*-*1 

l dx . COI  bx  S 3 — log  — — - ; , 

J „ x a 6 c*+b* 


1 30-  Se  li  fa  ceso  e a = oo,  quest’  ultime  equaiioni  dautio 

sen  bx  k 

dx t=  — , 

» » a 


/•* 

j dx 


coi  bx 


K ouervabilc  che  l’ integrale 

/•°°  aen  bx 

( d* . 

J o * 

è indipendente  dal  numero  b.  Infatti,  supponendo  x x=.  ~ , quest’  intrgraie  si 


Di*.  di  Mal.  Voi.  VI. 


■6 
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cangia  in 

f*  dz’-^-ì. 

ove  A è scomparso 
1 3 j.  Sia  l'integrale 

Moltiplicandolo  per  un  altro  integrale  simile  nel  quale  scriveremo y in  luogo  di  x, 
avremo 


e r — 

1 dy.e  . 1 dx.e  = 

v O V/  o 

JOB  p* 

l -(or'+r») 

dfy  1 dx . e 
o o 


Poniamo  ora  yx=zxt%  t essendo  una  nuova  variabile.  Qualunque  sia  .r  Ira  i 
limili  o e oo  , ai  valori  o e co  di  y corrisponderanno  egualmente  dei  valori  o 
e oc  di  /,  e d'altra  parie  si  avrà  dy*=-xdt, 

L'  espressione  precedente  si  cangerà  dunque  in 

p»  p » 

( \ -(ITI*)** 

1 di  1 dv.x . e 
vy  o v o 

Cominciando  da  effettuare  P integrazione  rapporto  ad  x,  essa  diventerà 

. r°°  rff 

a J o 

tlt  00  <//  rr 

e siccome  I j = are  (tang  t=  /) , e per  conseguenza  ft =s— ,avre- 

J i 1 J q i *t*  i J a 

i j», 

mo  defluì I ìvamcnle  — . ~ pel  valore  del  quadrato  dell'  integrale 


j dx  . e 
o 


Dunque 


espressione  che  mcrila  particolare  osservazione,  e la  quale  frequentemente  »’  im- 
piega in  molle  applicazioni  dell'analisi. 

■ 38.  Consideriamo  or»  l’integrale 


r 

li  = I dx  . co»  rx  . e 
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Differenziando  rapporto  ail  r,  si  trova 


dU 


xsen  rx  .e 


-aaxa 


Ma  iuìcgrando  per  parli,  abbiamo 

S ^ Xm 


, x seo  rx  . e 


s — — r*  seu  rx  . e 
aa 


f rfXa- 
2aa  ^ 


donde  si  deduce,  poiché  il  termine  fuori  del  segno  è nullo  ai  due  limiti  o e so , 

dV 


dr  aaa 


U. 


Quest'  equazione  fa  conoscere  la  natura  della  funzione  IJ  , la  quale  necessaria  - 
mente  è 


U = A . e 4«*  , 

A indicando  una  costante.  Cosi  abbiamo 


s\ 


a — ax* 

dx  . cos  rx  . c = A . < 


Per  determinare  la  costante  A,  si  supporrà  r=  o , il  che  data 


f 


**  al 

dx.e~~a  x = A. 


J — /a  i / — 

</f-e  =—  ■%/  ;r  , ottenuta  n.°  i3?,  si  dedure 

facendo  / s=  ax  , » 

ex.  — aaxa  t 
I </x  . r e^.  — \/  jrs=  A. 

J o a*  V 

L'  espressione  dell'integrale  proposto  c dunque  definitivamente 


j; 


dx  . cos  rx  . e 


V 7T  \a% 


i3<).  Sia  ancora  l'integrale 


/•  , cos  ax 

I dx  j « 

~ i~hx 


2 krr 


cominciamo  dal  prendere  per  limite  supcriore  - , k indicando  un  numero 
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intero.  Scrivendo  dunque 


INT 


r~ 


. coi  ax 
il  x 


e differenziando  due  volle  di  seguilo  rapporto  ad  a,  conformemente  alla  regola 
data  n.°  ia3  , verrà 


r/U 

da 


-s 


2 k JT 
a 

o 

skrr 


dx 


x *en  a x 


a k tt 


d 2 

da 


1 IJ  I a x*cosax  \k  na 


donde  si  conclude 


U - 


rfMJ 

da* 


ai  ?r 


</jr  cos  ax  • 


jif  a 


(«*-*- 44r*ir*)A’ 


ovvero  semplicemente  (poiché  1’  integrale  del  secondo  membro  ha  un  valor  nullo), 

u — (PV  — — 4**<* 

da a (a*-*-4^x7r*)  a 

Ammettiamo  ora  che  k sia  un  numero  infinitamente  grande,  il  secondo  mem- 
bro di  quest' equazione  diventeik  infinitamente  piccolo.  Per  conseguenza  se  U 
rappresenta  l'integrale  proposto,  avremo 


d*  U 


u=-^- 

Quest'equazione  determina  li  natura  della  funzione  U , di  cui  V espressione 
più  generale  è 

Ae-°  -4-  B«ra  , 

A e B indicando  due  costanti  arbitrarie.  Ma  è evidente  che  dobbiamo  fare  B=o, 
poiché  il  valore  dell'  integrale  proposto  non  può  crescere  indefinitamente  col  nu- 
mero a.  Si  ha  dunque  semplicemente 


r **  cos  ax 
J „ 


A . e~ 


Per  determinare  la  costante  A,  si  supporrà  fl  = o,  e siccome 


r dx  — - - a 

3 i -t-o-1  a ' 


viene  defluiti  veniente 


J 


dx 
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■ 4o.  Se  invece  di  x li  pone  — in  qneit’  equaiione,  ed  a invece  di  ma,  et» 

iti 

si  cangia  in 

J00 , cos  ax  ir 

dx  — — i = ema\ 

Q m -+•  x 2 m 

e differenziando  rapporto  ad  a,  si  ha  il  resullaraenlo  non  meno  degno  di  osser- 
vazione 

- 00  x *en  ax  ir 


J x *en  ox  ir 

dx — = — 

. nr  xx  2 


i4 v.  Per  dare  un  esempio  dell’uso  degl' immaginari,  prenderemo  1'  integrale 

OD  . 

I dx  . cos  2rx  , e 
d — oo 

Ponendo  cos  arar  col  suo  valore  in  esponenziali  immaginari,  esso  diventerà 


P*  — x2-+-arxV-i  , P — x1 

- I dx.*  -1  1 dx  . e 

xj  — Od  2 — od 


— 2rx\f — i 


ovvero  moltiplicando  e dividendo  per  e r , per  rendere  gli  esponenti  di  e sotto 
il  segno  J*  quadrali  perfetti  , 


kX 

s 


dx  • e 


— (•*— r V— 1 )*  i — 


— (x  wV— *)*• 


— OO 

IVI  a come  abbiamo  velluto  al  n.°  i3?, 

-xa 


I. 


dx  . e 


e per  conseguenza 


donde  si  conclude 


c 30  -**5 

j * * 


- »Vr’ 
= \l*' 


ce  - (i+l)* 

S_Jxe  "v*8 


qualun  jue  sia  la  costante  b.  Dunque  se  si  fa 
b~±r  yj - I ; 
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l'espressione  precedente  dell'  integrale  proposto  diventerai 


; 


dx  . co»  ’irx  . e 


e si  avra  per  conseguenza 


S. 


dx  . cos  2 rx  . e 


r1  » r 

= 7V’ 


-x-  — i 


Questo  risullamcnlo  si  accorda  con  quello  che  abbiamo  ottenuto  u.°  1 38. 
Passiamo  ora  all'  integrazione  delle  funzioni  di  due  variabili. 

1 4 2.  1 due  metodi  principali  che  s'  impiegano  per  giungere  a integrare  le  e* 
quazioni  differenziali,  che  contengono  due  o uu  maggior  numero  di  variabili, 
consistono  i.°  Nella  separazione  delle  variabili,  per  poter  quindi  applicarci  i pro- 
cessi usati  per  una  sola  variabile;  2.°  Nella  ricerca  dei  fattori  propri  a rendere 
una  differenziale  esalta.  Kd  è in  veduta  di  ciò  che  successivamente  ci  occupere- 
mo di  questi  due  melodi. 

i J3.  Abbiamo  veduto  che  qualunque  differenziale,  per  essere  integrabile  dove- 
va essere  della  forma  ^ xdx\  cosi,  saremmo  arrestati  nell1  integrazione  di  uu' e- 

• . . dx 

q nazione,  se  essa  contenesse  termini  tali  come  y2dx,  xjrdx , , cc.  Ciò  non 

ottante  non  bisognerebbe  concludere  che  l'integrazione  è impossibile  ; poiché,  se, 
«gii  operazioni  algebriche,  si  potesse  fare  in  modo  che  ciascun  termine  uon  con- 
tenesse che  una  sola  variabile,  1' integrazione  potrebbe  elle  Uuarsi  in  seguilo. 

L'  equazione  xdy-\-yd. z ==  o c in  questo  caso,  lufalti,  se  si  divide  qucsl'  equa- 
zione per  xYy  essa  discuta 

*bm 

X 

e i il t f granilo,  essa  dà 

logr-*-  l°g*  >=C; 

e rapprcirnUinlo  con  A il  uuiuero  ili  cui  C è il  logaritmo,  poniamo  scriirre 
l‘<gr-t-l',g^=log  A, 

c per  conseguenza 

log  xy  — log  A ; 

passando  ai  im.utii,  si  ba 

xy  t=-  A . 

l'i^.  Sia  P equazione  più  genciale 

c x . dy  -v-  Fj* . dx  o; 

per  separale  le  sanabili,  si  dividerà  quest'equazione  par  ffur.F)*,  e si  tioverà 

dy  dx 

-r — ■ •+• -u, 

ly  «a 

Cquaz  onc  lolla  quale  le  \Uiiahili  sono  sellatale. 

1 4 Fcr  d.iiue  uu  esempio,  pi  upoui  umori  d’  integrale 

(I  H - .A1)  dy  z=z  di  \ y : 
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dividendo  per  , avremo 

dy  tlx 

\X  i-t-x'*’ 

e integrando  quest'  equazione,  si  otterrà. 

a\y  = arco  ( tang  = x)  -+-  C. 
Si  abbia  per  secondo  esempio  Pcquizione 


dx 


\J ' — — <*TyJ  • — -*1  = », 


essa  si  trasforma  in 


e si  ha 


dx 


dr 


X i — x*  \ i — y* 

dx  /•  d y 


S~^=~  c, 

v >—  **  ^ V I— 

ovvero  ( Vedi  n.°  45) 

orco  (scn==x  ) — arco  (sen  =y)  = arco  ( sen  = c )*, 
il  che  dà  P equazione  primitiva 

c*  — xr  yf  s=  o, 

iudicando  con  x , y'  , cr  gli  archi  i cui  seni  sono  x,  y e c. 

146.  In  qualunque  equazione  della  forma 

XY dx  *+•  X' Y 'dy  = o, 

possiamo  dunque  facilmente  separare  le  variabili,  poiché  dividendo  successivamente 
per  Y e per  X'  essa  si  trasforma  in 

X _ Y' 

dx  y <*y  = °* 

Sia,  per  esempio,  P equazione 

(x3/+^*/  ) •+•  {xy-—xy  ) dy  =.  o, 

si  trova 

*3-+-*a  , ra  — X , 

« dx  -i-  — — — dy  =3  o , 

* r 

ovvero 

(ara-4-<a:)  dx  (j — 1)  rf/  c=  o, 

il  che  dà 

J"  (-*a-+-T)  </*  -h  j*  Cr— 1)  = c , 

c,  per  conseguenze  effettuando  P integra  noni 

1 . 1 r 

-t1  + Y*’+  -y-JTBsC. 
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Questo  processo  è applicabile  all’  equazione 

x%ydx  -fr-  (3y-*-i)dy^x*  =s  o; 
poiché,  se  si  divide  per  j^x*,  si  ottiene 


x%  j ( 3r-H  i ) , 

dx  -f- dr  ssz  o. 

\ x3  y 


147.  L'integrazione  potrebbe  ancora  effettuarsi  se  la  proposta  contenesse  più  di 
due  variabili  , e che  si  potesse  riportare  a non  contenere  in  ciascun  membro 
che  differenziali  di  cui  si  conoscesse  P integrale,  come  sarebbero,  per  esempio,  le 
funzioni 


ydx  — xdy 


xdy  •+•  ydx  , ec.  , 


che  hanno  respellivamcnle  per  integrali  — e xy. 

148.  L’ equazioni  differenziali  del  prim’  ordine  e del  primo  grado  che  possono 
riportarsi  alla  forma 


dy 


dx 


- P,-  = Q , 


nella  quale  P e Q sono  funzioni  qualunque  di  x sola,  presentano  una  soluzione 
g" 'iterale  degna  di  essere  osservata.  Infatti,  se  si  pone 

yz=uz , donde  d^  = udz-h*dtf, 
u e z essendo  funzioni  arbitrarie  di  x,  si  ottiene,  sostituendo, 
ud  z-hzdu-t-  P uzdx  = Qdx. 

Ma  ti  può  fare 

udz-h  Vuzdxc=zo (<j)t 

il  che  dà 

zdu=.  Qdx  ....  (ò). 

J'all  equazione  (a)  si  ricava,  dividendo  per  m,  e separando  le  variabili 


donde,  integrando. 


— Pdx  s o,' 


logss  — J P dx-. 


In  ' l 


CO»l 


— fPrfx 

ss  e ^ . 

Sostituendo  questo  salorc  ili  * nell’  equazione  (i),  si  trota 
— f P dx 

e rfwsQrfx, 
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j Vdx 

du=.tJ  . Qdx , 

c 

Jf p,/x 

e ^ . Qdx  -+•  C 

Si  ha  dunque  finalmente 

— (Pdx/  C fP</x 
f=suti=e  ^ I le  .Q^x  + C 

Per  mostrare  1' applicazione  di  questa  formula,  proponiamoci  l’equazione 


dr  -f-  — dx  e=  xmdx. 
x 

la  quale  si  riporta  alla  forma  prescritta 
dx  x 

Abbiamo  in  questo  caso 

P=  -,  Q=x™, 

X 

e 

Spdx=  /-$■*=  lo«x’ 

per  conseguenza 

f Pifx  logx 
rJ  = e ax, 


T — 


I / rw+* 
x \m-r-  3 


r^O-  La  separazione  delle  variabili  può  sempre  eiTeltuarsi  nell’ equazioni  dif- 
ferenziali del  prim’ ordine  a due  variabili,  quando  esse  sono  omogenee.  Un’equa- 
zione omogenea  è quella  nella  quale  tutti  i termini,  considerali  rapporto  alle 
Da  di  Mat.  Voi.  ri.  17 
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Tariabili,  sono  «Ielle  medesime  dimensioni:  così  V equazione 
ax2y5-hòxyéH-cyix%  ss  o , 

è un'  equazione  omogenea,  poiché  la  somma  degli  esponenti  di  x e di  y essendo 
eguale  a 5 iu  ciascun  termine,  tutti  i prodotti  x7/*,  xy%,  ec.,  sono  ciascuno  di 
cinque  dimensioni 
L'  equazione 

ax*y*—- bxhy*~ì~cy*  ss  o , 

è ancora  omogenea,  poiché  la  somma  degli  esponenti  delle  Tariabili  io  ciascua 
termine  è 8.  La  variabile  x non  entra  nell* ultimo  termine  dell'equazione,  ma 
questa  variabile  può  considerarsi  come  elevala  alla  potenza  zero. 

i5o.  Sia  , in  generale,  z una  l'unzione  di  x e di  y composta  di  termini  omo- 
genei, tali  come  Ax*Y?,  B xP'yl',  C xf‘tryAf,r  t ec.  Se  rappresentiamo  con  n la  som- 
ma degli  esponenti  di  x e di  yt  in  uno  di  questi  termini , avremo,  in  virtù  dcl- 
r omogeneità , 

p-\-q—  n , p"  -4-/'  =a/i,  ec. 

Premesso  ciò,  se  dividiamo  lutti  i termini  per  x*,  l'eguaglianza  sussisterà  an- 
cora, e il  termine  A xFyf  diventerà 

—~P}?  B — t/l  = a AlY 

■r"  xmP  xl  \x)  ■ 

Quello  ebe  si  dice  di  questo  termine  potendo  applicarsi  a tutti  gli  altri,  avre- 
mo dunque 


F 


c facendo  — =sy,  quest'equazione  diventerà 

ar»Fys=  5, 

equazione  che  possiamo  scrivere  come  segue 

Q**=* (*37), 

cliiamando  Q la  funzione  rappresentata  da  Fy. 

1 5 1 . Consideriamo  ora  l'equazione  differenziale 

Mr/x  ■+•  I idy  = o , 

nella  quale  i coefficienti  M e N sono  funzioni  omogenee  di  due  variabili  x e yr 
di  una  dimensione  n. 

Dividendo  quest'equazione  per  x”,  essa  potrà  perciò  mettersi  sotto  la  forma 

;Qrfx+F(^)rfr  = °; 

4 y 

c se  facciamo  , quest’  equazione  diventerà. 

tlx  z <tyY  z o r 
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-,  dy 

vz  +h  — =3  o 

‘ dx 


. (i38). 


Per  compire  <li  diramare  y per  mezzo  dell’  equazione  ~ ss  z , o piuttosto  di 

j-zszx,  differenzieremo  quest’  ultima  equazione  , ed  otterremo 
dy  xdz  # 

dx  * "**  dx  * 


questo  valore  riduce  l’equazione  ( 1 38)  a 


donde  si  ricava 


xdz  vz  (y*  + *Fz) 

dx  *""*  F z Ft 

e,  separando  le  variabili , 

dx  dzVz 

x u-hzFz  ' 


c per  conseguenza 


iogx=— y 


dzYz 


G. 


Quando  .nrerao  integrato,  non  si  tratterà  che  «li  mettere  uel  resultamenlo  il 
valore  di  z.  . 

■ 52.  Prendiamo  per  esempio  1' equazione 

-r *dy  =■  yxdx  -t-  xydx  : 

facendo 

ye=zx, 

troveremo 

dy  ss  zdr  H -xdz  , 

e,  sostituendo  questi  valori,  l’equazione  diventerà 

x*zdx  f xldz  e=  z?x*dx  -f-  zx*dx  ; 
riducendo  e dividendo  per  x1 , fattor  comune,  si  otterrà 

xdz  = ; 

quest’equazione,  essendo  divisa  per  z 1 e per  x , dà 


dx  dz 


e integrando  , si  avrà 

log  xzzz  — — ■+•  0 — — — + C ss—  — -4-  C. 
Z y_  y 

x 
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i53.  Prendiamo  per  secondo  esempio  P equazione 


or*  -+■  xy  , 

dy=ydx  ; 

X J 


facendo  sparire  il  denominatore  , si  vede  che  tutti  i termini  di  quest'  equazione 
sono  di  due  dimensioni;  co»),  supporremo 

r = **  ; 

e riducendo,  quest'  equazione  ci  dark 


<*X  (»  — 

-, — = z ; 

«x 


mettendo  per  — — il  suo  valore  ricavato  dall'equazione 
dx 


si  avrà 


X = «*. 


*(«—*)  . 
I H-S 


trasportando  z nel  secondo  membro,  e riducendo  al  medesimo  denominatore  , si 
troverà 


e finalmente 


r/x 

X 


(l -+-x) 
"35* 


</*, 


log  x = — j 


di 

ai1 


— log  ;+C 


= — - — • — log  — 4*  C . 
jy  a ® x 


i5 4-  Quando  P equazione  proposta,  oltre  i termini  Àx^yf , Bx>*'/7',  -f-  ec. , con- 
tiene dei  polinomi  tali  come 

^Mx  r yS  ec.^*  dx , ^ Px  tyU  Qx  1 yu  -Hec.^  1 dyy 


le  variabili  saranno  ancora  separabili,  se  si  ha 

p-±-q—  p '-^?'=:(r-+- J)*  = (r'-+-j')*  = (f-t-w)/=:(p-w/)/.  . . (i3q). 
Per  dimostrarlo,  facciamo 

(r4*J)i=;n,  ( ^ sr  ) k = n (i^o), 

e dividiamo  per  x"  tulli  i termini  del  polimonio 

^Mx  ryr  r y%  , 
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quello  polinomio  ili  veri  Ieri 

1 ec.\  * / 


f 


)*  / Mr*  Ni*'  v * 


ora  , F equazioni  (i/jo)  ci  danno 


7-'='’  7“'  =1  ; 


sostituendo  questi  valori  nell’  espressione  precedente,  troveremo 

(»  5 - » •£+  »)‘“  [ » » (0V ..  ]* . 

il  che  prova  che  quando  1’ equazioni  (i3<))  hanno  luogo,  i polinomi  elevali  a 

y 

potenza,  si  riducono  come  gli  altri  termini , a funzioni  di  . 

Per  conseguenza,  facendo  — = x,  o piuttosto,  je=;x,  l'equazione  può  ridursi 
a una  funzione  di  s.  Per  darne  un  esempio,  sia 


xdj—ydx—  dx  y x*— • • • • (*  1 •)> 
scritta  quest'equazione  come  segue, 

i 

xYJx—r'jc°dx  — dx 

si  vede  che  P equazioni  ( * 3q)  sono  soddisfatte;  coVi , faremo  y =s  zx , c per  con- 
seguenza 

dr  dz 

— — «- V-  jr  — — - * 

dx  dx 

sostituendo  questi  vaioli  nell'equazione  (i^i)»  ridicendo  e dividendo  per  il  fal- 
tor  comune,  si  otterrà 

dz 


dz  I 

x = y i~  v 


e per  conseguenza 


dx 


dz 


integrando,  si  troverà 

log  x = an  o ( sen  =.  5 ) -f*  C , 
ovvero  rimettendo  il  valore  di  x. 


logx=  arco  ^sen  = fr-  C. 
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1 55.  In  generale,  quando  si  ha  una  funzione  omogenea  delle  variabili  x , yy 
z , ec. , possiamo  sempre  separare  una  delle  Tariabili,  per  esempio  x , facendo 
j:=/x,  jc  = mx,  ee. 

Ecco  questo  calcolo:  sia 

M</x  N dy  •+•  P dz  = o , 

un'equazione  omogenea,  nella  quale  M,  N,  P sono  funzioni  delle  tre  variabili 
j* , j,  z\  queste  funzioni  M,  N,  P conterranno  termini  tali  come 

A xPyrzr  , B xP'yfzT  , C xP"yl"zr"  , 

e si  avrà 

p q -t- r z=.  p*  q1  r’ c=zpn  9"-+-  =n. 

Se  in  uno  di  questi  termini,  per  esempio  in  Ax?j7zr  y si  sostituiscono  i valori 
^*=ifx,  *e=nx,  questo  termine  diventerà 

A xri9x9urxr=xr+9+’‘X  At?ur=:xnAi7ur  ; 

la  stessa  cosa  avendo  luogo  per  gli  altri  termini  , se  si  sostituiscono  i valori  di 
y e di  s,  l’equazione 

Mr/x N</y  -hPdz  =30 

avrà  x"  per  fallor  comune;  sopprimendo  questo  fattore  e osservando  che  dy  e 
dz  si  cangerauno  in  d . tjc  e in  d.ux , essa  prenderà  la  forma 

?(/,  u ) dx  F(/,  u)d  . tx-*-f{ty  u)  d.ux  =0; 

ed  eseguendo  le  differenziazioni  indicale,  si  avrà 

9 (/, u)</.r-^F( /, u )(/</x+jrf/)+/(f,«)  (i/c/x-t-x</«  )==o; 

donde  si  ricaverà 

f 9 (/,  «)-h*F(f,  u)  + uf(ty  i/)]rfx=— x[ 

e per  conseguenza 

r/x  F (/,  «)  di  u)  du  ) 

x <f(tiU)-*-tbr(tnu)-*-uf(t%u) 

*56.  Alcune  volte  s'impiegano  degli  esjionenti  indeterminati  per  rendere  un'e- 
quazione omogenea:  sia,  per  esempio,  1‘  equazione 

aymxndx  -4-  bx?dx  -+-  cx7dy  e=  o ; 

supporremo  ysxz  ^ ; e siccome  P esponente  A non  è una  variabile,  ma  una  co- 
stante incognita,  si  differenzierà,  e si  avrà 

j 1 * — * j « m mmk  . 
dy  xx.  kz  dz  e y = z ; 

sostituendo,  ol terremo 

az  * m x n dx  -+-  bx^  dx-bekx*?  z*  1 dz  =3  o; 
quest’  equazione  sarà  omogenea,  se  si  ha 

km  -+-/!  = /),  9-+-X — 1 =/>; 
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eliminando  l'indeterminata  k , si  troverà 
»-n 

— =/>-+- 1—7, 
tn 

equazione  di  condizione  che  deve  aver  luogo  perchè  U proposi.,  possa  essere  omo- 
genea mediante  la  sostituzione  di 


157.  Esiste,  sopra  le  funzioni  omogenee,  un  teorema  importante  che  dimo- 
streremo nelle  seguente  maniera  : 

Sia  Mdx-t-Ndy  la  differenziale  di  una  funzione  omogenea  t tra  due  variabili 
x ed  /,  avremo  dunque  l’equazione 

Mdx-t-ìkdytxsdz  ....  (i4a). 

Facendo  = 7,  e indicando  con  n la  somma  degli  esponenti  delle  variabili, 
di  uno  dei  termini  della  funzione  a,  si  troverà  ( n.“  i5o) 

Qx-ca*; 

e ci  rammenteremo  che  Q non  contiene  che  la  sola  variabile  7,  atteso  che  la 

r 

funzione  donde  proviene  Q nou  conteneva  che  termini  in  — , i quali  si  sono  can- 


Y 

giati  in  7 mediante  la  sostituzione  di  7 invece  di  — . Premesso  ciò,  mettiamo 

invece  di  y nell'equazione  (i^a)  il  suo  valore  7X,  sostituiamo  Qx"  per  a e ai 
chiamino  81',  N'  ciò  che  diventano  allora  M ed  N ; l'equazione  (i/|3)  si  trasfor- 


M'r/x-t-N'rl.7X  = if(Qr”) (>4^)i 

la  differenziale  di  qx  essendo  qdx-\-xdq , se  mettiamo  questo  valore  di  d.qx  , 
otterremo 

(M'+8'?)dx+H'  xdq  = d(Qx’)\ 
il  che  ci  fa  conoscere  che  la  differenziale  totale  di  Qx"  è 


(M'-t-R'7)</*-f.N'xrf7; 

ma  effettuando  la  differenziazione  indicata  nel  secondo  membro  dell'  equazione 
precedente,  la  differenziale  totale  di  Qx11  è ancora 

Q . nx"~’dx  -+-  x"dQ  ; 

o piuttosto,  perchè  la  differenziale  di  una  funzione  Q di  7 è della  forma  Fq.dq, 
Q . nx”~'dx  -+- Yq . dq. 

Paragonando  queste  due  espressioni  della  differenziale  totale  di  Qx”  , vediamo 
che  i loro  primi  termini  rappresentano  egualmente  la  differenziale  di  Qx*  presa 
rapporto  ad  x.  Avremo  dunque 

■ ÌU'  4-  N'7  = nQx”'1  j 
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*e  in  qneil'  equaiione  ti  rimette  y invece  Ji  qx,  M'  e<l  K'  diventeranno  nuova- 
mente M ed  N , e li  avrà 


M -t-  fi  — = nQx"-1 , 

X 


or vero 

i 58.  Questo  teorema  può  applicarsi  a delle  funzioni  omogenee  di  un  numero 
qualunque  di  variabili;  poiché  se  si  avesse,  per  esempio,  P equazione 

Mdx  Nt/y  -4-  Vdt = dx. , 


y f 

nella  quale  la  dimensione  fosse  sempre  n , basterebbe  fare  — = o,  ~sr,  per 

x x 

provare  con  un  ragionamento  analogo  a quello  che  abbiamo  impiegalo,  che  si  de- 
ve avere 

z=zx¥  (?,/•), 

c per  conseguenza 

Mr-f  Ny-+-  P/ s=  ns. 

Passiamo  ora  alle  condizioni  d’  integrabilità  delle  funzioni  di  due  variabili. 
■59.  Abbiamo  veduto  ( Vedi  Differenziale)  che  la  differenziale  totale,  di  una 
funzione  di  più  variabili  indipendenti,  è eguale  alla  somma  delle  differenziali 
prese  per  ciascuna  variabile  in  particolare  come  se  tutte  le  altre  fossero  costanti. 
Per  esempio,  u essendo  una  funzione  qualunque  di  due  variabili  x ed  y , la  sua 
dilfereuziale  è 

du  du 

du=:— — dx-h  — — dy 
dx  dy 


- indicando  la  derivata  differenziale  rapporto  ad  x,  e — la  derivata  diffe- 

dx  dy 

renziale  rapporto  ad  y. 

Paragonando  questa  forma  con  una  differenziale  a due  variabili 

P dx  + Qdy (.44), 

nella  quale  P e Q sono  funzioni  primitive  qualunque  di  x e di  y,  si  riconosce 
che  questa  funzione  differenziale  uon  potrebbe  essere  la  ditfereoziate  totale  di 
una  funzione  primitiva  u , quando  non  si  abbia 


» s 
ux 


Q = 


da 

~dj' 


e per  conseguenza, 

d P 
dX 

Ma 


d2u  dQ  d*u 

dxdy  ’ dx  dydx 


d2u  dxu 

dxdy  dydx 

poiché  le  derivata  del  second ’ ordine  presa  rapporto  alle  due  variabili  x ed  v, 
cioè,  presa  diirereaziaudo  prima  rapporto  ad  una  delle  variabili  , e quindi  dit- 
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ferenziando  rapporto  all’  altra  , è la  medesima  qualunque  sia  1’  ordine  che  si  sia 
seguito  nelle  differenziazioni;  ai  ha  duoque  ancora 


dP 

ir 


JQ 

dx 


(«45), 


equazione  di  condizione  che  fari  conoscere  se  una  differenziale  a due  variabili  è 
la  differenziale  totale  di  una  funzione  primitiva  di  queste  variabili,  poiché  questa 
circostanza  non  può  aver  luogo  se  l'equazione  (lenone  possibile , o se  la  de- 
rivala differenziale  di  P presa  rapporto  ad  jr,  non  è eguale  alla  derivata  dif- 
ferenziale di  Q presa  rapporto  ad  x. 

160.  Se  ti  ha,  per  esempio, 

ti  trova 


di 

dx 


ax-i-jr. 


e per  conseguenza 

d1z  _ d%z 

dxdy  dydx 

s6i.  Si  riconosce,  per  esempio,  che  1' espressione  (ax — y)  dx — xdy  è una  dif- 
ferenziale esalta,  perchè 

dV  _ _ dQ_ 

dy  dx 

L’  espressione 

( f-S-ìx1)  dx  •+-  (3  y1  -a-  2 xy)  dy 
è ancora  una  differenziale  esatta,  perchè 


dV 


= V- 


JQ 

dx 


i6a.  La  variabile  indipendente  «tendo  x,  siano 


£y_ 

dx‘ 


■ ■ («46), 


e cosi  di  seguito.  Se  si  prenda  un’  espressione  \dx  nella  quale  V sia  funzione  di 
x,  di  y,  di  p,  di  q,  ec.,  bisognerà  perchè  Vdx  sia  una  differenziale  esalta,  che 
essa  provenga  dalla  differenziazione  di  nna  data  funzione  che  indicheremo  con  z ; 
avremo  dunque 

Vdx  =s  di. 


ovvero  piuttosto 


(*47)- 


Supponiamo  che  V non  contenga  che  x ed  y,  e che  i coefficienti  differen- 
ziali p * vale  a dire  che  si  abbia 


V cs  F 


( x r _4r_  *r\ 

V'r'  dx  ’ dx1)' 


Dii.  di  Slot.  Voi.  VI. 
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P espressione  Vdx,  a motivo  dei  coefficieoli  differenziali  ■ '/ - e ~ J--  che  essa 


JL. 

dx 


£l 

dx1 


contiene,  apparterrà  al  second*  ordine;  arguirà  dunque  lo  stesso  di  dz\  per  con- 
seguenza z dovrà  essere  una  funzione  del  prilli*  ordine,  e non  conterrà  punto  q. 
Così  si  avrà,  differenziandola, 

dz e=  — r—  dx dy  •+■  — - — dp  ....  (i48); 

dx  dy  dp 

mettendo  questo  valore  di  dz  nell’ equazione  (147)1  si  otterrà 

v= -7r(irdx^^rd^-^  *)5 

facendo  pattare  il  divisore  dx  sotlo  la  parentesi,  si  avrà 

dz  dy  dz  dp 

dy  dx  dp  dx  ’ 


V rfl 

'"■ST 


■neltendo  invece  dei  coefficienti  <lilTeretsxi.il i , i loro  valori  dati  dall’  equazioni 
(146),  ai  troverà 


V=-È- 


dz  dz 

-p+'-jt* 


('49)- 


dyr  dp 

Sia  ora 

dV  =M dx  N dy  •+•  P dp  •+■  Q dq (i5o), 

le  equazioni  (147)  0 ( r 4l>)  Cl  somministrano  i mezzi  di  determinare  i coefficienti 

dz  d%z 

M,  N,  P,  Q in  funzione  dei  coefficienti  differenziali  -,  — , *—r  ■ , ec.  A quest’  ef- 

dx  dx * 

fetto  il  valore  M , ricavalo  dall*  equazione  (x5o) , essendo  messo  nell'equa- 

dx 

zione  (14?)  differenziata  rapporto  ad  x,  li  ha 

dx  dx  * 


ai  troverà  egualmente 

dX 

dy 


o N 1 


1 d1z 
dx  dy 


(i5l). 


dX 


Riguardo  a P , il  coefficiente  differenziale  — — , che  ne  è il  valore  , ai  Int- 
iera differenziando  l’equazione  (>49)  rapporto  ape  dividendo  per  dp\  e se  si 
osserva  che  d .uv  — udv-yvdu , ai  avrà 


dX  <Pz  dz 

——  ovvero  P ex  •+■  — ■ — 

dp  dxdp  dy 


d*z 


d%z 

dydp 

dz  dq 
dp  dp 


. . . (i5a). 
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Ora,  il  termine  affetto  da  - — è nullo,  poiché 
dp 


I3si 


d</ 

dp 


d'p 


4 


dp 

dp 

dx 


di 

dx 


d . collante 


dxdp  dx  dx  dx 

e siccome  una  collante  non  ha  veruna  differenziale,  sopprimeremo  il  termine  af- 
dq  , 

fletto  da  -- — , il  thè  ridurrà  il  calore  dell'equazione  (.5»)  a 


P = 


dz 

dX 


d*z  dlz  d*z 

~dldf  ^-dìdJP^-df,ì  ••(l ’53) 


Se,  invece  dei  soli  coefficienti  differenziali  p e q si  avessero  ancora  r,  r,  f,  ec., 
seguendo  il  medesimo  metodo,  si  cederebbe  sopra  1’  espressioni 


dr  di 


dt 


dp  ' dp  ' dp  ' 

e con  una  simile  dimostrazione,  si  proverebbe  facilmente  che  queste  espressioni 
sono  nulle. 

Questo  valore  P può  rendersi  più  semplice;  poiché  l'equazione  ( 1 4 8) , essendo 
differenziata  rapporto  a />,  ci  dà 


dt  d*z  d*z 

dTP^li7^dx^Tty^djr- 


e dividendo  per  dx , si  ha 

i , dz  d*z 

d «—  q — 

dx  dp  dxdp 


ri 

~dprÌp' 


d%z 


<Pz 

dxdp  ^ dp*  ^ ’ 


Questo  valore  messo  in  luogo  dei  tre  ultimi  termini  dell'  equazione  (s 53)  la 
ridurrli  a 


-L~4— 

dx 


dp 


Operando  egualmente  rapporto  a Q,  ai  troverà 


dz 

O =2  — — - _ — u — . 

dp  dx  dx  dq 


± dt-. 


e siccome,  nella  nostra  ipotesi,  la  funzione  a del  prim’  ordine  non  può  conte- 

. dz 

nere  d*x , e per  conseguenza  9,  bisognerò  sopprimere  il  termine  ove  entra  — , 
il  che  ridurrò  il  valore  di  Q a 

V dp 
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riepilogando  quanto  sopra  , abbiamo 


i d*z 

Mc=^ £T-  *T’ 


« , 

dx  djr  * 


</s 

dp  ’ | 


( 1 53). 


Non  si  tratta  più  che  di  eliminare  tra  queste  equazioni  la  fnmione  s,  che  ci  é 
incognita;  ora  considerando  i coefficienti  differenziali  che  vi  s'  incontrano,  ve- 
diamo che  ne  esistono  di  due  sorti  che  sono  comuni  a diverse  di  queste  equazioni  : 

dz  dz 

nuesii  sono  0 — , — i quali  entrano  nei  valori  di  P,  di  N e di  Q.  Cerchia- 

1 dy  dp 

mo  di  eliminare  questi  due  coefficienti  differenziali  Ira  le  nostre  Ire  equazioni: 
per  eseguir  ciò,  osserveremo  che  la  differenziale  di  — - che  entra  nel  valore  di 


N è quella  del  termine  che  si  trova  nel  valore  di  P ; differenzieremo  dun- 

' dr 

que  1*  equazione  che  ha  P per  primo  membro,  e dividendo  per  dx  troveremo 

dP  __i_  dz_  i „ dz 
dx  dx  ' dy  dx1  dp  ’ 

per  conseguenza  sottraendo  da  quest’equazione  la  secouda  dell' equazioni  ( 1 53) , 
otterremo 


dx  dxx  dp 


ci  rimane  ancora  qui  un  termine  che  contiene  *;  ma  1*  elimineremo  con  l'aiuto 
della  quarta  equazione  (i53),  differenziata  due  Tolte,  il  che  ci  darà 


N — 


dV 

dx 


d*Q 

dx* 


(■54). 


Tale  sari  l’equazione  di  condizione  che  dovrà  aver  Inogo,  perchè  V essendo 
una  funzione  di  x,  di  /,  di  p e di  y,  l’espressione  Vrfx  sia  una  differenziale 
esatta. 

In  generale,  se  V è una  funzione  di  x,  di  y o dei  coefficienti  differenziali  p , 
9 , r,  r,  t,  ec. , si  troverà 


N — 


d P 

dx 


d1  Q 
dx% 


d?  R 
«fx» 


d>  S 

dx * 


d‘  T 

«fx‘ 


o . . . (i  55). 
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i63.  Per  esempio,  se  si  avesse  mdx-*-ndy,  raeltendo  quest’ espressione  sotto 
la  forma  [m  np)  d x , la  funzione  V sarebbe  in  questo  caso  eguale  a m-*-np , a 

ai  dedurrebbe 


N 


P< 


dm  dn 
Pc=n, 

-L.dP=J-(-Jn 


dn 


dx 


d^\dxdx'*  dy 


*)-■=• 


dn 

~dr 


Pi 


questi  valori  di  li  e di  — — <iP  messi  nell'equazione  N - — 


<fP  = o,  la  con- 


vertirebbero in 


dm  dn  dn  dn 

dy  dy  P dx  dy  p~°’ 

e riducendo  si  troverebbe 


dm  dn 

dy  dx  1 

che  è 1’  equazione  di  condizione  del  n.°  s5g. 

164  • Quando  una  differenziale  a due  variabili  è totale  la  sua  integrazione  non 
presenta  alcuoa  difficolti , mentre , poiché  si  può  allora  stabilire 

du  _ du 

-t—  =aP,  e -^-dxxaPdx, 
dx  dx 


si  ba,  integrando  quest'  ultima  eguaglianza,  rapporto  ad  x 


ut=  J" P<fx  + Y . . . , (t56) , 

Y essendo  una  funzione  di  y , e tenendo  il  posto  della  costante  arbitraria  che 
bisogna  aggiungere  a ciascuno  integrale. 

Per  determinare  questa  funzione,  prendiamo  le  derivate  differenziali  dai  due 
membri  dell’  eguaglianza  (t56)  rapporto  ad  y e come  se  x fosse  costante,  avremo 

du  _ d dX 

dy  7~y  dy  ' 

, du 

Ora,  poiché  si  ha  — =Q, 


il  che  dò 


djPdx  rfT 

a ■+■  -7—  , 

dy  dy 

*’•  v 'VW»**  . < > — \ 

dy  d f Pdx 
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e,  integrando  quèsl’ ultima  espressione  rapporto  ad  y,  ai  ottiene 

djPdÀ 


Tea  1 dr  \ Q- 

! 

donde  li  conclude  definitivamente 


■jM' 


dy 


L- -y 


(*57), 


dy 

v v * r 

tale  è dunque  l’ integrale  completo  della  funzione  Pdx-t-Qdx. 

«65.  Si  abbia,  per  esempio,  da  integrare  la  funzione  • 
ydx-i-xdy — ixdx , 

per  assicurarci,  prima  di  tatto,  se  questa  funzione  è una  differenziale  totale,  met- 
tiamola sotto  la  forma 

(T-Jx)  dx-hxdy, 

e,  paragonandola  con  la  (>44),  avremo 

P=7-u,  Q=*; 

ora 

rfP  _ d{y—2x)  dy  _ , 
dy  dy  = dy 


dQ 

dx 


dx 

dx 


Così 


ÌL  = JQ--  e conseguentemente,  (y+-*x)dx+xdy  è una  differenziale 

ri  ir 


dy  dx 

totale. 

Ora  per  ottenere  l'integrale,  abbiamo 


j*  Pdxx=>$(y^ix'^dxx=.$ydx— a j"  *dx 
ss  xy — x1. 

d(ay— x*)  _ xdy 

dy  =3*  dy  ^ dy 


Q - 


f JPrfx 


= X X =a  O 


. [oj  =0,  ovvero  ss  costante. 


dunqui 


uszzxy—*3c*  -+-  cosi  ani*. 
166.  L'integrale  (|57)  può  mettersi  sotto  la  forma 

u=;r  + 
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d^Wdx 

dy 


dx , 


eoo  T aiuto  del  quale  possiamo  differenziare  sotto  il  segno  J rapporto  ad  un’al- 

Ira  variabile  differente  da  quella  alla  quale  esso  si  rapporta. 

Questo  teorema  , che  si  deve  al  Leibnizio  , può  dimostrarsi,  con  le  proprietà 
delle  derivate  differenziali  nella  seguente  maniera  ; poniamo 

J Mrfx<=N, 


avremo 

M dxssdti,  e M = 

dx 

prendendo  le  derivate  rapporto  ad  y,  otterremo 


rfM  d*  W 

djr  = dx . dy  ’ 

ma  poiché 

d>X  d*N 

dx  . dy  dy  .dx' 

ai  ba  ancora,  il  che  non  è che  un'  altra  forma  delle  alene  derivale 


dunque 


e,  conseguentemente 


r <f  N - 

1 dVd»- 

L dx  . 

dl-dF. 

~r~ 

dx 

<fM 

rfUTJ 

dy  : 

~ dx 

Integrando  rapporto 


dx  = — — dx . 

dy  dx 

ad  x,  e rimettendo  per  N il  auo  valore,  ai  ottiene 


dx  a 


djMdx 

dy 


167.  Un  secondo  esempio  ci  sembra  adattato 
1'  uso  della  formula  (157). 


a rendere  sempre  più  chiaro 
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Si  ahbia  la  funzione  differenziale 

(ax'-v-y^dx-H  xydy 


porremo 


V*1-^ 

p=^JL,  q, 


*y 


V x*-yyx  y x^H-y* 

e,  per  cominciara  da  assicurarci  se  la  funzione  propoata  è una  differenziale  lo- 

i , , , , . dP  dQ 

lale,  calcoleremo  le  derivate— — , - ; troveremo 
dy  dx 

dP  2(xa-+-y*)y — (a xx-+-y*)y 

dy  ~ v t*v-r*>*  ~ ’ 

d Q (x^-f-y^ly — x*y 

dx 

e,  dopo  le  riduzioni, 


v )s 


dP  dQ y* 

dy  a ir  - 

Eseguendo  perciò  i calcoli  indicati  nella  formula  ( 157),  avremo 


f Pdx  = C^l^.dx 
J J\x%+rl 


r 2x~itx  yJ  dx 

* \xi-t-yA  Vx*-t -y» 

Ora,  integrando  il  primo  termine  del  secondo  membro  con  la  formula  (io3),  ai 
trova 

f J^-y*  r 


y/x^-t-y 


Var*-r-y* 


Cosi,  sottraendo  gl'  integrali  ebe  si  distruggono,  si  ba  solamente 
J"  Pdx  sa  x^ x^-t-y*  . 

Prendendo  la  derivala  differenziale  di  J Pdx,  rapporto  ad  y,  che  è 

rfl 


si  vede  che  il  termine 


'/«*  -, 

V«*-+-yi' 


dy 
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si  riduce  a zero,  e per  conseguenza  che  l'integrale  domandalo  è 

* y/  **  + r*  » 

ovvero  piuttosto 

X yj  x»-*-/1  -+-  C, 


poiché  la  riduxione  a xero  della  funxione  $ d\dy  , prova  che  la  funxione  Y 

non  contiene  variabile,  vale  a dire  che  essa  è costante. 

168.  Si  abbia  per  terxo  esempio 

(Gay—  tVx*+-(3x*  — axy)dy  ....  (i59). 

Paragonando  quest' espressione  a Pdx-t-Qdy,  abbiamo 

6x7— j^e=P,  3x*  — axy=Q. 

Per  conseguenxa , la  conditione  d’ integrabilità  è adempita,  poiché  si  trova 


dP  dQ 

dy  J dx  ' 

integrando  P espressione  (6  xy—y*)dx,  nell’ipotesi  di  y costante  avremo 


$ Pdxas  J (Gx/— y*)dxssix1y—  j^x; 


sostituendo  questo  valore  e quello  di  Q nell’  equaxione  (157),  otterremo 

« = J x*y  —y*  x ■+•  J"  £ 3x*  — a xy  — ^ dy. 

La  parte  affetta  dal  segno  d' integraxione,  eseguendo  la  differenxiaxione  indi- 
cata, si  riduce  a 

/(  3x»  — ìxy — 3x*  -t-  a xy  ) dy  ; 


e,  togliendo  il  segno  d’integrazione,  ai  ha  una  differenziale  i cui  termini  si  di- 
struggono  : segue  da  ciò  che  1'  espressione 


3x*  — 3 xy 


di  3 


x»r— y*xp  , 

dy  , " J **' 


è costante,  poiché  qualunque  quantità  la  cui  differenziale  è nulla,  è costante; 
donde  resulta  che  P integrale  cercalo  è 3xV — ‘y*x-t-  costante. 

169.  Se  non  si  fosse  voluto  impiegare  la  formula  trovata  nel  (n.*  164),  si  sa- 
rebbe potuto  fare  direttamente  il  calcolo  nella  seguente  maniera  : 

S’ integrerà  P espressioue  (i5g) , considerando  y come  costante , e si  avrà 


Pdx  = £ ( Ptxy  — j*)  dx  ■+•  Y , 

Dii-  di  Nat.  Voi.  VI. 
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u = 3xlj' — y*x  •+•  T . . . . (160); 

differenziando  quell'  equazione  rapporto  ad  y , si  otterrà 

du  - j dY 

~ = 3x’_axr+_r; 

du 

-j — non  essendo  altra  cosa  che  il  coefficiente  di  dy  nell'espressione  (159),  ab- 
biamo ancora 

du 


dy 


• ■=  3x*  — 2x y \ 


c/Y 

paragonando  questi  «alori , troveremo  — — =0,  e per  conseguenza  Y=s costante, 

mettendo  questo  valore  nell'equazione  (160),  troveremo 
u r=q  — y3 x ■+•  costante, 

tjo.  Sia  finalmente  la  funzione 

(2y3x-^-3yi)  dx  -+-  ( ìxyy  -4-  yrj’  -t 
se  si  paragona  all’  espressione  PAr-t-  Q dy , si  troverà 

P t=  ìy'x -+- 3/3  , Q =;  a x -t-  y zy*  -+-  fi/3 ; 

c siccome  si  ha 

dP  . dQ 

la  funzione  proposta  è una  differenziale  esatta.  Integrando  Rapporto  ad  x,  avremo 
^ Pdx  c=  j*xa  -4-  Zy*x  •+•  Y , • 


u ==y*x2  *4-  3^*x  4-  Y ; 

differenziando  quest' espressione  rapporto  ad  otterremo 

d(y1x2- f-  3^*x  ) «iY 

<1/  3jr  d/  ’ 

da  un'altra  parte  — - — rappresentando  il  coefficiente  di  dy  nell' equazione  pro- 

* jy 

posta  , avremo  ancora 


'du 

mX 

\dr 


ss  ax’/  ■+"  ‘jx/1  8j^  ; 


du* 

da  questi  due  valori  di  , si  deduce  quest'  equazione 


d (j dx*  -+-  3)^x  ) dY 


dr 


dy 


s a x*jr  -t-  yx/1  -t-8r5 , 
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ed  effettuando  U differenziazione  indicata  rapporto  ad  y , si  ha 

(ì\ 

ax*j-  -t-  9_r>x  -t-  -j—  = a x*y  ■+■  gx/*  -4-  8y* , 


equazione  che  ai  riduce  a 


dunque 


,/Y  = Rr*  • 


Y = J"  Sy'dy  = *y*  •+•  C , 


e per  conaeguenza  1'  integrale  cercato  è 

u -t-3j^x  -+•  ìy*  H-  C. 

Una  semplice  estensione  del  metodo  precedente  basta  per  ottenere  l' integrale 
di  qualunque  differenziale  totale,  q.ialunquo  sia  il  nomerò  delle  variabili  iudi- 
pendenti  della  funzione  primitiva. 

171.  Se  un'equazione  differenziale  fosse  sempre  il  risultamento  immediato 
della  differenziazione  di  un'equazione  primitiva,  la  sua  integrazione  non  dipen- 
derebbe che  da  considerazioni  analoghe  a quelle  del  n.°  164 , ma  il  più  delle  volle 
succede  che  la  differenziale  non  è completa,  ed  allora  siamo  obbligati  a ricor- 
rere alla  separazione  delle  variabili  , la  quale  generalmente  non  può  effettuarsi 
che  nel  caso  in  cui  la  forma  dell'  equazione  differenziale  è una  di  quelle. che  ab- 
biamo esaminate  (n.i  >45,  1 46 , >48)  Sarebbe  dunque  importantissimo  di  poter 
riportate  qualunque  equazione  differenziale  ad  essere  una  differenziale  totale; 
disgraziatamente  questo  problema  non  è solubile  che  in  alcuui  casi  particolari,  e 
siamo  costretti  a far  conoscere  solamente  le  sue  condizioni  generali. 

Differenziando  ('equazione  primitiva 

M 

— =0, 

y 

ai  ottiene  l'equazione  differenziale  immediata,  ( Vedi  DipraazaziALi ), 

, . ydx  — xdy  _ 

y*  ~ ' 

e,  mediante  la  soppressione  del  fattore  y * l’equazione  mediata 
ydx  — xdy  = o. 

Quest' ultima  non  presenta  paia  la  condizione  d’ integrabilità  (145),  poiché  fa- 
cendo P =y  e Q = — x,  si  ba 


d P dy 

dy  “ dy  =' 

nel  mentre  che  questa  condizione  si  trova  necessariamente  nell’  equazione  im- 


dQ 

dx 


dx 

dx 


mediata,  e che  facendo  P<=  ^-1  =a  — , Qs=  — ^ , si  ha 

r^y  y* 

dP _I_  dQ  _ i_ 

dy  y*'  dx  ~~  ~~  y1  ' 
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Si  vede  dunque  che  1*  integrabilità  deir  equazione 
ydx  — xdy  = o 


dipende  dalla  restituzione  del 


fattore  — , 
3 * 


e segue  il  medesimo  di  qualunque  e- 


quazione  differenziale  del  primo  grado;  una  tale  equazione  può  sempre  diventare 
una  differenziale  totale,  col  mezzo  di  un  fattore,  quando  essa  risponde  ad  un'e- 
quazione primitiva.  La  determinazione  di  questo  fattore  è l'oggelto  del  seguente 
metodo  dovuto  all'  Eulero. 

172' Sia  in  generale  l'equazione  Vdx  Qdyzszo,  che  è una  differenziale  esatta 
e * il  fattor  comune,  che  per  maggior  generalità,  supporremo  una  funzione  di 
x e di  y ; avremo 


P =j  Mz,  Q =3  N*. 


Se  si  sostituisce  questi  valori  nell'  equazione  precedente  , il  fattor  comune  c 
sparirà  , e si  avrà 

M dx  •+•  N dy  = o . . . . (1G1). 

L'equazione  Vdx  -+•  Qdy  = o , essendo  per  ipotesi  una  differenziale  esatta, 
avremo 


dV  _ dQ 

dy  dx  * 

mettendo  per  P e per  Q i loro  valori , quest1  equazione  diventerà 

<f\Iz  d'Sz 

dy  dx  * 

e sviluppando,  si  troverà 

M di  sdM  N di  zdfi 

—3 h —7—  » -7--  ■+■  ....  (162). 

dft  dy  dx  dx 


173.  Quando  il  fattor  comune  z è costante, 


zione  (1G2)  diventa 


dz 


dz 

dx 


essendo  nulli,  l’equa- 


dy  dx  * 


e per  conseguenza  la  condizione  necessaria  perchè  P equazione  (161)  sia  una  dif- 
ferenziale esatta,  è adempita.  Ma,  quando  z è una  funzione  di  x edi^,  la  deter- 
minazione di  z dipende  dall1  equazione  (162);  ora  quest' equazione  è più  diffìcile 
a integrarsi  della  proposta , la  quale  non  contiene  che  il  solo  coefficiente  diffe- 


renziale  — - — , nel  mentre  che  P equazione  contiene 

dx 


due  coefficienti  dif- 


ferenziali - e 

«x 


e contiene  tre  variabili  x,  y,  z. 


174-  Se  V equazione  è omogenea,  è facilissimo  determinare  questo  fattore  /poi- 
ché sia  Mdjr+Hdj’sao,  un'equazione  omogenea,  la  quale  diventa  integrabile 
mediante  la  moltiplicazione  di  una  funzione  omogenea  s di  x e di  yy  chiaman- 


Digitized  by  Google 


r 


IN  T 149 

do  u l’ integrale  dell*  equazione  zMdx  -t-zNdj  =x  o,  si  ha 

z Mdx  -t-*Nriy  ss  du  . . . . ( iG3)  ; • 
quest'  equazione  estendo  omogenea,  se  ne  dedace,  ( n ° 157), 
sMx  -e-  zNycs;  nu  ....  (164); 


ora  , se  la  dimensione  di  M è rappresentata  da  m , e quella  di  e da  k , la  di- 
mensione di  uno  dei  termini  zMx,  *Ny  sari  dunque  m-t-d-t-i;  questo  valore 
essendo  messo  invece  di  n , nella  precedente  equazione,  avremo 

sMx  •+-  zN/  = (m-t-i-*-i)«s; 
dividendo  1’  equazione  (iC3)  per  questa,  troveremo 

Mifx-s-Ndy  du  ^ 1 

Mx-t-fty  « m+l+i 

Il  secondo  membro  di  quest’equazione  essendo  una  differenziale  esatta,  deve 
essere  il  medesimo  del  primo;  donde  segue  cbe 


Mx  + S/  ’ 

dev'  essere  un  fattore  proprio  a rendere  integrabile  1'  equazione  omogenea 
Mdx  *4-  N djr  ss  o. 

175.  Se  il  tattor  comune  *,  che  deve  rendere  integrabile  la  proposta  , non  è 


donde  si  deduce 


e per  conseguenza 


integrando,  si  ha 


d a 

* 


dz 

djr 

22:  0 

zd  M 

<*r 

52  ■ 

K dz 

dx 

= Z 

/ 

dm 

_ : 

dy 

d\ 


dx 

/ dM  dN 


dx  . . . Ii65)  ; 


, r/M 


/ a ai  “i'  . 

moltiplicando  per  loge,  cangiando  il  coefficiente  di  loge  in  esponente,  e pas- 
sando ai  numeri  si  trova 

fi-  _ J^L'S 

s = e ^ N V dr  dx  ) dx  ...  . (1G6). 
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Non  si  tratterà  dunque  più  che,  di  moltiplicare  l'equazione  proposta  per  que- 
llo fattore  *,  perché  essa  diventi  una  differenziale  esatta. 

176.  Sia,  per  esempio,  ydx — xdy~ o,  si  ha 

M=r,  N = -x,  — - -Zr  = f, 

per  mezzo  di  questi  valori,  la  formula  (i65)  ci  dà 


Jdz  2 dx 

z J - — X 


donde  si  deduce  , integrando 


log  z = — a log  x log  C = — logx2  -+-  log  C = !og  — -j-  ; 

e passando  ai  numeri  si  trova 


per  conseguenza  I’  espressione 

C [ydx  — xdy) 
x* 


saia  una  differenziale  esatta. 

177.  Possiamo  trovare  un'  infinità  di  fattori  i quali  godino  della  medesima 
proprietà.  Infatti,  sia  z un  fattore  che  rende  esatta  1'  equazione 
Mzr/x  -4-  N zdy  = o ; 

rappresentando  con  u l'integrale  di  quest'equazione,  avremo 


Mzdx  -4-  N zdy  t=  du  ; 

moltiplicando  i due  membri  per  yu  , otterremo 

? u ( Mzdx  -4-  N zdy  ) = yudu. 

La  forma  di  y u essendo  arbitraria  , possiamo  fare,  per  esempio,  yuc=2tta,  e 
allora  2 u?du  essendo  una  differenziale  esatta, 

2uL(Mzdx  -4-  N zdy  )e=;2 u%du 

ne  sarà  ancora  una  ; dunque  il  fattore  2 zu%  avrà  la  proprietà  di  rendere  inte- 
grabile 1'  espressione 

Mdx  -4-  Ndy=o. 

Da  ciò  si  vede  chiaro  che  possiamo  fare  un'infinità  di  altre  ipotesi  sopra  yu. 

178.  Propiniamoci  di  determinare  le  condizioni  d'  integrabilità  della  differen- 
ziale di  una  funzione  di  tre  variabili  x,  y^  s,  questa  funzione  essendo  rappre- 
sentata da  li,  avremo 


r/u=:  Mr/x-+*N<//~h  P dz  ....  (1G7); 

per  conseguenza  , 


N 


du  _ du 

P=-S7 
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Possiamo  combinare  due  a due  quest'  equazioni,  in  tre  differenti  modi  : 

m e 

dx  dy 

a.*4^=M  « 4“-=*F, 


Con  una  dimostrazione  analoga  a quella  che  abbiamo  dato  precedentemente, 
dedurremo  da  quest' equazioni  le  seguenti: 


<f>I 

AS 

dy  ~ 

dx 

dM 

AP 

dz 

dx 

riN 

AP 

dz  ~ 

dy 

In  generale,  z se  vi  sono  n variabili,  si  avranno  tante  equazioni  di  condizione 
quanti  prodotti  distinti  due  a due  possono  dare  queste  variabili,  e per  conse- 
rti*— i ) . . ..  ... 

guenza  equazioni  di  condizione. 

179.  Quando  la  differenziale  du  è nulla,  l'equazione  (167)  si  riduce  a 
Mdz  -4-  N dy  H-  ?dz  » o, 

mettiamola  sotto  la  forma 

dz  = mdx  -+*  ndy  . . • (169) , 

facendo 


Ora,  se  consideriamo  * come  una  funzione  di  x e di  y , potremo  trattare  l’e- 
quazione (169)  come  se  essa  non  contenesse  che  queste  due  variabili;  per  conse- 
guenza, la  condizione  d'integrabilità  equivarrà  a ciò,  che  la  differenziale  di  m, 
presa  rapporto  ad  y , e divisa  per  questu  variabile,  sia  eguale  alla  differenziale  di 
n presa  rapporto  ad  x,  e divisa  per  x.  Per  ottenere  quest'  espressioni,  osserveremo 

dm 

che  la  prima  non  sarà  solamente  - j , ma  dovrà  avere  un  secondo  termine 

proveniente  dalla  differenziazione  della  variabile  z , considerata  come  Funzione  di 

y ; questo  termine  sarà  perciò  rappresentato,  da  . Quello  ebe  ai  dice 

della  differenziale  totale,  presa  rapporto  ad  y,  dovendo  applicarsi  alla  differen- 
ziale totale,  presa  rapporto  ad  x , l'equazione  di  condizione  sarà  nel  caro 
presente , 

Am  dm  dz  da  da  dz 

djr  dz  dy  dx  dz  dx  * 
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Importando , e osservando  che  dall' equazione  (169), 
ti  ha 


dt 

-3—  c=>  m,  e 
dx 


dm  dn  dm 

dy  dx  ”**  di 


Ora  differenziando  1' equazioni  (170),  ti  ha 


P<fM  „ d P 

r M 

dm  dr  <h 

~df  P* 

di' 

dn  P rfx  1 dx 

~ p* 


n 


dm 

dt 


dM  dP 

dt  dt 


dn 
dt 


M 

V ' 


p^L-nÌL 

di  di 

F 


Sostituendo  questi  valori  nell'equazione  (>71)  , riducendo  i due  ultimi  termi- 
ni c sopprimendo  il  denominatore  comune  P*,  troveremo,  cangiando  lutti  i segni, 


, c/M 
dy 


— M 


di' 

~*T 


— P 


rfN 

dx 


-N 


dP_ 

dx 


— R 


dm 

di 


•M 


di 


(•  7a)  ■ 


Tale  è 1'  equazione  di  condizione  che  deve  aver  luogo  perchè  1 possa  conside- 
rarsi come  una  funzione  di  due  variabili  indipendenti  x e y,  vale  a dire  per- 
ché possa  esistere  un’equazione  finita  tra  queste  tre  variabili;  per  conseguenza, 
se  prendiamo  a caso  un’  equazione 

Mdx  -f-  Nafj-  ■+■  Prfxxs  o , 

tra  tre  variabili,  avanti  di  sapere  se  l’equazione  (>73)  è adempita,  non  potremo 
assicurare  che  una  delle  variabili  sia  funzione  delle  due  altre;  vale  a dire  che, 
T equazione  differenziale  proposta  chiama  seco  1’  esistenza  di  una  data  equazione 
Ira  x,  y ex,  ovvero,  in  altri  termini , che  quest’equazione  differenziale  abbia 
un'  equazione  unica  per  integrale. 

180.  Un’equazione  differenziale  a tre  variabili , per  la  quale  l' equazione  (172) 
»ou  sussiste,  era  altre  volte  considerata  come  assurda,  o almeno  come  insignifi- 
cante: il  Mooge  , come  quanto  prima  faremo  vedere,  provò  che  si  era  in  errore. 

(Quando  1'  equazioni  (1G8)  non  sono  soddisfatte,  se  rappresentiamo  con  * il  fat- 
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(ore  proprio  a rendere  Mdx  -+•  Nrfj--t-Pdz  una  differenziale  esalta,  I*  equazioni 
di  condizione  (i<>8)  diventeranno 

diM  _ d\S 

djr  dx  ’ 

d Ì>1  di  P 
di  ^ dx  ’ 


diti  _ rflP^ 

dz  dy  ’ 

effettuando  le  differenziazioni  indicate,  ai  ottiene 


m4L_»4ì+ì(-^_ 

dy  dx  \ dy 

«ii— 

</X  \ 


d\ 

di 


i»  — — 

dy 


Jtì 

W* 


(<7?) 


Se  si  moltiplica  la  prima  di  quest'  equazioni  per  P,  la  aeconda  per  — N,  e 
la  terza  per  M,  e che  si  sommino  insieme,  i termini  che  non  sono  tra  le  pa- 
rentesi ai  distruggeranno;  l'equazione  essendo  divisibile  per  7,  questo  fattore 
spai  irà , e rimarrà 


P 


dii 

ny 


dx  di  dx 


M M M dV 

- M » — M — - — = o ; 

dz  dy 


retullarnenlo  il  quale  non  è altra  cosa  che  V equazione  (172)  , e che  li  ac- 
corda con  ciò  che  abbiamo  detto  sulla  fine  del  n.°  179;  mentre,  perchè  la  pro- 
posta sia  integrabile  con  1*  aiuto  di  un  fattore  à,  bisogna  che,  come  lutti  gli  al- 
tri generi  d'integrazione;  essa  ci  conduca  a un’equazione  unica  tra  x^y  e z, 
condizione  espressa  dall' equazione  (172).  Quando  quest’ equazione  sarà  soddisfalla, 
la  determinazione  del  fattore  \ non  dipenderà  più  che  da  due  delle  tre  equa- 
zioni di  condizione  («73),  poiché  la  loro  combioazione  con  l’equazione  (172)  ri- 
produrrà la  terza. 

Ciò  facilmente  si  verifica;  infatti,  se  si  avessero  per  esempio,  le  due  equa- 
zioni. 


M 


d\ 

dy 

d\ 

dz 


d\ 

dx 


. / <iM  d N \ 

*\w  - tsr)- 

„ , / </N  rfP  \ 

dy  \ di  dy  ) * 


aggiungendo  la  prima  moltiplicata  per  P alla  terza  moltiplicata  per  M,  e »<M  - 
traendo  da  questa  somma  il  prodotto  dell'equazione  (t^^)  pò*  »i  troverebbe 
riducendo,  e sopprimendo  quindi  il  fattor  comune  N , 


M 


d\  „ d\  ,/d M dP  \ 

P_ — -t-((  _ — — 1=0, 

di  dx  V di  dx  / 


che  è la  seconda  dell' equazioni 
Dii.  di  Alar.  Voi.  Vi. 
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1 8 v ■ Esaminiamo  in  qual  modo  si  può  determinare  l'integrale , quando  l’equa- 
zione  (172)  è soddisfalla.  A quest’  effetto , consideriamo  una  delle  variabili , * per 
esempio,  come  costante,  la  proposta  rappresentala  da 

Mrfx+Nd/+Pd*  *=:  o ( 1 74)  » 

si  ridurrà  necessariamente,  io  quest’ipotesi,  a 

M</jr-4-N<ìy = o (*75). 

Se  quest'  ultima  equazione  non  è immediatamente  integrabile,  questo  signi- 
fica  che  è possibile,  che  ciò  provenga  da  un  fattore  comune  che  sarà  scomparso 
dall’ equazione  (174)-  Indichiamolo  con  >,  avremo,  restituendolo  nella  proposta 

ii BWx  + i Prfs * o .....  (176), 

e facendo  1 costante,  quest'equazione  diventerà 


/ M dx  -f*  ).  Ndy  = 0 ( f77)* 

Ora  se,  con  un  processo  qualunque,  si  trova  un  fattore  che  renda  integra* 
bile  l’equazione  (175),  lo  considereremo  come  se  fosse  quello  che  abbiamo  chia- 
mato X;  allora  l'equazione  (177)  diventando  una  differenziale  esatta,  potremo 
ottenere  l'integrale»  che  rappresenteremo  con  V.  Quest'integrale  sarà  ingenerale 
una  funzione  delle  variabili  x,  y , e di  x,  trattata  come  costante;  per  conse- 
guenza essa  dovrà  essere  completata  mediante  una  costante  arbitraria  (n.°  164  )« 
funzione  di  a,  che  indicheremo  con  <f  t\  dimodoché  avremo 


V-f»?  s = o (178)  ; 

differenziando  quest’  equazione  rapporto  alla  sola  variabile  t , si  otterrà 


/ d\  d ? *\ 
(■rfT  * Hr) 


di 


la  quantità  racchiusa  tra  le  parentesi  dovendo  essere  identica  a quella  che  mol- 
tiplica di,  nell’  equazione  (17G),  si  atra  perciò 


donde  si  dedurrà 


) p — 

dX 

d T z 

di 

di 

d\ 

. . <i8o); 

di 

=5/  P 

di 

e siccome  la  lumione  5 . * , che  è stala  dala  dall'integrazione,  non  può  contenere 

d rp  z 

•lire  variabile  che  t,  seguirà  il  medesimo  di  — - — . Dunque,  in  virtù  dell’equa- 

(Il  * 


zione  (180),  bisognerà  aocora  che  IP  — 


rfV 

di 


si  ridura  a uni  funzione  delia 


sola  variabile  2. 

Segue  da  ciò  che  precede,  che  dopo  aver  riconosciulo  che  l'equazione  (172) 
è soddisfatta;  si  considererà  una  delle  variabili  come  collante,  z per  esempio,  il 
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che  ridurrà  P equazione  (i?4)  adequinone  ( j 75).  Si  esaminerà  quindi  se  i due 
termini  possono  diventare  integrabili , moltiplicandoli  |>er  una  quan- 

tità, che  abbiamo  indicata  con  à.  Quando  saremo  giunti  a trovare  questo  fat- 


tore ai  determinerà  V ; i valori  di  à , di  — - — e di  P , essendo  allora  sostituiti 

di 


nell’  equazione  (180),  faranno  conoscere 


dy  z 

‘~oT 


Per  conseguenza,  integrando 


d y z 

— — di,  otterremo  il  valore  di  y*,  che  ai  metterà,  come  quello  di  V,  nell’ e' 

quarione  (178) , il  che  darà  l’ integrale  cercato. 

182.  Si  abbia  per  esempio 


ytdx—xidjr+yxdi  — a (181), 

la  quale  aoddisfà  all’  equazione  (173).  In  principio  ai  tratta  d’ integrare 

yldx  — xldy  es  0 , 

considerando  s come  collante.  Per  eseguir  ciò,  scriveremo  come  segue  que- 
st’ equazione  : 

z{jrdx — xdy)  e=o; 


e osservando  che  la  parte  che  è tra  le  parentesi  diventa  la  differenziale  esalta 
di  — quando  si  moltiplichi  per  — , si  riconosce,  che  nel  caso  presente,  si  ha 

r r * 

1 = 3,  e 

y^  y 

Differenziando  dunque  quest’ ultima  quantità  rapporto  a z sola,  l’espressione 

— — diventa  — . Questo  valore  e quello  di  \ essendo  sostiloiti  nell’  cq  usilo- 
dz  j 

ne  (180),  quest’  equazione  diventerà 

d tp  1 P x 

di  =a  y%  y ' 

e aiccome  P non  i che  il  moltiplicatore  di  di  dell’  equazione  (181) , ne  resti- 
tuiremo il  valore,  ed  avremo 

dft  x x 

~Tz  y ~ y ' 

o' piuttosto 

d<9  t 


dz 


•so; 


dunque  y * = costante. 

Questo^ valore  e quello  di  V convertono  finalmente  l'equazione  (178)  in 


*x  .> 

y 


che  è l’ integrale  della  proposta. 
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1 83.  Prendiamo  per  secondo  esempio  P equazione 


zyd  x-t-x  zdy~\-xyd  z~i~a  z*d  s=:o, 

la  quale  soddisfa  egualmente  alP  equazione  di  condizione  (172).  Integreremo  dun- 
que zydx-\rxidy  , considerando  z come  costante,  ed  avremo 


zxy-h'fZ  s=o (1&2). 

Quest'integrazione  essendosi  effettuata,  senza  che  si  sia  avuto  bisogno  di  re- 
sliluirc  un  fattore,  si  vedq  che  nel  caso  presente  l può  considerarsi  come  eguale 
dV 

all’  unità.  Cosi  V espressione  — - — si  otterrà  differenziando  solamente  il  prodotto 


dV 

zxy  rapporto  a *,  ciò  che  darà  — =x/.  Per  mezzo  di  questa  quantità  e di 

quella  di  P,  che  è rj-Hrza,  l'equazione  (180)  diventerà 

/ 

d v * 


iiz 


- = xy-haz* — xy , 


o piuttosto 


d v z 

— . t 

dz 


:aza, 


moltiplicando  per  dz , c integrando  rapporto  a z,  otterremo 


Hi, 

¥ * — — ■+•  C = o ; 

donde  concluderemo  che  P integrale  cercato  è 

az*  r> 
xyz  H ^ H C. 


i8jj.  Quando  1’  equazione  (172)  non  è soddisfatta,  non  ti  potrebbe  ammettere 
ohe  esista  un'equazione  la  quale,  essendo  differenziata , produca  la  proposta* 
per  conseguenza  1’ equazione  (180),  la  quale  riposa  sopra  quest’ipotesi,  Don  po- 
trebbe sussistere;  questo  è ciò  che  sii  a diventare  sensibile  nel  segueute  eseinpiu  : 
Sia  dunque 

xydx—Lxdy+(i‘—y*)dz  cs  o ; 


un  equazione  la  quale  non  soddisfi  all'equazione  di  condizione  (172).  Esaminiamo 

di  che  cosa  si  compone,  nel  caso  presente,  la  parte  — che  formerebbe 

dt. 

il  secondo  membro  dell’ equazione  (180)  se  quest'equazione  avesse  luogo.  Per  ciò 
considerando  * come  costiate,  avremo 

xydx — zxdj  = o , 

equazione  che  diventa  integrabile  se  si  divide  per  xy\  dunque 
>=—,  « Vc=.r— ilogj-; 
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per  conieguania 


per  valore 


■*-logr. 


Ora,  questa  quantità  estendo  una  funzione  di  tre  variabili  x,y,  t,  non  può 
ridursi  a una  funzione  di  a sola,  come  l’esigerebbe  l'equazione  (180) , se  essa 
avesse  luogo  ; dunque , nel  caso  attuale,  quest'equazione  (180)  non  potrebbe 
sussistere. 

i85.  Sia  ora  M</x-t-N dy-yP r/s  = o no' equazione  differenziale,  per  la  quale 
l'equazione  di  condizione  (>73)  non  si  verifica,  indichiamo  con  X il  fattore 
proprio  solamente  a rendere  integrabile  la  parte  Mdx-t-Kdy,  presa  considerando 
1 come  costante,  e moltiplichiamo  la  proposta  per  qoesto  fattore,  avremo 


X M<#x-+-X  Ndy-f-XPdz  = o («83); 


integrando  la  parte  XMdj+  XTirfy,  nell’ipotesi  di  s costante,  l'integrale  che 
otterremo  potrà  rappresentarsi,  come  nel  n.*  181  , con 


V-+-o*  = o. 

La  differenziale  di  quest’ equazione  essendo  presa  rapporto  alle  tre  variabili, 
non  potremo  concluderne  la  sua  identità  con  l’equazione  («83);  poiché  l'equa- 
zione di  condizione  (173)  non  sussistendo,  ne  resulta  che  l'equazione  («83)  non 
può  considerarsi  come  proveniente  dalla  differenziazione  di  un’altra  equazione; 
e siccome  l’equazione  (180)  riposa  sopra  quest'ipotesi,  si  vede  che  allora  essa 
noo  può  più  esistere  : ma  se  non  è permesso  ammettere  che  la  proposta  pro- 
venga da  una  sola  equazione  differenziata,  quando  l'equazione  (173)  non  sus- 
siste, cangiamo  dunque  d’ipotesi,  e consideriamo  questa  proposta  come  il  risul- 
tamento  di  due  equazioui.  l’reudendo  V -t- o 1 = o per  la  prima , potremo  adottare 
per  la  seconda  uoa  relazione  arbitraria  tra  x,  y et,  purché  però,  congiuntamente 
con  la  prima,  essa  conduca  alla  distruzione  di  tutti  i termini  dell’equazioue  (i83). 
Supponiamo  dunque  che  questa  relazione  sia  quella  che  é data  dall'equazio- 
ne (180),  equazione  che  non  sussisteva  più  quando  si  esigeva  che  essa  soddisfa- 
cesse alla  proposta;  ma,  che  nell’ipotesi  attuale,  é ammissibile,  poiché  é facile 
riconoscere  che  col  concorso  dell'equazione  (>78)  essa  soddisfà  all’equazione  (i83). 

Infatti  differenziando  l'equazione  («78)  rapporto  alle  tre  variabili,  l’equa- 
zione (177)  comincerà  dal  dare  i termini  i quali  provengono  dalla  differenzia- 
zione presa  rapporto  a * e ad  y\  poiché  abbiamo  veduto  che  l'equazione  (178) 
era  1’  integrale  dell'  equazione  (177)  presa  rapporto  a queste  due  variabili.  Si 
aggiungerà  inseguito  ai  termini  così  ottenuti  XMrf-r-t-XJii/y,  quelli  che  proven- 
gono dalla  differenziazione  dell’ equazione  (178),  prete  rapporto  a a,  e si  avrà 
mediante  di  ciò 


XMrfx-t-XNrfr- 


d\ 

dt 


di  - 


di 


“dz  — o. 


Se  in  quest’  equazione  si  pone  in  vece  degli  ultimi  due  termini  i loro  valori 
dedotti  dall’equazione  (180),  otterremo 


X Mrfx  •+,  X N <iy- t-y  P</s  = o; 


Digìtìzed  by  Google 


158 


INT 


equazione  nella  quale  ai  riconoace  la  proposta , e la  quale  è per  conseguenza 
soddisfatta  interamente  dalle  due  equazioni 

V yz  = o y 

4^h-11ì=ip  . . . ( (,84)’ 

a*  dz  J 

impiegate  simultaneamente. 

s86.  Prendiamo  per  esempio  I1  equazione 


ydyn-zdx  sa  dz  ; 

se  si  considera  z come  costante,  il  fattore  proprio  a rendere  integrabile  la  parte 
ydy-i-tdx  , è a ; per  conseguenza  avremo 


aydy-y-azdx—  adz  — o 


(.85); 


quest’equazione  sarà  soddisfatta  dal  sistema  delle  due  seguenti: 
y*-t-2zx-t-y 

(.86). 


-azx  -ì- y z o . . . % 

do  z 


Infatti,  la  prima  essendo  differenziata  rapporto  a tutte  le  variabili,  darà 

aydy-bazdx-y-axdz  ■+.  - dz  = o ; 

dz 


ricavando  da  quest'equazione  il  valore  di  a ydy-i-2zdx , e sostituendolo  nella 
equazione  (.85),  questa  si  ridurrà  a 


d © % 

— axdz — dz — a dz  ss  o , 

dz 


equazione  soddisfatta  da  se  stessa , io  virtù  della  seconda  dell’  equazioni  (.86). 

«87.  L’ equazioni  ( . 8G)  provano  che  la  forma  della  funziona  yzi  assoluta- 
mente  arbitraria,  e che,  per  conseguenza,  se  facciamo,  per  esempio,  fisi1, 
vi  soddisfaremo  ancora  col  sistema  dell’  equazioni 


y*-t-2zx- 1-*>  = o 
a.r-t-3  z’-+-  2 = o 


(187). 


188.  Per  mezzo  di  queste  due  equazioni  tra  tre  variabili  potremo  costruire  una 
curva  a doppia  curvatura  la  quale,  in  tutti  i suoi  punti,  soddisfarà  alla  propo- 
sta; ma,  se  invece  di  prendere  yze=**,  si  prendesse  per  yz  un’altra  funzione 
di  z,  si  determinerebbe  un’  altra  curva  a doppia  curvatura  , la  quale  soddisfa- 
rebbe egualmente  alla  proposta;  donde  segue  che  l'equazioni  (186)  rappresentano 
un  seguito  di  curve  a doppia  curvatura  le  quali  soddisfanno  alla  proposta,  e le 
quali  sou  legale  tra  esse  dalla  comune  proprietà  che  le  loro  equazioni  non  dif- 
feriscono tra  loro  che  per  i termini  rappresentati  da  »z  e da  — — . 

dz 

Per  provare  che  l’equazioni  (.87),  appartengono  a una  curva  a doppia  cur- 
vatura; cangiamo  le  y >n  s,  e le  z in  y,  col  fine  di  situare  gli  assi  coordinati 
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io  un  moilo  più  comodo  per  la  nostra  dimostrazione  ; arremo  le  equaaioni 


z*+*xy+j*=z  o 
= o 


(188), 


Se  la  prima  esistesse  sola,  si  potrebbe,  col  suo  mezzo,  costruire  una  superfi- 
cie curva.  lofatti,  se  per  tulli  i punti  del  piano  delle  x,  che  supporremo, 
secondo  il  solilo,  orizzontale,  eleviamo  delle  perpendicolari  , i valori  saranno 
determinati  per  mezzo  dell'  equazione  (188)  ; e si  sente  che  V estremità  di  que- 
st'ordinale  t costituiranno  una  superficie  curva.  Quando  alcune  di  queste  ordi- 
nate sono  immaginarie  , ciò  è un  indizio  che  la  superficie  non  si  estende  nei 
posti  ove  sussistono  queste  ordinale  immaginarie. 

Se  ora  consideriamo  l'equazione  (189),  si  stabilisce,  con  ciò  solo,  tra  x e y 
una  relazione  che  obbliga  i piedi  dell'  ordinate  * ad  essere  sopre  la  curva  che 
appartiene  all'equazione  (189),  e si  vede  che,  in  questo  caso,  le  estremità  del- 
l'ordinale z non  formano  più  una  superficie,  ma  una  curva.  Il  sistema  di  queste 
ordinale  s costituisce  allora  una  superficie  cilindrica  , la  cui  intersezione  col  piano 
delle  x,  /,  è data  dall' equazione  (189).  Ed  è l'intersezione  di  questa  superficie 
con  quella  che  determina  1'  equazione  (189),  che  forma  la  curva  di  cui  parliamo; 
ed  è evidente  che  questa  curva  è a doppia  curvatura , poiché  si  sa  che  1'  inter- 
sezione di  due  superficie  curve  forma  una  curva  a doppia  curvatura. 

Esaminiamo  ora  la  teoria  delle  costanti  arbitrarie. 

189.  Un'equazione  V =0  tra  xyy  e delle  costanti,  può  considerarsi  come 
l'integrale  completo  di  una  certa  equazione  differenziale  il  cui  ordine  dipenderà 
dal  numero  delle  costanti  che  V = o conterrà.  Queste  costanti  si  chiamano  co- 
stanti arbitrarie , perchè  se  una  è rappresentala  da  a,  e che  V ovvero  una  delle 
sue  differenziali  sia  messa  sotto  la  forma *i  vede  che  a non  sarà  altra 
cosa  che  la  costante  arbitraria  che  darà  l'integrazione  di  df{x,y).  Premesso  ciò, 
se  l'equazione  differenziale  in  questione  è dell'ordine  n , ciascuna  integrazione 
introducendo  una  costante  arbitraria,  bisognerà  che  V=o,  che  si  considera  data 
dall'  ultima  di  queste  integrazioni,  contenga  almeno  n costanti  arbitrarie  di  più 
della  nostra  equazione  differenziale. 

Se  un’  equazione  in  x e in  y noo  contenesse  n costanti  arbitrarie  di  più  del- 
l' equazione  differenziale  dell'ordine  n,  essa  non  potrebbe  considerarsi  come 
l'equazione  primitiva.  Per  esempio  , l’equazione  / = che  ci  conduce  a 

d^r  ...  . 

= Gax,  mediante  due  successive  differenziazioni,  non  è che  un  integrale 

or* 

particolare.  Infatti,  quest'  integrale  si  ottiene  facendo  £ = o e c=o  uell' inte- 
grale completo  , che  è je=axs4*  òx-4-c. 

Osserviamo  ancora  che  non  dobbiamo  considerare  che  come  uoa  sola  costante 
quelle  che  insieme  affettano  una  medesima  potenza  di  x.  Ed  è perciò  che  nel- 
l'equazione ^s=(a-4-ò)  x-4-c , si  conta  a + A per  uno  sola  costante. 

Siano  dunque 


o 


V 
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l' equazione  pr imiti»  di  un'  equazione  differenziale  del  second’ ordioe,  c le  tue 
differenziali  immediate;  potremo,  tra  ie  due  prime  di  queste  tre  equazioni,  eli- 
minare tuccesiiTamente  le  costanti  a e b,  e ottenere 

Se,  tenta  conoscere  t\x,/)=zo,  si  giungesse  a trovare  quest’ equazioni , ba- 
sterebbe eleminare  tra  esse  per  ottenere 

dx 

F(x,r)=°, 


la  qnale  sarebbe  I*  integrale  completo,  poiché  essa  conterrebbe  ie  costanti  arbitra- 
rie a e b. 

190.  Se  si  elimina  la  costante  b tra  la  prima  ddl'equazione  (191)  e la  sua  dif- 
ferenziale immediata , e ohe  si  elimini  egualmente  la  costante  a tra  la  seconda 
dell’ equazioni  (tgi)  e la  sua  differenziale  immediata,  otterremo  separatamente 
due  equazioni  del  secood’ ordine,  le  quali  non  differiranno  punto  tra  esse,  altri- 
menti i valori  di  x e di  y non  sarebbero  i medesimi  nell'  una  1 nell’  ultra.  Se- 
gue da  ciò  che  un’  equazione  differenziale  del  second’  ordine  può  provenire  da 
due  equezioni  differenziali  del  prim’  ordioe , le  quali  sono  necessariamente  dif- 
ferenti, poiché  la  costante  arbitraria  di  una  non  é la  medesima  che  la  Tostante  ar- 
bitraria dell’altra,  (/equazioni  (191)  sono  ciò  che  chiamiamo  gli  integrali  primi  di 
un’equazione  differenziale  del  second’ ordine  che  è unica,  e la  cui  equazione 
primitiva  F(c,j’)  = o é il  secondo  integrale. 

igi.  Prendiamo  per  esempio  l’equazione  ys =ox-+-i,  la  quale,  e motivo  delle 
sue  due  costanti,  può  considerarsi  come  l'equazione  primitiva  di  un'equazione 
del  second’ ordine.  Se  ne  deduce  con  la  differenziazione,  e quindi  mediante 
1’  equazione  di  s, 

dr  dr 

-*r=a'  r==x-dJrH'  (,9a)- 


Questi  due  primi  integrali  dell'equazione  del  second' ordine  che  si  cerca,  es- 
tendo differenziali  ciascuno  in  particolare  , conducono  egualmente , mediante 

<d*r 

1’  eliminazione  di  a e di  A,  all'equazione  unica  ~ = o. 


Nel  caso  in  cui  il  numero  delle  costanti  auperi  quello  delle  eostanli  arbitrarie 
richieste,  le  costanti  eccedenti,  per  la  ragione  ebe  esse  sono  legate  alle  medeaime 
equazioni,  non  conducono  ad  alcuna  nuova  relazione.  Cerchiamo,  per  esempio, 
1' equazione  del  second' ordioe,  di  cui  la  primitiva  é 

y = — a**-t-ijr-+-e  ....  (193); 
a 

differenziandola,  si  ottiene 

- 

-y-.  = flr-t-A (19$). 

dx  J 

L' eliminazione  di  b,  e quindi  quella  di  a Ira  quelle  equazioni  danno  sepa- 
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ratamente  questi  dge  primi  integrali: 

dy  i , 


('9»)- 


' dy  1 . 

jcma  — x - ■ - 4-  — 4ar4-c 
dx  a 


(/«r  • 

Eliminando  — — tri  r equazioni  (igS)  , ai  cade  aopra  1'  equazione  primiti- 
dx 

va  (igS).  Da  up’  altra  parta,  a*  ai  differenzia  ta  prima  dall'  equazioni  (igS),  >i 
trovarti  rul  accado  , , 


d’y 

dx 1 " 


(>96). 


Se  al  contraria  si  fosse  differenziala  la  seconda  dell’ equazioni  (ig5) , si  sarebbe 
trovato  riducendo 


dx * . dx 


k 

iga.  Applichiamo  simili  coosidaraziooi  all'  equazione  differenziale  del  lerz’or- 
dine;  differeuziando  Ire  volle  di  seguilo  1' equazione  F(x,j);=o,  avremo 


’jm  , — v;ay,tiv>  . H -•* 


■v  > 

; «a 


quest' equazioni  ammellendo  i medesimi  valori  par  ciascuna  delle  costanti  aibi- 
Irarie  che  conlieu®  F(x,/)=sO,  posatami  incenerate  eliminare  queste  costanti 
tra  quest’  ultima  e le  tre  equazioni  precedenti , e ottenere  un  resultamento  che 
rappresenteremo  con 


dy_ 

dx  ’ dx% ' 


questa  sari  T equazione  differenziale  del  lerz' ordine  di  F(x,j")  = o,  e dalla  quale 
le  tre  costanti  arbitrarie  saranno  eliminati;  reciprocamente  F(x1tj-)=:o,  sarà 
r integrale  terzo  dell’  equazione  (rgj).  • 

ig3.  Se  eliminiamo  sucoessivimanle  ciascuua  delle  costanti  arbitraria  tra  l’equa- 
zione F(x,/,)c=0  e quella  che  si  ricaverebbe  mediante  la  differenziazione,  otter- 
remo tre  equazioni  del  prim’ ordine,  le  quali  saranno  gl’ integrali  secondi  dell’equa- 
zione (ig6). 

Finalmente,  se  si  elimina  due  delle  tre  costanti  arbitrarie,  con  l'aiuto  del- 
1’  equazione  Ftx.jOsao  e deli-  equazioni  che  ne  dedurremo,  mediante  due  dif- 
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fcreuziazioui  successive , vale  a dire  se  si  eliminano  queste  costanti  tra  le  equa- 
zioni 


' P(*,r)=ot 

F(x’J'r£-)=ao 


. (*9«) , 


potremo  conservare  successivamente  nell’equazione  che  ri  dedurrà  daU'eNminkzione  , 
una  delle  tre  costanti  arbitrarie  ; per  conseguenza  ri  avranno  tante  eqtlazioni 
Quante  costanti  arbitrarie.  Siano  dunque  a,  6,  e queste  costanti  arbitrarie; 
l’ equazioni  delle  quali  parliamo,  considerata. solamente  sotto  il  rapporto  delle 
costauli  arbitrarie  phe  esse  contengono,  potranno  rappresentarsi  come  segue: 

yc  = o,  ^4=0,  ja=  u ('99)- 

Siccome  1’  equazioni  (198)  concorrono  tutte  all’  eliminazione  ebe  ci  dà  una  di 
qnesl’ ultime,  segue  da  ciò,  che  l’eqnaiioni  (199)  saranno  ciascuna  di  second’or- 
dine;  si  chiamano  gli  integrali  primi  deA’ equazione  (197). 

194.  |n  generale,  qn’ equaiione  differenziale  dell’ ordine  n avrà  un  numero 
n d’ integrali  primi , i quali  conteranno  per  conseguenza  i coefficienti  differeu- 

<ty  dn-'y 

ziali  da  —7—  fino  e — — ir  inclusi vamente , cipè  un  nomerò  n — 1 di  coefficienti 
dx  dx—‘ 

differenziali;  e si  vede  che  quando  quest' equazioni  sono  tutte  conosciate,  basta 
eliminare  tra  esse  qoesli  coefficienti  differenziali  per  ottenere  l’equazione  pri- 
mitiva. *■  ’ ; 

195.  Si  sa  che  un  integrale  particolare  pnò  sempre  dedursi  dall'integrale  com- 
pleto, dando  un  valore  conveniente  alla  costante  arbitraria  che  contiene  que- 
st’ ultimo. 

Per  esempio,  se  si  ba  l'equazione 


xdx-\-)  dyx=  dy  x?-t-j-*— -o* ,, 

• ■.  ? 'e.  • 

il  cui  integrale  completo  è 


yH*c  =3  yj  x'+f—c?  ; t t 


e che  per  maggior  comodità,  nei  calcoli , si  faccia  sparire  i radicali  con  l1  eleva- 
rione  al  quadrato,  la  proposta  diventerà  % * 


dr  * 

H-zxy  * =«!•  , 

■ - 1 ' • « 


• Imo),  . 


e'si  avrà  per  I’  integrale  completo  • " 

icy  -h  cx  — x%  - 1-  <1*  = o . . . . (401). 

È certo  che  prendendo  per  c un  valore  costante  arbitrario  cxxia,  si  otterrà 
quest’  integrale  particolare 


a cy  •+•  Sa1  — x1 1 


io, 
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cke  avrà  la  proprietà  di  soddisfate  all’  equazione  proposi*  (aoo)  egualmente  che 
I integrale  completo.  Infatti,  si  ricavi  da  quest’  integrale  particolare 


<ly 

— ' — =3  — ; 

dx  . sa’ 


questi  valori  riducono  la  proposta  a 


ssa 


a 


equazione  eh*  diventa  identica,  sosti  tuvildo/nel  secondo  mendico  il  valore  di  e1 
che  ci  aom ministra,  la  reazione  e: =.aa,  stabilita  tra  le  costanti. 

Per  luogo  tempo  ti  credette  che  questa  propria»*  dell’  integrale  completo  fosse 
generale,  e che  quando  uu'  equazione'  dkftrroiiale  io  x è in  y fosse  data  , non 
si  poteva  incontrare  un’  equazione  finita  tra  la  medesime  variabili,  la  quale  non 
fotte  nn  caso  particolare  dell’  Integrale  completo,  dando,  come  l'abbiamo  fatto, 
un  valore  arbitrario  'ad  una  costante;  «sa  si  riconobbe  finalmente  eh#  ci&  non 
arguiva  sempre,  e I’  Eulero  stesso, in  mia  memoria  pubblicala  vfel  I j56 , consi- 
derava come  nn  paradosso  del  calcolo  integrale  il  fatto  singolare  dell’equazione 


=a*  ....  (aj2), 

la  quale  ha  la  proprietà  di  soddisfare  all'  equazione  differenziale  J200),  e la' quale 
non  è punto  compresa  uel  suo  integrale  completo»  Infatti  , quest’  equazione  es- 
sendo differenziata , dà  xdx=s—ydy\  questo  valore  e qucfto  dì  x'-t-/*  essendo 
sostituii  nell’equazione  (200),  ne  Tannò  distruggere  tutti  i terminile  ciò  non 
ostante  l'equazione  (102)  non  è compresa  nélt*  integrale  completo;  poiché,  qua- 
lunqoe  valore  costante  che  si  dia  a t nell'  equazione  (aoi),m*i  quest’equazione 
potrà  portare  l'equazióne  (202),  poiché  la  prima,  essendo  ' quello  di  una  para- 
bola, non  può,  in  vecun  raso,  diVentare  l’equazione  (aoa)  che  è quella  di  uu 
circolo.  " * 

Quéi  l'equazione  (202),  che  soddisfa  alla  proposta  seni’ essere  contenuta  nct- 
l’ integrale  completo  , ti  chiama  una  soluzione  particolare  o singolare  della  pro- 
posta. Il  Clairaut,  fino  dal  i^,  aveva  Osservato  questo  fatto,  e fi  credette  per 
molto  tempo  che  queste  sorti  di  equazioni  non  fossero  legale  all’ integrale  com- 
pleto; il  Lagrange  fece  vedere  che  ne  dipendevano,  e per  questo  motivo  espose 
la  teoria  che  Svilupperemo.  , . 

196,  Sia  Mifx •+• !<dy  = 0 , un'equazione  differenziale  del  prim' ordinò  di  una 
funzione  di  due  variabili  x epj  possiamo  concepire  quest'  equazione  come  pro- 
veniente dall’  eliminazione  di  una  Costante  c fra  una  certa  equazione  del  Mede- 
simo ordine,  che  rapprescnterenlo  con  mix*-  ndy  xx  o^e  l'integrale  completo 
F('x,.j*,  r)=ao,  che  indicheremo  con  u.  Ora,  siccome  tutto  si  riduce  a prendere 
la  costante  c in  modo  che  l’equazione  JÌfi/x  -+■  Nrfy  = o sia  il  risultamento  deb 
l’ eliminazione,  si  sente  che  è ancora  permesso  dj  far  variare  questa  costante  c, 
purchè-J  Inequazione  M</x  -b  'Nrfj-’eao  abbia  luogo:  in  questo  caso,  l’integrale 
completo  F(x,p,  c)  = o prenderà  una  maggior  generalità,  e rappresenterà  un’  in- 
finità di  curve  del  medesimo  genere*,  che  differiranno  fune  dall’ altre  per  un 
parametro,  vale  a dire  per  una  costante.  Quest’  ipotesi  è ammissibile  , poiché 
quando  l'equazione  Mdx  -*-  Nt/y  = o è data  , è nello  spirilo  dell' analisi  di  non 
rigettare  «erano  dei  mezzi  che  hanno  potuto  dare  quest'  equazione. 

iyj.  Supponiamo  dunque  che  1’  integrale  completo  essendo  differenzialo , consi- 
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derando  e co/ue  variabile,  -si  sia  ottennio 

dy  aa  —r~  dx  ■+■  —j—  de  ...  . (ao3)  , 
dx  de 

equazione,  ebe  per -renderla  più  semplice,  scriveremo  come  segue: 
dy  xxpdx  -+■  qdc.  .....  (2p4). 

È cerio  che  se  p restando  finito,  </dc  è nullo,  il  risullaiuento  dell' dire  inazione 
di  e variabile  tra  F(x,  y,  cjso  e l'equazione  (to4),  sarà  il  medesimo  di  quello 
di  c costante  tra  F(x,  y,  c)  = o e I'  eq ustione  dy—pdx  (questo  risultamcnto  è , 
per  ipotesi,  Mdx-bMdy  =o),  poiché  1’  eq ustione  (aoj) , per  la  ragione  che  qdc 
è nullo,  non  differisce  da  dy~prfx\  ma  perché  *si  posta  avere  qdc  =30,  bisogna 
che  uno  dei  fattori  dr  quest'  equazione  Sia'  nullo,  vale' a dire  che  sì  abbia 


dc  — o,  ostare  y=o. 

Nel  primo  caso,  desso  dà  c = fott  ani  e , come  ciò  ha  luogo  negli  integrali 
particolari  ; non  sarà  dunque  che  il  sccoado  caso  che  potrà  convenire  ad  una 
soluzione  particolare:  ora  , y estenda  il  coefficiente  di  de  dell’  equazioue  (ao3), 
«t  tede  che  f^o  equivale. 


Quest’ equazione  conterrà  e 9 ne  sarà  indipendente  -,  se  essa  contiene  c,  pos- 
sono succedere  due  casi:  u l'equazione  y = o non  conterrà  rhe  c e delle  co- 
stanti, ovvéro  quest’ equazione  conterrà  c con  delle  variabili.  Nel  primo  caso 
l'equazione  y=o  darà  ancora  c = costante , e nel  secondo  raso  tua  darà 
c ~j'  (x  y).  Ben  inteso  che  quest'equazione  contiene  come  casi  particolari  quelli 
in  tisi  si  avesse  c ss J~x.  ovvero  cecfy.  Questo  valore,  essendo  sovlituilo  nel- 
1' equazione  F [x,y,  c Jsa,  la  eangerà  in  un’altra  funzione  di  x e di’y  , la 
quale  sodJìstarà  alla  proposta,  senza  essere  compresa  nel  suo  integrile  completo 
e per  cousegueoza  ne  sara  una  soluzione  singolare  ; ma  si  avrà  un  integrale  par- 
ticolare se  l'equazione  caj\xy  ) , per  mezzo  dell’ integrale  completo  ti  ridu- 
cesse ad  una  costante. 

ii)8.  Quando  il  fattore  y=ao  dell'equazione  ydc  = o non  contiene  la  Costante 
arbitraria  c , ai  conoscerà  se  1’  equazione  7 = 0 dà  luogo  ad  uua  soluzione  parti- 
colare , combinando  quest'  equazione  con  l' integrale  Completo.  In  quest'  ultimo 
caso , ove  g non  contiene  à , possiamo  domandare  come  si  ha  il  diritto  di  egua- 
gliate q — o.  Si  risponderà  Che  il  valore  che  si  è dato  a c nell'  integrale  com- 
pleto determina  1'  eguaglianza  di  q a zero,  infatti , quando  si  ricava  il  valore 
x—fy  dall’ equazione 7 = o,  per  sostituirlo  in  F (x, y, c),  e ottenere:F(j'^/y,c), 
è lo  stesso  che  dedurre  x da  F (x,y,  e)=  o,  e (li  sostituirne  il  valore  in  7.  Per 
conseguenza,  il  risullaraealo  di  quest’ ultima  operazione  tara  ancora  — F (y^fy*c). 
Non  si  tratta  che  di  provare  che  questo  risultamcnto  è eguale  a zero  per  con- 
statare che  segue  il  medesimo  di, 7;  ora  questo  é ciò  che  rha  ^uogo,  considerando 
F [y,fy,  C)  coaie  proveniente  dalla  prima  operazione,  vale  a dire  da  F(x,j-,o)  = o, 
nella  quale  si  sarebbe  messo  per  x il  suo  valore.  Per  esempio  , se  da  7 = 0 si 
deduce  xssM,  e che  si  metta  questo  valore  nell'  integrale  completo  F(x.,j',c)=o, 
si  otterrà 

accostante  =jB;  ovvero  c~fy. 

Nel  primo  caso,  7=0  dà  un  integrale  particolare;  poiché  cangiando  c in  B 
nell’  integrale  completo,  non  si  farà  che  dare  un  valore  particolare  alla  costante 
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coma  egualmente  li  fa  quando  ti  palla  daH*  integrale  completo  a un  integrale 
particolare.  Nel  tecondo  Caio  , al  contrario  , il  valore  fy  introdotto  in  luogo  di 
c,  nell’  integrale  completo,  stabilirà  Ira  r ( / una  relazione  differente  da  quella 
che  areia  luogo  quando  non  ti  faceva  che  sostituire  a c un  valore  collante  arbi- 
trario. Si  avrà  dunque,  in  qneilo  caso,  una  adduzione  particolare.  Qnello  che  ti 
dice  di  y può  applicarti  ad  x.  , 

199.  Succede  alcune  volte  che  il  valore  di  c si  presenta  tolto  la  forma  di 

— : ciò  indica  un  fall  or  comune  che  bisogna  fare  sparire.  Questo  è quello  che 
o 

succede  quando  c non  eolra' che  al  primo  grado  nell’  integrale  completo  uso. 
Infatti , quest’  integrale  è allora  di  queste  loro»  : 


P + cQ  = o 


e con  P e Q indichiamo  delle  funzioni  di  x e dì  y.  Se  differenziamo  quest’ e - 
qaazione  rapporto  ts  *,  a y e a «*,  avremo 

dP  -+>  odQ  •+•  Qdc  =c  o . . . (207);  ^ 

e poiché  le  variabili  contenute  io  P a io  Q sono  x e y , potremo  rappresentare 

4P  con  Sfilar  ■+•  N djr , . 4 » 

c f . • 

dQ  con  mdx  «+•  ndy.  * \ 

^Sostituendo  questi  valori  nell1  equazione  (207),  essa  ci  darà 
M-t-cm  Q 

tir  sss  — •= 1 — ax -r; — de  = 0. 

N-t-cn  N-t-cn 

Nell’ipotesi  di  una  soluzione  particolare,  |l  termine  affetto  da  de  sparisce  e 
ci  dà 


•Quest’ equazione,  U quale  non  può  ridursi,  perchè  Q non  contiene  c,  non  è 
soddisfatta  che  facendo  N -f- c/j  =a  so  , il  che  dà  esso  , ovvero  facendo  Q osto.' 

Il  primo  case  ci  fa  ricadere  sopra  un  integrale  particolare , poiché  tatti  gl’in- 
tegrali di  qnesta  natura  souo  compresi  nei  valori  che  si  danno  a c da  zero  fino 
airinftnito.  Non  abbiamo  dunque,  per  determinare  la  nostra  soluzione  particolare, 
se  essa  esiste,  che  l’equazione  Q = o;  ma  quando  Q=ao,  l’equazione  (207)  si 
riduce  a 

dP  -t-  cdQ  ss  o ; 

se  si  deduce  il  valore  di  c,  e che  si  sostituisca  nell’equazione  (206),  otterremo 

« k 

ovvero  mandando  via  i denominatori 

PdQ  -t-  QdP  ss  o . . . . (208)  ; 

così,  nel  caso  presente,  l'integrale  completo  risso  e la  proposta  Usso  non  sa- 
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ranno  dunque  altra  cosa  che  I’  equazioni  (aof>)  c (a»8).  Si  deduce  dall»  prima 


P 


o 

quello  valore  di  c si  riduce  a — quando  P e Q hauuo  un  tatlor  comune  che 

. , . • 

fa  sparire  un  valore  dato  alle  variabili , e che  meneremo  in  evidenza  facendo 
PcciP'  e QcaÀQ'.  Allora  1’  equazioni  (206)  e (ao8)  diventeranno 


i(P'H-cQ'}».o,  1(PVQ-Q'«W)=0 (aog), 

La  seconda  , che  rappresenta  la  proposta  contiene  per  ipotesi'  dei  termini  in 
dx  e in  dy , i quali  non  possono  trovarsi  che  tra  le  parentesi,  poiché  1,  sotto 
il  rapporto  di  fattore  della  prima  dell’  equaziooi  (aoq);  non  potrebbe  contenere 
che  delle  x e delle  y ; e siccome  l’operazione  delia  differenziazione  tende  a di- 
minuire gli  esponenti  delle  variabili,  bisogna  che  le  variabili  siano  paia  elevale 
nella  prima  equazione  che  nella  seconda,  che  ne  deriva,  e che,  per  conseguenza, 
P'  + cO',  che  non  è comune  con  loro,  Sia  una  funzione  di  * e di  y ; e siccome 
d’all^parte  P'-t-cQ'  contiene  una  costante  arbitraria  c la  quale  non  si  trova  in 
vede  «he  P'-t-eQ'  ha  lutti  ■ caratteri  dèli’ integrale  completo,  e che  >,  al 
contrario,  non  poò  essere  che  un  fattore  estraneo  all’equazione  differenziale. 

aoo.  Applichiamo  ora  questa  teoria  alla  ricerca  defle  soluzioni  particolari,  quando 
1’  integrale  completo  è dato. 

Sia  V equazione 

ydx — xdy=za-Adx*'Jirdf%  . . (aio) , * 


il  cui  integrale  completo  ai  determina  col  seguente  metodo: 

a • • • . • » {(f  . t 

Se  ai  divide  quest’ equezione  per  di r,  e che  si  faccia  si  comincia 


da  ottenere 


y—px^za-J i -+-p* (an); 

\ •- 

differenziando  rapporto  ad  x e a p,  si  ha 

dy — pdx  — xdp—  — ~r~ 

V « -f»p* 

Diserrando  che  dy=zpdx , quest’equazione  si  ridure  a 


xdp-h 


npàp 


50, 


V 1 •+•/' 

e ci  si  soddisfa  facendo  <ip  = o.  Quest’ipotesi  dà 
essendo  messo  nell’equazione  (an),  ci  (a  ottenere 


pxscoUitnle  =c  , valore  che 


r 


ìyj  l -*•  C*  . 


(aia). 


Quest’  equazione  contenendo  una  coslante  arbitraria  c,  la  quale  non  era  nella 
proposta  (aio),  ne  è perciò  l’ integrale  completo. 
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aoi.  Premetto  ciò,  la  parte  qdc  dell’  equazione  (ao4)  ti  otterrà  differenziando 
l'equazione  (aia)  rapporto  « c,  considerata  come  fola  Tariabile;  operando  coti, 
ai  avrà  • 

' acdc 

xdc  + — : — a=  0 ; 

» . » . * yf'  s-t-  e* 

per  conteguenza , il  coefficiente  di  de;  eguagliato  a zero , ci  darà 

’ ' * = 4^— (*.3). 

V t -t-C* 

• ” , 

Per  avere  il  valore  di  e,  eleviamo  quest’  equazione  al  quadrato,  troveremo 

(s-f-c*)x*t=aa*e*; 

donde  avremo 


»»— x*’ 

or — ss» 


V^  = 


•V  a* — x* 

per  mezzo  di  quest’ ultima  equazione,  eliminando  il  radicale  dell’ equazione  (ai 3) , 
otterremo  in  aeguito 

e— ~r=.  (ai 4)-  ' 

• , : - •e~> 

j^Nen  abbiamo  affetto  y lift1  del  doppio  segno,  perché  x e c estendo  di  se- 
gni contrari  nell’ equazione  (ai3),  bisogna  che  aegua' il  medesimo  nell' equa- 
zione (ai4)  J- 


Qóege  valore  a quello  di  yj  i -t-c1,  essendo  meati  neireqoaziene(ata), avremo 


r-*-- 


\/  u* — r* 

donde  ricaveremo 

Va1-*1  V 

equazione  che,  essendo  elevala  al  quadralo,  ni  darà 


y*=ta%— x* (as5); 

e ti  vede  che  quest' equazione  è effettivamente  una  tolniione  particolare;  poi- 
ché differenziandola,  ai  ottiene  dyss  — questo  valore  cangia  P eqoaiio- 
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1WT 


rdx  •+•  — dx  ■■ 

r 


riducendo  «I  medesimo  denominatore , e in  arytù  dell' equazione  (ai 5),  toili- 
luendo  o*  invece  di  x*-yyl , ti  ottiene  axes:  a*.  t 
aoa.  Meli*  applicazione  che  abbiamo  data  dei  principi!  dimostrati  n.*  197  , 
abbiamo  determinato  i)  valore  di  e eguagliando  a zero  il  coefficiente  differen- 

ziale  Questo  procewo  può  alcune  volte  essere  insufficiente.  Infatti  1' equa- 


dyexipdx-^-qdc , 

essendo  messa  sotto  questa  forma  : 

Adx+Brfj'+Cdc  so. 


ove  A , B e C sono  funzioni  di  * e di  y , ne  ricaveremo 

. . . (216), 


, A j C , 

dy  = --dx--de 


B C 

. dx  saa — —dy  — — de 

e ti  vede  che  se  tutto  quello  che  abbiamo  detto  di  y , considerato  come  fun- 
zione di  x,  è applicato  ad  x considerato  come  funzione  di  y,  il  valore  del 
coefficiente  di  de  non  sarti  lo  stesso,  « ebe  basterebbe  soltanto  che  qualche  fat- 
tore di  B distruggesse  in  C un  altro  fattore  differente  da  quello  che  potrebbe 
distruggere  un  fattore  di  A,; perchè  i valori  del  coefficiente  di  de,  nelle  due 
ipotesi,  comparissero  interamente  differenti.  Cosi,  quantunque  bene  spesso  le 


equazioni  — s=o  e 


— =0  diano  per  c il  medesime  valore,  ciò  . non  succede 


sempre.  Ed  è per  questo  thè  quando  avremo  determinato  c per  mezzo  deU’equa- 

dy  dx  , 

zioue  — =0;  non  sari  inutile  vedere  se  1?  ipotesi  di  ~j-«  porti  al^^ndesimo 

resai  tamenlo. 

ao3.  II  Clairaut  fu  il  primo  ad  osservare  una  classe  generale  di  equazioni  ca- 
paci di  una  soluzione  particolare  ; quest*  equazioni  sono  contenute  nella  se- 
guente: 


equazione  che  potremo  rappresentare  eoa 


y = p.r-+-F/> 


<*'7U 


differenziando,  troveremo 


dy  sa  pdx-f-xdp  -4-  dp  ; 
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quell' equazione , a motivo  di  djr  = pdx  , li  riduce 

A Fp 


xdp  - 


dp 


‘>P  — o ; 


c siccome  dp  è fallor  comune,  elsa  può  icriversi  come  segue: 

Si  soddiifà  a quest'  equazione  facendo  il  che  dà  p = cosi  ante  ss  c ; 

per  conseguenza,  sostituendo  questo  valore  nell1  equazione  (317),  troveremo 


y = cx-4-Fc  ; 


quest’ equazione  è 1*  integrale  completo  della  proposta,  poiché  una  costante  arbi- 
traria c è stata  introdotta  nell’  integrazione.  Se  si  differenzia  quest'  equazione 
rapporto  a c,  si  avrà 


(•*¥)*-■ 


per  conseguenza,  eguagli. ndu  a zero  il  coefficiente  di  de,  si  ha  i’  equazione 

dire 
de 


H — = < 


I.  quale,  con  la  sostituzione  di  c nell’  integrale  completo,  darà  la  soluzione  par- 
ticolare. 

2o4-  Abbiamo  veduto  che  un’  equazione  differenziale  del  prim'  ordine 


Mdx-t-Ndj'  = o 


essendo  data , ai  poteva  conaiderare  come  il  risultamento  dell'  eliminazione  di 
una  costante  c tra  l’ integrale  completo  e la  sua  differenziale  yeeepdx , e che  il 
resullamento  era  lo  stesso  come  se,  iupponendo  questa  costante  variabile,  l'eli- 
minazione ai  effettuasse  tra  l'integrale  completo  F(x,j-,c)  = o e dy  ~pdx-i-ydc, 
ma  sotto  la  condizione  che  ai  avesse  fco.  Egualmente,  ae  si  ammette  ebe  l'e- 
quazione differenziale  del  aecond’  ordine. 


M 


£r 

dx* 


o. 


aia  il  resullamento  dell’  eliminexione  di  nna  costante  ebe  ai  sarebbe  fatta  varia- 
re, siccome  si  hanno  in  questo  caso  le  due  equaxioni 

djrt=  pdx  •+■  <jdc  % 

d —ffdm -H-  <fdc  j (s<8), 

si  vede  che  perchè  esse  si  riducano  a 

. dr  ' 

dy—pdx , e a d . — _ c=  p’dx  , 
dx 

bisogna  che  si  abbiano  queste  due  equaxioni  di  condizione 

9 = <».  / = °; 


Dii.  di  Mai.  y0l.  VI. 


ai 
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c che,  per  trovarle,  non  basterebbe  disporre  solamente  di  c,  poiché  ciò  non 
adempirebbe  che  una  condizione;  ma  siccome  I*  integrazione  dell' equazione  del 
sccond'  ordine  ha  introdotto  due  costanti  arbitrarie  nell1  integrale  completo,  si 
disporrà  di  queste  due  costanti,  perche  ('equazioni  qt=ot  ^ = o abbiano  luogo; 
e non  è necessario  avvertire  che  c sarà  una  di  queste  costanti. 

Similmente,  la  determinazione  delle  soluzioni  particolari  di  un1  equazione  dif- 
ferenziale del  terz' ordine,  dipende  dall1  equazioni  y = o , (f  = o,  = o;  e in 
generale,  per  ottenere  una  soluzione  particolare  dell1  equazione  differenziale  del- 
l'ordine nt  son  necessarie  un  numero  n di  equazioni  di  condiziqne: 

?c=o,  /=ao,  /'=  o,  /"=o,  ec (219). 


Mettiamole  sotto  un'altra  forma.  Per  eseguir  ciò,  l1  equazioni  (218)  ci  fanno 
conoscere  che  <f  e <f  non  sono  altro  che  ciò  che  moltiplica  de  nelle  differenziali 

di  j e di  prese  rapporto  a c.  Si  ha  dunque 


y==j£-,  y'^JX-, 

7 de  ' ¥ dxdc  ’ 

e,  in  generale,  si  vede  che  I’  equazioni  (219)  equivalgono  a 


*y 

de 


_fr_ 

dedx 


*'r 

dedx* 


_£*r_ 

* dedx 3 


(220). 


È essenziale  osservare  che  quest1  equazioni  non  possono  aver  luogo  fino  all1  in* 
dy 

finito.  Infatti,  — — essendo  successivameutc  differenziato  rapporto  ad  x nel- 


dy  d%y  <Py 


, ec.,  possiamo  considerare  ■ come  una 


1’ espressioni  —,  — -,  -,  r rfc 

data  funzione  di  x , che  chiameremo  Y ; e,  supponendo  che  x diventi  x-+-A, 
il  teorema  del  Taylor  ci  farà  ottenere  questo  sviluppo 


dX  , d1  Y h% 

— Ah-  i—, 

dx  dxJ  1 . a 


<PX  A* 
dxz  2 . 3 


(22|); 


ovvero,  restituendo  il  valore  di  Y, 

<*r  <?y 


de 


dedx 


fPy  h* 
dedx*  2 


Ora,  talli  i coefficienti  delle  potenze  di  A essendo  nuili  in  virtù  dell*  equa- 
zioni {220),  le  quali,  per  ipotesi,  avranno  luogo  fino  all'infinito,  nc  risulte- 
rebbe che  quando  x diventerebbe  xh-A,  l'equazione  (221)  si  ridurrebbe  al  suo 

primo  termine  Y ; il  che  fa  conoscere  che  in  questo  caso  Y,  cioè  , sarebbe 

de 

costante.  Ma  quando  è costante , c non  essendo  combinato  che  con  delle 
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costanti , l'equazione  — - — e=  o dovrebbe  condurci  a c scostante.  Si  vede  dun- 
dc 

que  che  allora  la  soluzione  particolare  si  cangerebbe  in  uo'integrale  particolare, 
il  che  non  supponiamo. 

Resulta  da  ciò  che  precede,  che  T equazioni  (220)  non  possono  aver  luogo 
fino  all1  infinito;  ed  è sopra  quest'osservazione  che  riposa  la  soluzione  di  quel 
problema  importante  risoluto  dal  Lagrange  , ed  al  quale  si  faranno  subire  alcune 
modificazioni:  Un'  equazione  differenziale  del  prim'  ordine  essendo  data , tro- 
vare, senza  ricorrere  all'  integrale  completo , la  soluzione  particolare  che 
essa  può  avere.  Sia  u l' integrale  completo  che  sarà  una  funzione  di  x , di  y e 
«li  una  costante  arbitraria  c;  la  differenziale  di  u sari  rappresentata  da 


mdx-^-ndy  = o (222), 

mettiamola  sotto  la  seguente  forma: 

m 

1 ly  = dx (aa3). 

a 


Nel  caso  del  quale  ci  occupiamo,  si  considera  che  quest1  equazione  abbia  con- 
servato la  costante  arbitraria;  (osserveremo  che  se  l'integrale  completo  non  con- 
tenesse la  costante  arbitraria  che  al  primo  grado,  e in  un  termine  della  forma 
oc,  essa  sparirebbe  mediante  la  differenziazione,  e V eliminazione  di  c sarebbe 
impossibile;  ma  allora  q essendo  costante,  la  proposta  non  comporterebbe  solu- 
zioni particolari);  per  conseguenza,  potremo  eliminare  questa  costante  tra 

dy  = — — dx  e cic=o.  Ricavando  dunque  dall1  equazione  (222)  il  valore  di  c in 


dy 

funzione  di  x,  di  y e di  — — , otterremo 

dx 

(quattone  che,  per  abbreviazione,  scriveremo  come  segue: 

e s=9 (*24)- 

Queslo  valore  essendo  messo  nell’  equaiioo»  u = o,  avremo  un' equazione  del 
prim' ordine,  che  indicheremo  con  Usao,  o piuttosto  con 

Mdjr-t-Nrfy  = o ; 

premesso  ciò,  se  differenziamo  U5=o,  rapporto  alle  Ire  variabili  x,y  e ?,  ot- 
terremo 

dV  . dV  , dV 
— — dx  ■+•  — — dy •+•  — — »»  = o; 
dx  dy  dy 

e perchè  y non  varia  che  a motivo  del  valore  arbitrario  che  si  dà  ad  x , pos- 
siamo scrivere  quest'equazione  come  segue 

/ dV  dU  dy\  dV  , . 

C - 17  UT)  d*  **  ' T7  J * ' ° <aa5>- 
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Ora,  te  facciamo  attenzione  che,  in  una  funzione  di  due  Tariabili,  il  primo 
termine  della  differenziale  si  ottiene  considerando  una  di  queste  variabili  come 
costante,  e facendo  variare  l’altra,  si  riconoscerà  che  nell’equazione  (aa5) , la 
quale,  sotto  un  certo  punto  di  vista,  non  contiene  che  due  variabili,  x e y 
(poiché  y si  tratta  coaie  funzione  di  x ),  y è costante  nel  Icrmioe 


/ dV 

WT 


dV  dy  \ 
dy  dx  / 


i Ix. 


Questo  termiue  non  è che  la  differenziale  di  u presa  rapporto  alle  variabili 
x e /,  e nella  quale  il  segno  y sarebbe  sostituito  a c.  Ora,  questa  differenziale 
è data  dall' equazione  (222):  e,  siccome  il  secondo  membro  di  quest’ equazione 
c’  indica  che  la  distruzione  di  tutti  i termini  deve  operarsi  nel  primo,  indipen- 
dentemente da  c,  si  sente  che  sarà  il  medesimo  quando  y terrà  il  posto  della 
costante  arbitraria  e.  Segue  da  ciò  che  la  parte  che  è racchiusa  tra  le  parentesi 
nell' equazioni  (226)  dev’essere  iJenlicamente  nulla,  e che,  per  conseguenza, 
quest’equazione  si  riduce  a 


(226) , 


equazione  la  quale  è soddisfatta  facendo 

j rfD 

dfc=o  ovvero  — — = 0 

dy 


\ 

(*»7) ; 


e poiché  non  é che  per  abbreviazione,  che  noi  abbiamo  posto  y invece  di 
, si  vede  che  Is  prima  dell’ equazioni  (227)  equivale  a 


d t(sx'r,’^r)~° <aa8)’ 

e per  conseguenza  é un’equazione  differenziale  del  second' ordine.  Quest'equa- 
zione, essendo  integrata,  ci  dà 


costante  ....  (229). 


Da  un'altra  parte,  la  proposta  lI=o  sussiste  tra  le  medesime  variabili  x. 


y e 


dy_ 

dx 


. Ecco  dunque  due  equazioni  del  prim’  ordine  di  una  stessa  equazio- 


ne (228)  del  secondo;  per  conseguenza,  eliminando  tra  esse 


dy 

dx 


si  otterrà  una 


funzione  di  x e di  y e della  costante  arbitraria  c contenuta  nell’equazione  (129). 
Il  rcsultameulo  di  quest’operazione  sarà  perciò  ( n.°  189)  l’integrale  completo. 
Per  effettuare  l’eliminazione  di  coi  ti  tratta,  basta  mandar  via  solamente  y 
dall’equazione  l!=so  con  l’ aiuto  dell’ equazione  y — costante  ; poiché  allora  lutti  i 

(/*•  m 

termini  — cuntenuti  io  e i quali  non  esistono  altrove,  sparirannuo  dal 
dx 

risultàimenlo.  Ciò  si  riduce  evidentemente  a cangiare  o in  c nell'  equazione 
U=so,  il  che  ci  fa  ricadere  sopra  u = o. 
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• • • rfy 

Se  1'  eliminazione  di  — — tra  I'  integrale  del  secondo  fattore  dell’  equazio. 


ne  (aaC)  e la  proposta  U = o ci  riporla  all’ integrile  completo,  con  faciliti  ri- 

dy 

conosceremo  che  T eliminazione  di  — — tra  Uso  e l’altro  fattore  dell’ equa- 

dx 


zione  (226)  ci  condurce  alla  soluzione  particolare. 


Infatti , se  si  elimina  — — - Ira  U co,  e = o , si  oomincia  dal  vedere  che 

dx  dy 

non  s'introduce  costante  arbitraria  uel  resnltamenlo , come  con  la  precedente 
operazione,  atteso  che  ip  questo  caso  1'  eliminazione  si  effettua  senza  che  s’ in- 


tegri preliminarmente  --  — . Segue  da  ciò  che  l'eliminazione  di 

ti  y dx 


tra  queste 


due  equazioni  differenziali  del  prim1  ordine  non  può  condurci  all'  integrale  com- 
pleto, il  quale  necessariamente  contiene  una  costante  arbitraria.  Per  procedere 


1 . . dy 

a quest'eliminazione,  osserviamo  che  essa  si  riduce  a quella  di  9,  poiché 


non  trovandosi  in  nessun' altra  parte  che  io  ?,  sparirà  dal  resultamelo  con 
e siccome  questo  resullaroento  non  couserva  alcuna  traccia  da  y , il  quale  entra 
^ per  tutto  ove  entrava  c,  si  conosce  che  ciò  si  riduce  a eliminare  c tra  u s=o  e 

du  dV  .• 

— - — = 0;  le  quali  sono  ciò  che  diventano  Ubo  e — - — = o , quando  vi  si  can- 
ne dy 


già  y in  e.  Ora, 


— - — essendo  il  coefficiente  differenziale  di  rfc,  si  vede  che  l' eli- 
de 


. . du 

minaziooe  d»  c tra  u e — =0 , 


è esattamente  l'operazione  che  si  eseguisce  per 


giungere  ad  una  soluzione  particolare. 

Cerchiamo  ora  a soddisfare  alla  condizione  espressa  dalla  seconda  dell'  equa- 
zioni (227).  Per  eseguir  ciò,  se  invece  di  y sostituiamo  il  suo  valore  dato  dal- 
r equazione  (224),  otterremo 


. . . (23o). 


Non  si  vede  subito  come  si  possa  eseguire  questa  differenziazione  rapporto  a e, 
il  quale  esseodo  stato  elimiuato  da  U non  deve  trovarsi  in  dii;  quest'elimina- 
zione di  c ci  ha  solamente  insegnato  che  U è una  funzione  di  xy  di  y e di 


— — >,  e che  per  conseguenza  </U  non  può  essere  che  di  questa  forma: 


P dx  -+•  Q dy  4-  IW . = o . . . . (z3i) , 

dx 

ma  se  c non  è in  evidenza  in  questo  valore  di  d\}  , ci  esiste  almeno  io  una 
maniera  implicita;  poiché  sappiamo  che  y è una  funzione  di  x e di  c,  e che, 


Digitized  by  Google 


174 


I NT 


per  conseguenza  , djr  c d.~-~~-  debbono  tenere  il  posto  dei  seguenti  valori 


j *-**&+  *** 

f/x  dx*  dxdc  J 


Nell'  ipotesi  di  c costante,  questi  valori  si  riducono  a 


e a 


a.*L  = Zrdx, 


dx 


dx* 


cquaiioni  i cui  secondi  membri  esprimono  la  condizione  espressa  che  la  diffe- 
renziazione sia  presa  rapporto  ad  x solo,  condizione  che  tacitamente  ammettia- 
mo nell' equazione  (a3i),  quando  vi  supponiamo  c costante;  ma  quando  c è va- 

dy 

riabile,  bisogna  mettere  nell' equazione  (a3i)  i valori  di  dj  e di  d . — - — , dati 


dall' equazioni  (a3a),  ed  avremo 

"'’3” 

Ecco  ciò  che  diventa  rfU  qnaudo  si  considera  c come  variabile,  e si  vede  che 
si  ha 


de  de  dxdc 


w- 


Presentemente,  se  si  passa  all' ipolesi  (li  una  soluzione  particolare,  si  ha,  in 
</U 

tirili  dell’  equazione  (23o) , - ■ = o , il  che  riduce  1’  equazione  precedente  a 


Q 


ày_ 

de 


dxdc 


. . . (a35). 


Se  ora  ti  suppone  che  quest'  equazione  non  contenga  quantità  trascendenti , 
e che  si  sia  atuto  cura,  nelle  susseguenti  operazioni,  di  liberarsi  dai  radicali 
mediante  1'  elevazione  a diverse  potenze,  e ancora  dalie  frazioni  , le  quantità  P 
c Q che  contiene  1'  equazione  (a3i)  non  potranno  diventare  infinite.  Ciò  pre- 


■nesso  , — = — essendo  nullo  in  virtù  dell' equazione  (2o5) , che  esprime  la  con- 
dc 


dizione  della  possibilità  dell' esistenza  di  una  soluzione  particolare,  si  vede  che 
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r equazione  (a35)  »i  riduce  a 


11 


■ Pf  »• 

17.* 


ora  , possono  succedere  questi  due  casi  : o — ■ è ancora  nullo,  ó non  lo  è;  in  questa 

da 

seconda  ipotesi,  è dunque  il  fattore  H il  quale,  diventando  nullo,  soddisfa  al- 

d*Y 

r equazione  (23G);  ma  se,  al  contrario,  — — è nullo,  l'equazione  (235)  è io*l- 

dx * 

disfatta  indipendenleiueule  da  Q e da  K , e per  conseguenza  Q ed  R possono 
conservare  valori  finiti.  Guardiamoci  non  ostante  dal  concludere  che  II  non  e 
nullo;  poiché  se,  trattando  y come  una  funxione  di  x , li  differenzia  I1  equa- 
zione (a35)  rapporto  a questa  variabile  iudi pendente  x , si  trova 

n dtr  . 

dxdc  \ dx  ) 


d?xdc 


dt\ 


Osserviamo  che  ciò  che  si  rappresenta  in  una  maniera  abbreviata  con  — — >/.c 


dQ 

e con  — ; — d x , equivale  a 
dx 


/ r/R  rfR  dy\ 

C -dT  + nyizrr* 

( <*Q  dQ  dy_  \ 

\dj  dT  dx  ) 


dx. 


Le  quantità  -2Ì2. — e es»endo  nulle,  e i loro  coefficienti  nou  polendo 

dxdc  dx 

diventare  infiniti  mediante  l'osservazione  fatta  rapporto  all'equazione  (a35),  ne 

d*y 

resulta  che  l' equazione  (237)  si  riduce  a R ^ -j—  = 0,  e,  per  conseguenza  , 

d*y  , d*y  e 

di  Reso,  quando  — — noo  è nullo.  Se  al  contrario,  - ' — = o , fosse 

1 dxxdc  d*xdc 


d'y 


d'f 


nullo,  si  proverebbe  egualmente  che  si  avrebbe  E ~gpxJ^  = 0 > e c^e  ^ 

dovrebbe  esser  nullo  perchè  K nou  lo  fosse.  Continuando  questo  medesimo 

d?r 

ragionamento  , si  cade  alla  fine  sopra  un  coeffiicienle  differenziale  — nj.J^ 

il  quale  non  sarà  nullo,  perchè  è stato  dimostralo  che  I’ equazioni  (220)  non  po- 
tevano aver  luogo  fine  all'infinito.  Resulta  da  questa  dimostrazione  che  E,  la 
quale  conserva  sempre  il  medesimo  valore  , essendo  nulla  in  un  caso  lo  è per 
lutti.  Ma  poiché  Rè  uulla , I'  equazione  (a3i),  messa  sotto  questa  forma 


dx 


R 


dx » 


,(»38), 


\ 
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INT 


P+Q 


'iy 

dx 


■ (>3g). 


Da  ua'  altra  parte»  la  medesima  equazione  (a38)  dandoci 

£r_ 

rfx» 


si  vele  che,  nella  nostra  ipotesi  di  una  soluzione  particolare,  1’  equazione  (a3f)) 

o 

e il  valore  di  R che  è nullo,  riducono  quello  di  - ■ a — . 

dx*  o 

Resulta  da  questa  teoria  che,  nel  caso  io  cui  una  aoluziooe  particolare  può 
</U  / t. 

esistere,  si  ha  l’equazione  ~-^--=xo,  f abbiamo  veduto  che  l'equazione  U = o 

non  era  altra  cosa  che  la  proposta , considerata  come  reto  Uà  mento  dell1  elimina- 

dV 

zione  di  c\  quanto  a quella  di  — ^ — =a  o , essa  ci  dice  solamente  che  i termini  i 

quali,  in  questa  proposta,  provengono  dalla  variazione  della  costante  arbitraria, 
\ dU 

sono  nulli.  ] c che  quest’equazione  — - — = o porta  la  necessità  che  il  valore  di 
/ de 

si  riduca  a — . I due  termini  di  questa  frazione,  vale  a dire  il  nomerà- 
dx 4 o 

• • • « f/V" 

torc  e il  denominatore  di  quella  che  è il  valore  di  , eguagliali  a zero,  ci 

daranno  due  equazioni  le  quali,  se  si  accordano  con  Uso,  daranno  la  folti- 
zinne  particolare. 

Prendiamo  per  esempio  l'equazione 

«’trw wo), 

elevando  al  quadrato  • riducendo,  faremo  sparire  il  radicale  ed  avremo 

diflereuziando,  considerando  dx  come  costante:  si  ottiene 
d*y  xdx-\rydy 

dx * (x*— c*)dy — xydx' 

eguagliando  i due  termini  di  quella  frazione  a zero,  e dividendo  per  dx,  avremo 

x+y£-=zo,  xr  = o....(  a4«); 

eliminando  - -J-j-  Ira  quest' equazioni , e sopprimendo  inseguito  il  fallor  comune. 
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«i  troverà 


e siccome  quest  equazione  soddisfi  alla  proposta,  si  vede  che  essa  è on  inte- 
grale particolare. 

Cerchiamo  di  riconoscere  ancora  se  I'  equazione 


dx* 


comporta  una  soluzione  singolare.  A quest’ effetto , cominceremo  dal  fare  sparire 
il  radicale,  elevando  i due  membri  al  quadrato,  e riducendo  si  trova 


r'-**r 


o; 


e,  differenziando,  verrà 


£l 

dxx 


o ... 

Quest’  equazione  si  riduce  a — quando  x=  o ; ma  quest  ipotesi  non  so* 


Idi- 


, facendo  alla  proposta  non  può  condurci  ad  una  soluzione  particolare. 

Conformemente  all’osservazione  che  abbiamo  fatto  per  1’  equazioni  (ai6),  non 
bisognerà  limitarsi  all’  ipotesi  di  y funzione  di  x ; ma  supponendo  quindi  x fun- 
zione di  y , si  cercheranno  le  soluzioni  particolari  che  possono  darsi  eguaglian- 

cPx 

do  s zero  il  valore  di  . 

«7 

Una  soluzione  particolare  operando  la  diatruzione  scambievole  dei  termini  del- 
1’  equazione  differenziale  alla  quale  essa  appartiene,  non  è che  un  fattore  che  pos- 
siamo mettere  in  evidenza  con  1’  aiuto  di  una  trasformazione.  Abbiamo  veduto , 
per  esempio,  ebe  — cr“ znx1 , era  la  aoluzione  particolare  dell’equazione 


(xdy-¥ydyf—  dy » (x'+r'— a*) (»4>)  i 


se  facciamo  x'-hy1 — , avremo 

xdx-e-ydy  =s  zdz\ 

sostituendo  questi  valori  nell’  equazione  (a4a)  < ***“  diventerà 
*»(ds»  — dy*)  ss  o ; 

il  che  prova  che  effettivamente  la  soluzione  particolare  rappresentata  da  z1  è un 
fattor  comune  della  proposta. 

Un’  altra  proprietà  delle  soluzioni  particolari  è di  far  diventare  infinito  il 
fattore  che  rende  la  proposta  una  differenziale  esatta.  Per  dimostrarlo,  mettere- 
mo l’ integrale  completo  sotto  una  forma  uxacostante.  Un  valore  che  aoddisfa- 
cesse  a quest’ equazione  dovrebbe  perciò  djre  du  — o,  perchè  la  differenziale  di 
una  collante  è nulla.  Reciprocamente  qualunque  valore  che  non  aoddisfacesse  a 
uxx  costante  non  può  dare  du= so;  ora,  quest’ultimo  caso  è esattamente  quello 
di  una  soluzione  particolare  la  quale,  perché  essa  uon  soddisfa  all’integrale 
Dn  di  Mal.  Val.  VI.  *3 
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completo,  non  potrebbe  operare  la  distruzione  scambievole  dei  termini  di  cui 
si  compone  la  sua  differenziale  immediata;  ora,  questa  differenziale  immediata 
non  è altra  cosa  che  >.  -r-  Ndy  ).  Bisogna  dunque  che  la  soluzione  partico- 

lare non  possa  rendere  eguale  a zero  il  secondo  membro  di  quest*  equazione  : 
) (Mc/or-f-Ndy)  ss  du  ; 

ovvero,  ciò  che  equivale  al  medesimo  della  seguente: 

^ Indichiamo  coi!  la  differenziale  totale  di  a presa  considerando  x come  va- 


riabile indipendente,  per  non  confondere 


^U\  col  coefficiente  differenziale  4-*, 
dx  dx 


il  qoale  suppone  che  tutte  le  altre  variabili,  eccettuato  x,  siano  considerate  come 
costanti  in  queste  termine.^ 

Si  deduce  da  quest’  equazione 


d(“) 

dx 


M-t-N 


dr 

dx 


(=*43); 


ma,  per  la  sua  natura,  la  soluzione  particolare,  quantunque  non  soddisfaccia 
all’ equazione  '>  ( M-+-N  , soddisfa  ciò  non  ostante  a questa, 


M-+-N 


dr 

dx 


vale  a dire  ne  rende  nollo  il  primo  membro.  Ciò  riduce  dunque  1’  equazio- 
ne (a<}3)  a 


d(>‘) 

dx 


Per  esempio,  P equazione 

xdx-rydytssdy^J  x1-*-/1— a1  ....  (a44) , 


diviata  una  differenziale  esatta  quando  si  moltiplica  per  — — ■ c dà 

yj  x^-hy* — a* 


xdx+ydy 


— ~dY\ 


Vi- 
coli si  vede  che  la  soluzione  parlicolare  x1-T-y‘1  — a'  ~ o rende  il  fattore 

I 


V x*-i -y*—a* 


infinito. 
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ao5.  La  formula  generale  dell' equazioni  differenziali  del  second' ordine  a due 
variabili  è 


•'(**£'£)- 

Non  cercheremo  d’integrare  quest' equazione  in  questo  grado  di  generalità  j ma 
beni)  esaminiamo  come  ai  pnù  trovare  1'  integrale  in  alcuni  casi  particolari. 
ao6.  Cominciamo  dal  considerare  l' ipotesi  in  cui  si  abbia 


r(x  Jr_  £l\ 

A ’ dx  ' dx1  ) 

• or 

per  integrare  quest'  equazione  si  fari  ~~ 

dx 


(a46) ; 


dy  J*r  dp  . . , 

==p  , ■ , =a—; — , e essa  si  ridurri  a 

ox*  dx 


^(x,p,7r)=so  • • • • • (a4,)- 

Se  quest'  equazione  pul  integrarsi , e che  se  ne  ricavi  p=sX,  otterremo  fa- 
cilmente  il  valore  di  y,  poiché  1' equazione  ■ ■ — = p dandoci  y=x  jpdx , se  si 


sostituisce  in  quest’equazione  il  valore  dip,  ai  avrà  y ss  J \dx\  ma  se  l'equa- 
zione (34?),  in  luogo  di  dare  il  valore  di  p in  * , desse  quello  di  * in  funzione 
di  p,  in  modo  che  si  avessse  xt=P  , integrando  per  parti  dyz=pdx , ti  comin- 
cerebbe  da  avere 

yzxpx—jxdp-, 

mettendo  in  quest'  equazione  il  valore  di  x,  si  troverebbe 

y=px—jPdp. 

20;.  Consideriamo  ore  il  caso  in  cui  si  abbia 


1 


dy  d'r  y 
dx  ’ da?  ) 


(348). 


Facendo 


dy 

dx 


d*r 

b/ì,  si  troverebbe  ^ % ■ 


dp 

dx 


e sostituendo  invece  di  dx 


il  suo  valore  , quest'  equazione  diventerebbe 


<lxy  pdp 

dx*  dy 


tÌY 

mettendo  questi  valori  di  — e di 
dx 


*y_ 

dx% 


nell'equazione  (348),  essa  si  convertireb- 


be in 


f(*,Pidy,dp)!=o-, 

se  quest’  equazione  può  dare  p Y , si  sostituirà  questo  ralore  nell'  equazione 
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dx 


<b 

P 


e integrando  si  otterrà 


se  ai  contrario  y si  determina  in  funzione  di  p y e che  si  abbia  per  conseguenza 

dy 

,y:=P;  per  avere  x , s'integrerà  per  parti  V equazione  dxss. • , e si  avrà 


e sostituendo  in  quest'equazione  il  valore  di  /,  si  troverà 


e avendo  integrato,  si  eliminerà  quindi  p per  metto  dell' equazione  /aP. 


d*y 

ao8.  Quando  I’  equazione  (a(5)  non  contiene  con  — - • che  una  delle  tre  quan- 


tità t xy  t yy  abbiamo,  nel  primo  caso, 
dx 

dy  d*y 


s(£Sh° W* 


dy  d1y  dp 

facendo  —f—t = d,  e per  conseguenza  — — — —f—  , n sostituiranno  quelli  Ta- 
na: dx  dx 


lori  e rerrà 


Si  deduco  da  quell’  equazione 


Kp'^r)=0- 


-£--p 


(a5o) , 


e per  conseguenza 


3 J"T"  ’ ’ • • ,a5,>- 


• dv 

Da  un'altra  parte  I'  equazione  — — = p , ci  dà 

dx 


y = j pd*\ 

e sostituendo  il  talore  di  dx , dato  dall’ equazione  (a5o) , si  ottiene 

<*•>• 

Quando  avremo  integrato  V equazioni  (a5i)  e (25a),  si  eliminerà  tra  esse  la 
quantità  p per  avere  un’  equazione  ili  * e in  y. 
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(l*Y  m ( 

200  Nel  caso  in  cui  -■  ■ non  si  trovi  combinato  che  con  una  funzione  «li 
y dx * 


si  ha 


£L=x- 


moltiplicando  per  dx  e iotegraodo,  ai  trova 

= ( Xdr  -+•  C ; 
dx  J 

rappresentando  con  X'  l’integrale  indicato  io  quest’  equazione,  si  ha 


dx 


X'-S-C; 


moltiplicando  di  nuovo  per  dx  , e integrando,  ai  ottiene 
ja=  X'dl-taCx-t-C'. 


aio.  Finalmente,  quando  -*  *—  è dato  io  funzione  di  f , ai  tratta  d’ integrare 
dxr 


1’  eq  ustione 


di* 


= Y. 


Per  giungerci,  si  moltiplicherà  questa  per  a df,  il  che  darà 

il  primo  membro  esseodo  composto  come  la  differenziale  di  x2,  % si  troverà , in- 
tegrando 

g._/.T+*-e, 

e ricavando  la  radice  quadrata  , si  otterrà 


donde  si  dedurrà , mediante  una  nuova  integrazione 

y/C+ljl  dj 

au.  Ilo’ equazione  differenziale  tra  due  variabili  x e y , è liucare  quando 
1’  espressioni 

dj  d\ j_  d*y  <FX 

iix  ’ dx*  ' dx * ’ ’ dx" 

non  sono  elevate,  io  quest’ equazione,  che  al  primo  grado:  cosi,  supponendo 
clic  A,  B,  C,  D N,X,  siano  funzioni  di  x,  l’equazione  lineare  dell’  en- 
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nesinio  ordine  tara 


d’r 

rfx1 


<Py 

dx*  ' 


. d"r 

dxn 


Quando  quell'equazione  è del  primo  grado,  essa  li  riduce  a 


dy_ 

dx 


= X ; 


mandando  via  il  denominatore,  e dividendo  per  B,  polliamo  metterla  lotto  que- 
lla torma 

dy  -h  P ydx  = Q dx  , 

ed  abbiamo  veduto  n.°  148,  che  qucit' equazione  aveva  per  integrale 
— J P dx  j P dx 

' = * f/Qe  don-  C] 

aia-  Quando  il  termine  in  X è nullo  nell' equazione  (a53),  te  un  numero  n 
di  valori  particolari  p,  q,  r,  ec. , meni  successivamente  invece  di  y , hanno  cia- 
scuno la  proprietà  di  soddisfarvi , ballerà  di  moltiplicare  p , q , r,  ec. , per  delle 
collanti  arbitrarie  a,  i,  c,  ec.,  per  concludere  che  l’integrale  fruito  completo 
di  quest’  equazione  è 

y cs  ap  bq  -1-  cr  ec. 

La  dimostrazione  di  questa  proposizione  essendo  la  medesima  per  tutti  i gradi 
non  considereremo  che  P equazione 

Aj"f' E ~dT  *+'c  - 0 • • • <a54>- 

Mettendo  successivamente  invece  di  y i valori  ipotetici  p,  q,  r,  avremo 
A.p  -t*  B - 


'■£ 

-*-c 

d*p 

dx% 

+ D 

d*p 

~dl*~  ° 

dg 

d*q 

-t-D 

d*q 

dx 

-+-  c 

dx* 

~dx* 

dr 

-+-C 

d*r 

-+-D 

d*r 

dx 

dx* 

'di*  ~ ° : 

A r -+•  B 

moltiplicando  queste  tre  equazioni,  la  prima  per  u,  la  seconda  per  b e la  terza 
per  c,  e aggiungendo  i resultamenli , si  trova 


A ^ aP  bq-r  cr  ^ 
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Ora  è evidente  che  quell’espressione,  che  è identicamente  nulla,  è la  mede- 
sima di  quella  che  si  otterrebbe  facendo  y=zap-+-  bq  ■+•  cr , nell1  equazione  (a54)  ; 
dunque  questo  valore  di  y soddisfo  all'  equazione  (a54);  e siccome  essa  contiene 
tre  costanti  arbitrarie,  così  è l1  integrale  finito  completo  dell1  equazione  (a54). 
ai3.  Quando  X non  è nullo  nell’equazione 

A/-  -t-  B ——  ■+•  C 4-"^-  ■+■  D «=  X . . . . (a55) , 
dx  dx*  dx* 


se  poniamo  trovare  tre  valori  particolari  p , 9 , r,  i quali,  messi  successivamente 
io  luogo  di  y , loddiafacciano  ciascuno  all'  equazione 


*-D 


*ì r_ 

dx1 


• (a56) , 


l’integrale  finito  completo  dell’  equazione  (255),  tari 
X — ap  -r  tq  -f-  cr (25;)  ; 


ma  allora  a,  4,  c,  in  luogo  di  essere  costanti , saranno  funzioni  di  x , che  quanto 
prima  insegneremo  a determinare. 

214.  Per  dimostrare  questo  teorema  , differenziamo  I'  equazione  (257)  e divi- 
diamola per  dx , avremo 


dx  dp  . da  dr 

ircaìr+‘7r+c7r 


-+-p 


db  de 

?-ZT^r-rf7 


Disponiamo  dell’ indeterminate  a,  b,  c,  mediante  tre  condizioni  : con  la  pri- 
ma , facciamo 


rimarrà 


P 


da  db 

-dT  + l-d^ 


(258), 


dy  dp  . da  dr 

-d7  = a ~dT^b  -dT  + c dT 


Una  nuova  differenziazione  ci  darà 

d2y  d*p  d*q  1 Pr  da  dp  db  da  de  dr 

dx'dx*  da»  * dx*  dx  dx  dx  dx  dx  dx  1 

Per  adempire  la  seconda  condizione,  poniamo 

da  dp  db  dq  de  dr  

dx  dx  dx  dx  dx  dx  ’ 

rimarrà 

rf*T  d*p  , d*q  d»r 

differenziando  aucura  e divideudo  per  dx  , verrà 

d*y  d*p  dlq  dzr  da  d*p  dò  d*q  de  d*r 

dx a dxz  ^ dx 5 dx 3 dx  dx3,  dx  dx*  dx  dx * 
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Per  riempire  la  (erta  condizione,  supporremo 

da  d*p  db  d7<f  de  dV  X 

dx  dx*  dx  dx*  ***  dx  dx*  U 

e P equazione  precedente  diventerà 

d*y  d*p  , dhj  dtr  X 


(aGi) 


Ora  dico  ebe  il  valore  y =x  ap-*-br/-\~cr  , soddisfi  all’equazione  (255)  ; poiché 
mettendo  in  quest'equazione  il  valore  di  y , e per  conseguenza  quelli  dei  suoi 
coefficienti  differenziali,  che  abbiamo  determinati,  e mandando  via  i termini  in 
X,  i quali  ti  distruggono,  ai  trova 


k(ap-t~  btf-i-cr  ) 


B 


(aJi l 

\ dx 


b 


d9 

dx 


-t-  c 


«4-  C 


D 


(B 

(° 


d*p  h ,Pq 

da :*  b dx * 

d*P  ■ 

dx’  dx5 


-t-  c 


-t-  c 


dx*  ,/ 

£l^=,o 

dx*  J 


. . (262) . 


511 5.  Siccome  non  si  sa  se  il  valore  flato  da  jr  fa  distruggere  scambievolmente 
tulli  i termini  dell’  equazione  (262)»  si  tratta  ora  di  dimostrare  che  quest'equa- 
zione è ideoticamente  nulla.  Ad  eseguir  ciò,  py  qy  r soddisfacendo  all'  equaiio 
ne  (^5C),  si  ha 


A p -4-  B 


dp  . r d'p 

dx  dx* 


= 0, 


A q *-f-  B 


d<J 

dx 


<Pq 

dx* 


d*q 

~dx* 


o 


n dr  d*r  d*r 

■+■  D —7 — + C • -4-  D ——  = o ; 

dx  dx * ci«rR 


moltiplicando  la  prima  di  quest’  equazioni  per  a,  la  seconda  per  b e la  terza 
per  c,  e aggiungendo  i resultamene  , troveremo  un'equazione  identicamente 
nulla , le  quale  sarà  la  medesima  dell’  equazione  (262). 


21G.  Per  determinare  a,  b,  c,  i coefficienti  differenziali 


da  d&  de 
dx  ’ dx  1 dx 


non  entrando  che  al  primo  grado  nell’ equazioni  di  condizione  (a58),(26o)  e 
(2G1),  possiamo  eliminare  due  di  questi  coefficienti  differenziali,  e troveremo 

dp  dq 

1‘  altro  in  funzioue  dell’  espressioni  —f— , — . ■ , ec. , i quali  sono  funzioni  de- 

dx  dx 

terminate  di  x,  poiché  si  conosce  p.  </,  r,  ec. , avremo  dunque  dell' equazioni 
della  fot  ma 


da  _ db  de 

TT~  ~dl  x"'  UT 


X 


III ’ 


t 
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ovvero 

da  = X,dx  , di  =s  X/(rfx  , tic  =z  Xltldx , 
e integrando,  li  determinerà  u.  A,  c. 

Questo  teorema  è applicabile  al  caso  in  cui  I’  equazione  lineare  forre  di  un 
ordine  qualunque,  per  conseguenza  l' inlegr .ninne  di  quest' equazioni  si  riduce 
> quella  dell*  equazione 


Ar-+-  B 


dr  . r . 


-+-N 


dy 

TP* 


o 


(aC3). 


117.  Quando  l’equazione  lineare  dell'ordine  n ha  dei  coefficienti  costanti  è 
facile  determinare  l’integrale.  Infatti,  se  nell' equazione  (263),  si  (a  y = emr,  si 
trorerà , differenziando, 


dr 

dx 


tmr  m , 


£l 

dx » 


dy_ 

dx » 


•"*  /ss» 


ec.,- 


sostituendo  questi  valori  nell’ equazione  (aG3),  otterremo 

e”,J,(  A+BaH-Cm'u-  ....  -t-Nm")  = o . . . . (aG$)  ; 
siano  m' , m",  m'"  , ec  , le  radici  dell'equazione 

A-+-B/n-+-Cm*-t-  . . . . ■+•  N m"  = o . . . . (a65) , 
l’equazione  (a63)  sarà  soddisfatta  da  questi  valori 

y = em,T , y =3  em"x , ye=eml"x,  ec.  ; 

e siccome  si  hanno  n valori  di  y,  l’integrale  finito  completo  dell'  equazione  (aC3) 
sarà 

y = oe*,x  -h  bem"  * -t-  cem,"x  -+*  ec. 

ai8.  Quando  m'cxsm",  c che  per  conseguenza  i termini  aem'x  e bem"x  si  ri- 
ducono ad  (a-+-A)  em' x , la  somma  a-t-A  dovendo  considerarsi  come  unn  sola  costante, 
1’  espressione  y non  contiene  più  un  numero  n di  costanti  arbitrarie.  In  questo 
caso,  se  y=em,x  soddisfi  alla  proposta,  il  valore  y x=xcm,x  deve  ancora  sod- 
disfarvi. Infatti,  differentiando  quest’  ultima  equazione,  si  trota 

cs  xem'*  m!  -h  cm" , 


(Py 

— — , xeml,  m>l  aemt.r  mr 

ai* 


dly 
dx 1 


, 


Dii.  di  Mal.  Voi.  VI. 


3e«/xmra  i 


ec. 


34 
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questi  valori  riducono  l'equazione  (263)  a 

re"'*  ( A+Bm'+Cm'‘+Dm'!+  ec.  ) 

■+•  em,ir(B-*-aCm'-t-3rWa-*.  ec.) (266). 

Ora  1’  equazione  (a65)  avendo  per  ipotesi  due  radici  eguali,  si  sa,  dalla  teoria 
dell’  equazioni , che  l’espressione  B-À-aCm-t-3Dm*  •+-  ec. , oe  conterrà  una  di 
meno  della  proposta,  e si  annullerà  quando  faremo  m = m'  ; donde  segue  che 
I’  espressione  (2G6)  è identicamente  nulla.  Per  conseguenza  , 1’  equazione  (263) 
sarà  soddisfatta  dal  valore  j's=xem,x  , e avrà  per  integrale  completo 

jr=aem,x  -+-  bxem,Jr  •+■  cem''*  -+-  ec. 


a 19.  Se  vi  fossero  tre  radici  eguali  ad  m,  si  proverebbe  egualmente  che  I’  e- 
quazione  (263)  sarebbe  soddisfatta  facendo 

X ~ em'x  -A-  xem,x  -i-x1em'*  ; 


e cosi  di  seguito. 

220.  Quando  1’  equazione  (a65)  ha  delle  radici 


radici  i i-fi 
questi  due  termini 


altra  sarà  h 


immaginarle,  se  una  di  queste 
; e si  avrà  , nel  valore  di  Xi 


fix’hix y — . 1 hx—tx-y/  — 1 

ae  rfie 


eAx[oe*xV-'  +ie  -dxV-'  ]--.(a67). 
Ora,  si  sa  che  si  ha  in  generale,  la  formala 


? V — 1 


t —?  v — 1 1 

e = cns  y sen  0 w — I , e = cos  y — sen  y - / — 1 ; 

paragonando  l'espressione  (267)  a queste  formule,  potremo  sostituire 
dary  — » 


con  cos  ix  -1-  sen  ix 


^7, 


— *xy  — 1 


con  cos  ix 


— sen  ix  — 1 , 


e la  formula  (267)  diventerà 
fix 


£ a cos  ix  -A- a sen  ix  ^ — 1 •+•  6 cos  ix  — bteaix-^  — 1 J , 


espressione  che  può  scriversi  come  segue  : 

e £ (a-t-b)  cos  ix  ■+•  (a — b)  sen  ix  yj  — s J. 


. (268). 
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Quando  X è nullo  nell’ equazione  (253),  a,  A,  c,  essendo  dalle  costanti  ar- 
bitrarie, n.°  212,  possiamo  supporre  a-t-A  = c,  a — Asse'  ^ — i ; allora  la  parte 

immaginaria  ebe  A nell’  espressione  (26 7)  si  annullerà. 

221.  Proponiamoci  ora  d' integrare  nel  medesimo  tempo  due  o più  equazioni 
differenziali.  Siano 


Mr-HWP  -|-+Q-^-=T 

jiy+K'iù-P'  -+-  Q’  =r 


. . . . (269), 


l’ equazioni  le  più  generali  del  primo  grado  tra  x e y,  e i coefficienti  differen- 
ziali , ——  ; e nelle  quali  i coefficienti  M,  Pi,  P , ec.,  sono  funzioni  della 
di  di 


Tariabile  indipendente  t.  Possiamo  scrivere  quest’ equazioni  come  segue: 
(Mj-t-Nx)  d!  V dy  -t-  Qdx  sa  T di , 

(M'TH-N'xJdt-t-P'rfr-t-Q'rfx  =T  ’dr, 

se  si  moltiplica  la  seconda  per  una  funzione  7 di  r , e che  si  aggiunga  i resul- 
lamenti , si  otterrà 

[(M-s-M’  ) x J d/-f-  (P-f-P'  f)  dj*-s-(Q-4-Q’  7) dxsa (T-t-Tf  7 ) dr , 

rappresentando  le  quantità  ebe  sono  tra  le  parentesi  con  una  sola  lettera,  que- 
st'equazione può  scriverai  come  segue: 

Hydt+  K xdt  ■+•  R dy  -+-  Sdx=Tdf, 

se  ne  deduce 


H J x)  di  H-  R ( dy  dx  ) = Tdt . 


• • (27°) . 


equazione  che  sarà  della  medesima  forma  dell’  equazione 

dy  + Pydx  = Qdx (271), 

che  abbiamo  integrata  n.°  4®  • te 

d = dx  . . . . (272), 

perchè  allora  faceoilo 

r-<- jf  *=  * (»73)* 


1’  equazione  (270)  diventerà  * 

H zdt  -t-  R di  ss  Tdt , 

ovvero 

H T 

rte-h-g  zdt  =,  — di .....  . (274)  ; 

e si  vede  che  quest'equazione  è della  medesima  forma  dell’  equazione  (271),  poi- 
H T 

thè  — - e — sono  funzioni  della  variabile  indipendente  r. 


Digitized  by  Google 


1SS  IN  T 

saa.  Per  soddisfare  ali' equazione  (272),  basta  che  sì  abbia 

,i(l7x)  = ¥rfx: 

cJ  csfguenJo  la  dififereuiiaiionc  indicata,  si  troverà 


J1 


dx- 


, K S 
xd  H “ H dX 


Perchè  quest'  equaziooe  sia  soddisfatta,  bisogna  in  generale,  che  i moltipli- 
calori  di  dx  siano  eguali,  e che,  per  conseguenza  » X(*  • j|  sia  nullo,  Tale  a dire 


che  si  abbia 


Si  rimetteranno  in  quest'  equazioni  i valori  dell'  espressioni  K , H , S e R ; e 
avendo  effettuato  la  differenziazione  indicata  , si  eliminerà  y contenuto  in  que- 
st' equazioni  ; e si  avrà  la  relazione  che  deve  sussistere  tra  i coefficienti,  perchè 
1'  equazione  di  condizione  sia  soddisfatta. 

2*3.  Nel  caso  in  cui  i coefficienti  dei  primi  membri  dell'equazioni  (2G9)  tieuo 
costanti,  la  differenziale  di  una  costante  essendo  eguale  a zero,  uon  rimane  che 
la  prima  dell' equazioni  (275);  essa  basterà  per  determinare  il  fattore  y,  che  al- 
lora sarà  costante,  poiché  esso  diventerà  eguale  a uua  funzione  di  costanti-  Ri- 
mettendo per  K,  H,  R,  S i loro  valori,  si  ha 

1S  -4-y»  _ Q-4-Q'* 

MfM'  V 831  P-r-P'y  ’ 

e facendo  sparire  i denominatori,  si  vede  che  y dev1  essere  determinalo  da  un'e- 
quazione del  secondo  grado.  Chiamando  J e y"  questi  valori  di  y,  e suppo- 
nendo che  dopo  avergli  sostituiti,  successivamente  uelP  equazione  (27^).  » coeffi- 
cienti di  zdt  e di  dt  diventino,  nel  primo  caso  pf  e c nel  secondo  p"  e </f, 
si  avrà 

dz  -+-  p9  zdt  = / dt , 
dz  *+■  pf' zdt  = (f'*dt  ; 
ioti  gratulo  mediante  la  formula  (i3G)  , si  troverà 


Si  sostituirà  in  questi  valori  quello  di  c , ricavalo  dall'  equazione  (^73),  e si 
av ratino  due  equazioni  in  x,  in  y e in  t. 

22$  Se  eccettualo  T , T'  e T" , che  considereremo  sempre  come  funzioni  di  f, 
i coefficienti  M,  N,  P,  Q,  c c.  , tono  costanti,  e che  si  abbiano  le  tre  equazioni 
dy  -4-  (Mr  Nx  -4-  Pa  ) dt  = Tdt , 
dx  -4-  (M fy  -4-  N'x  -h  V'z)  dt  TVt , 
dt  -4-  {U'y  -4-  P"z  ) dt  = T"<//, 
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ti  moltiplicherà  la  seconda  per  una  costante  <?,  e la  terza  per  una  costante 
e aggiungendo  i resullamenli  , ti  avrà  un'  equazione  che  potremo  rappresentare 
con 

c ìy  -4-  y dx  -4-  /rf*  -4-  Q (/  -4-  Rar  -4-  Sa  ) dt  ==  U dt. 

Ora,  perchè  quest'  equazione  sia  della  forma 

dy  -4-  P ydx  = Qdx  , 

bisogna  che  considerando  la  funzione  / *4- Rx -4- S*  come  una  sola  variabile/', 
la  differeoxiale  dy*  di  questa  funzione  sia  eguale  a dy  •+.  y dx  -t-  Vf  dz  , ciò  che 
esige  che  si  abbiano  Inequazioni  di  condizione 

? = R,  / = S; 

R ed  S non  essendo  che  funzioni  di  9 e di  9',  in  virtù  delle  precedenti  opera- 
zioni , ne  resulta  che  quest' equazioni  basteranno  per  determinare  i diversi  va- 
lori delle  costanti  9 e 9'. 

aa5.  Questo  metodo  è generale,  e si  applica  aucora  all' equazioni  differenziali 
degli  ordini  superiori  , perchè  quest'  equazioni  possono  ridursi  al  primo  grado. 
Se  si  avessero,  per  esempio  , T equazioni 


d*r  dy  dx 

4 T + Mr  + Sx  + P4-+Q-4-  = T, 
<//*  J dt  di 


d‘x 

dtA 


M'/-f-N'x+P' 


dy  dx 

dt  V dt 


T', 


ovvero  piuttosto 

<Py  -4-(M/-4-Nx)<f/a-4-(  P dy -+-Qdx)dt  =zT  dt*  ì 
d*x  ^-(M'j'^-K'x)</<»-k-(P,<0'-^QVx)a/  = T,rff1  f 
si  farebbe 

dy  = pdt , dx  = qdt (277)  » 


(27G), 


e osservando  che  dt  è costante,  quest' equazioni  diventerebbero 
dp  -4-  Nx4  Pp-4-Qy)^/  = T<ir, 

dq  -4-  (M 'y  -4-  N'x  -4-  P*/>  + Q'q)  dt  e=  T 'dt  ; 

queste  due  equazioni,  con  V equazioni  (277),  formano  quattro  equnzioui  del  pri- 
me grado,  alle  quali  possiamo  applicare  i precedenti  processi. 

22G.  Un'  equazione  che  sussista  tra  coefficienti  differenziali,  combinali,  secondo 
il  caso,  con  variabili  e costanti,  è,  in  generale,  un'equazione  differcntiale  par- 
ziale, ovvero,  seguendo  l'antica  deuorninazioue , e un’ equazione  alle  differenze 
parziali.  Sono  state  così  chiamate  quest'  equazioni,  perchè  la  notazione  dei  coef- 
ficienti differenziali  che  esse  contengono  indica,  come  lo  abbiamo  veduto  nel  cal- 
colo differenziale,  che  la  differenziazione  non  può  essere  eseguita  che  parzial- 
ineote , vale  a dire  considerando  certe  variabili  come  costanti.  Ciò  suppone  per- 
ciò che  la  funzione  proposta  non  contenga  che  una  sola  variabile.  Per  maggior 
semplicità,  cominceremo  da  non  ammetterne  che  due,  e considereremo  1' equa- 
zioni differenziali  del  prim' ordine,  le  quali  sono  quelle  che  non  contengono 
che  uno  o più  coefficienti  differenziali  del  prim' ordine. 

227.  La  prima  equazione  che  cominceremo  a integrare  è la  seguente: 


dz 


dx 


a . 


Se,  contro  la  nostra  ipotesi  , s invece  di  essere  funzioui  di  due  sanabili  a:  ed 
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j-,  non  contenesse  che  x , li  avrebbe  un’  equSzione  differenziale  ordinaria  la 
qu,.l«,  essendo  integrata , darebbe  s=  ox-+-c  ; ma,  nel  caso  presente,  t essendo 
una  funzione  di  x e diy,  le  y contenute  in  z hanno  dovuto  sparire  nella  dif- 
ferenziaiione , poiché  differenziando  rapporto  ad  x,  abbiamo  considerato  y come 
costante.  Dobbiamo  dunque,  integrando  , conservare  la  medesima  ipotesi,  e sup- 
porre che  la  costante  arbitraria  è in  generale  una  funzione  di  y\  per  conse- 
guenza avremo  per  1’  integrale  dell’equazione  proposta 


yy- 

aa8.  Cerchiamo  ancora  a integrare  1'  equazione  differenziale  parziale 


nella  quale  X è una  funzione  di  x;  moltiplicando  per  dx  e integrando,  trove- 
remo 


» = J"  Xdx  -t-  fy. 

aag.  Per  esempio,  se  la  funzione  rappresentata  da  X fosse  **-+-0*,  l'integrale 
sarebbe 


- -+-  n3  x -t-  yjr. 


a3o.  Non  si  troverà  maggior  difficoltà  a integrare  l'equazione 


e si  avrà 

s=Y*  -+-  fy. 

a3i.  S'  integrerà  nella  medesima  maniera  qualunque  equazione  nella  quale 

fis  # . 

eguaglierà  una  funzione  di  due  variabili  x e y.  Se  si  ha , per  esempio. 


de  x 

dx  V ay- t-x-1 

considerando  y come  costante , s’ integrerà  mediante  il  n.“  43,  dopo  aver  molti- 
plicato per  dx',  e chiamando  <py  la  costante  ebe  si  deve  aggiungere  all'integrale, 
si  avrà 


5 ay-t-x*  -+-  yy. 


a3a.  Finalmente,  se  vogliamo  integrare  1’  equazione 

dt  i 

dx  ~ 

considereremo  sempre  y come  costante,  e si  avrà  n.°  461 


o(.en  = i). 


-ir- 


a3S.  Io  gencrjle,  per  integrare  l’equazione 
dt 


dx 


dx  =F  (x,y)dx , 
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si  prenderà  l’ integrale  rapporto  ad  x,  e aggiungendo  quindi  una  collante  fun- 
zione di  y,  per  completarlo,  »i  troverà 


*=  f F(x,/  )dx 

a34-  Da  quello  cbe  precede,  ai  vede  che  eccettuato  I'  ipotesi  di  una  delle  va- 
riabili supposta  costante,  e l' introduzione,  nell'integrale  di  una  costante  funzio- 
ne di  queita  variabile  , ai  segue  lo  stesso  processo  cbe  nell'  integrazione  dell'e- 
quazioui  differenziali  ordinarie. 

a35.  Consideriamo  ora  1’  equazioni  differenziali  parziali  , le  quali  contengono 
due  coefficienti  differenziali  del  prim' ordine;  e sia  l'equazione 


nella  quale  M ad  N rappresentano  delle  funzioni  date  di  * e di  y,  se  na  deduce 


dz  __  M dt 
dy  N dx  ' 

sostituendo  questo  valore  nella  formula 
dz  di 

dia—- — dx-y-  — — dy (178), 

dx  dy 

la  quale  altro  non  esprime  che  1 è funzione  di  x e di  y , si  ottiene 


t 


dz  : 


dz  N dx  — M dy 


dx  N 

Sia  X il  fattore  proprio  a rendere  Ndx  — Mofjr  una  differenilala  esatta  dv , 
avremo 

)(N</:r  — Mdy)=adv (Z79). 

Per  mezzo  di  quest' equazione,  elimineremo  Nc/x — M dy  dalla  precedente,  ed 
otterremo 

, 1 dz 

dzzzz-r^-  — dv. 

5t  ri  dx 


Finalmente,  se  si  osserva  cbe  il  valore 


dz 

dx 


non  è determinato  , possiamo 


prenderlo  tale  cbe 


— ^—dv  possa  integrarli , 

A N dx 


il  cbe  esige  cbe 


1 dz 

UT  dx 


sia  una  funzione  di  0;  poiché  si  sa  cbe  la  differenziale  di  qualunque  funzione 
data  di  p,  dev’  essere  della  forma  Fu  . dv.  Segue  dunque  da  ciò  cbe  dobbiamo 
avere 


1 dz 

Tirai 


Fp, 


equazione  che  cangcrà  la  precedente  in 

dz  — Fp  . dv, 
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donde  si  ricaverà 


J3NT 


SC=ft> (280). 

a3C.  Se  »'  integra  con  questo  meno  1’  equazione 

dt  dz  ' s 

x7r_r^'=0 • ••  ( ’• 

abbiami!  in  questo  caso  M = —7 , N=*.  e per  conseguema  1' equatione  (279) 
diventerk 

dv  — À (xdx+ydjr). 

Ed  è evidente  che  il  fattore  X,  proprio  a rendere  integrabile  il  secondo  mem- 
bro di  qnest'  equazione,  è a.  Sostituendo  questo  valore  a X e integrando,  si  ba 

v — x2-t-j2  ; 

mettendo  questo  valore  nell’  equazione  (280) , avremo  per  1’  integrale  dell’  equa- 
zione (281) 

*=*  (x2-+-r2). 

*3]-  Sia  ora  1'  equazione 

dz  _ (iz 

l — t-Q— l-R  = 0 (a8a) , 

>ix  dy 

mila  quale  P , Q ed  K sono  funzioni  delle  variabili  x,y  e a;  dividendo  per 

O 

P,  e facendo  ~ = M , -p-=N,  potremo  metterla  sotto  questa  forma: 


dz 

dx 


N = o 


(283); 


c facendo 


dz 

dx 


essa  diventerà 


/>-hM?-t-N  = o (284). 

Quest1  equazione  stabilisce  una  relazione  tra  i coefficienti  p e q della  formuU 
generale 

dzz=zpdx~k-qdy (285); 

senza  questa  relazione,/)  e q sarebbero  interamente  arbitrarie  io  questa  formula  ; 
poiché,  come  ciò  è stato  digià  ossservato,  essa  non  significa  altro  che  z è una 
funzione  di  due  variabili  x ed  / , e questa  funzione  può  essere  qualunque;  così, 
dobbiamo  considerare,  nell1  equazione  (a85)  p e q come  due  indeterminate;  eli- 
minando p per  mezzo  dall1  equazione  (284),  otterremo 

</z-+-N<lr  =zq{dy~ Mdx)  .....  (286), 

c q rimarrà  sempre  indetermiuato  ; ma  come  vedremo  in  seguilo  quando  un'equa- 
zione di  questo  genere  ha  luogo,  qualunque  sia  7,  bisogna  che  si  abbia  separa- 
tamente 

dz-t-Ndx  =z  o , dy — Mdx=zo (287)* 

238.  Se  P , Q ed  R non  contengono  la  variabile  z,  seguirà  il  medesimo  di  M 
e di  N;  allora  la  seconda  dell' equazioni  (287)  sarà  un'equazione  a due  variabili 
x e j,  e potrà  diventare  una  differenziale  esatta  mediante  l’aiuto  di  un  fattore 
che  rappresenteremo  con  \ ; ed  avremo 

\{dy — M</.r)c=*o (288). 
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1.'  integrale  «li  quell’  equazione  tara  una  funiione  di  x e di  y ndta  quale  do- 
vremo aggiungere  una  coi  Un  te  arbitraria  — or,  cbt  l'acciaio*  precedere  del  legno 
negativo,  perche  trasportata  nei  aecoudo  membro,  cita  aia  punti ta ; dimodoché 
avremo  , 

•*(*,/)  mah;  ‘ * ' 

donile  defluiremo  ,* 

0 j • •-*.  • • . * v 

y =/(*,«*). 

Tuie  sarà  ii  valore  di  y che  sarà  dato  il. ili»  seconda  dell'  equazioni  (aft;)  ; e, 
per  atabiitrt  che  caie  hanno  luogo  limultMieamenle  , bnogneré  aoalituire  quello 
valore  nella  prima  di  quei!’  e qua  noni  ^ era , quantunque  quella  variabile  uon 
aia  in  evidenta,  ai  tenie  rhe  caia  può  calere  contenuta  in  N.  Queata  aoslitu- 
aione,  mediante  il  calure  ohe  abbiamo  trttvato  per  r , eqihvale  a cotniderare  j , 
come  una  faniiuoedi  x t delta  collante  «rbitraria  u nella  .prima  deli'  equaiio- 
■i  (aflj).  integrando  dunque  q licita  palma  equadone,  in  quell  ipoleii  li  troverà 

»= — ^ Hdx  -4-  fu.  »"  f 

aJg.  Per  dare  no  eiempio  di  quest'  inlogreiuMie  ; prendiamo  1’  equanime 


paragonandola  all'  a quattone  (agl) , abbiamo  - * •• 

Quelli  tatari  ,'ettetrda  aeJtitdiH  nefT  equazioni  (287^  le'  contertiwttno  In 


Sia  i il  che  reude  integrabile  quest’  ullima  equaiioue,  attedio  ^ ^ 

«vétro  pi  ut  lotto-  , ’ a 

q ili  •-  : 1 * . *</  « **  ' * - **  *•  f»  % % ( 

equa  rione  integrabile  ah  lift  barn  — , perché  -allora  il  *uo  primo  membro  diven- 

, .*«•',  ilag  |h  ,,4.  . ' li*  ’ ». 

la  una  differeiiiiale  riatta.  'Eguagliando  dunque  1!  integrale  di  qaetl'  equaxibue 
ad  uua  «ottante  arbitraria  ai  , avremo'  . - 


• -tir' 

C.»  ’ 


r 

— me. 


■ per  conaegueum  j-mi  *.  * 

Per  (ugno  di  quello*  vaiore)di  y,  ai  con  vèrte  la  prfma  delP  equation»(apo)  in 


d*  — a ■ 

J>U.  di  J lui.  Voi.  VI. 


-aVe1  , 

Jxm  0 , 


aS 
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o piuttosto  iu  « .■  • • 

dt  e=  aàx  yj  i +«“  , 

integrando  toniideramio  u come  costante,  otterremo 
♦ t=;o  J"  dx  y ; 


e per  conseguenza  > 

. * 

Rimettendo  per  ss  il  >uo  valore  , al  otterrà 


otvero  piuttosto 


>«* 


y<*. 


340.  Net  caao  il  più  generale  , io. eoi  i coefficienti  P , Q , R , dell’  equazione 
(affa),  contengono  le  tre  variabili  x,  y , *■,  può  «eccedere  che  P equazioni  (287) 
non  contengano  eiaacuna  che  le  dia»  variabili  le  quali  anno  io  evidenza  , e,  che 
per  conseguenza , si  possa  metterle  sotto  le  forme  . 


d*  smf(x , 1)  dx  ter  o , dy  t=  F ixty)dx. 

Non  possiamo  .integrare  volontariamente  quest'  equazioni,  scrivendo  come  nel 
n.”  a3l. 


•=fA* T==  fV(x,y)dic  + -fjr-  ' 

poiché  allora  ai  veda  che  bisognerebbe  supporre  * costante  traila  primi  equazio- 
ne , e y costante  nella  seconda  ipotesi  con  tradì  ttorie , poiché  una  delle  tre  coor- 
dinate x,y , s,  non  può  supposi  costante  Delia  prima  equazione  senza  che  essa 
lo  aia  nella  seconda. 

a4>'  Ecco  dunque  in  qual  maniera  a’ integreranno  1'  equazioni  (287),  nei  caao 
in  cui  esse  non  contengano  ciascun?  che  le  due  Tariabili  che  sotto  in  evidenza: 
siano  sili  fattori  che  rendono  1' equazioni  (287)  delle  differenziali  esatte  ; se 
rappresentiamo  queste  differenziali  .per  dii  e per  dV , avremo 

. X (di  -+-  Nd»)  = dV  , f i(dy — Mdxleid.V; 

per  mezzu  di  questi  valori , 1*  equazione  (286)  diventerà 

dU  c=s  0 — dV (291). 

Siccome  il  primo  membro  di  quest'  equazione  è una  differenziale  esatta,  biso- 
gna che  segaa  il  medesimo  del  secondo,  ciò  significa  che  0 — ■tsv'essere  uua  fun- 

zioOe  di  V;  rappresentando  questa  funzione  per  7V , l’equazione  (291)  diventerà 

dU  = fV.dV; 
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UoD'da  integrando  ai  dadurrt , 

Caa«V..  • 

•a4a*  pèr  estynpio  V equazione 

' d*  'dt  • 

x,-à-  + , - 

seri  Tendala  rame  segue: 

db  x dt- 1 a 

4*  r «!*;.  T*0’ 

a>  paragonerà  all’  equazione  (»8J) , • ai  arri 

M — , «=,_*»  * 1 

• ••  • r •*  ^r-  • . . . 

per  metto  di  quatti  valóri,  P eqaatiooi  (187)  diventeranno 


sono  *12;  sostilucn- 

i* 


<U—  — dxSjao\  dy  — — dx  bb  o: 

y 

e facendo  sparire  i denominatori , avremo 

t*dz  — a dx  =3  o , ydj  — xdx  c=  o. 

w • ■ « . < 

I fattori  propri  a rendere  quest'  equazioni  integrabili  sonc 

e *•  • • 

• -a,-  • » •.  ' 

doli  e integrando  ai  ti*va  — e y*  — x*  per  gl’  integrali  ; mettendo  dunque 

questi  fetori  in  luogo  di  li  e di  V , nell' equazione  U e=$  V,  otterremo  per  l’in- 
tegrale dell*  proposta  r 

' a f 

> •—  =a  ♦ (y*  — Vx*  ). . 

,*1“  1 

a43-  Contiene  osservare  che  se  si  fosse  etiminato  y intece  di  p (o.°  287), 
I'  equazioni  d»#?)  ri  aarebbero  cangiate  oello  seguenti:  • 

*■  Hdz  -t-  Wcfysso  , dy — Mdx  = o . . . . (292)  ; . 

c siccome  tutto  ciò  che  abbiado  detto  dell’  equazioni'(a8j)  pub  applicarli  a qne- 
ate , ne  segue  effe  , nel  caso  in  eni  la  prima  dell’  equazioni  (*87)  ndn  fosse,  inte- 
grabile , abbiamo  la  facoltà  di  cangiare  quest'  equazioni  col  aisleroa  dell'  equa- 
zioni (aga) , il  che  equivale  a impiegare  la  prima  dell’ equazioni  (29»)  invece 
della  prima  dell’  equazioqi  (387),  allora  si  'vedrà  se  l'integrazione  è possibile. 
244.  Per  Riempio , se  sr  avesse  • 

di  1 db  ■ , 

^ a(~dT~zx~d7 
• . * * *'■ 

quest'equazione,  divisa  per  qj' e paragonata  all' equazione  (283),  darebbe 


N 

' a a t 


jV_ 

at 


per  conseguenza  P equazioni  (287)  diTeotercbbero 


di+*Ldx: 

at 


co,  djr  ri dx  ss  o ; 
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e mandando  via  i denominatori  , si  avrebbe 


aldi- 4-  xydx.  = o , ady  «4-‘ xdx  eao  . « . , (ao3). 

La  prima  di  quest1  equazioni , che  contiene  tre  variabili , non  potendo  inte- 
grarsi immediatamente,  sostituiremo  ad  essa  la  prirtia  dell'  equazioni  (292),  ed 
avremo  invece  dell*  equazioni  (s^ay^le  seguènti; 


X , jV  -,  „ 

dy  s=o,  ady  -4-  xd±  zzz.  o; 

" a* 


sopprimerlo  — come  fattor  comune  nella  prima. di  quest’  equazioni  , p niolti- 

plic«nita  1’  una  per  a*  e I’  altra  per  a , ai  («nera  . 

— a td»  -V  3jrdjr  fco,1  3ady  ~f  ixdx  = o, 
equationi  che  hanno  por  integrati  • * » . ,r  - ' 


r*— *2^  ',a»r+»*l,  , 

questi  valori  rasendo  messi  invece  di  U ( n,°  i4<)«  di  V (n*  a^a),  si  avrt 


y*  — a1  <=tf(a«> . ' 

a45.  Osserviamo  che  la  prima  «♦eli’  equazioni  (39^  non  altra  casa  che  il  ri— 
Slittamento  fleti*  eliminazione  di  dx  tra  T equaiùmi^afl}). 

Ih  generile,  li  può  eliminare  qualnpqnc-  variabile  confronta  iwfl  coefficienti  M 
ed  N.  e,  in  una  parola,  combinare  in  un  modo  qualunque  quest’  equazioni:  se 
dopo  avere  eseguito  queste  operazioni,  si  ottiene  due,«nlegr*U  rapprése  ni  ali  da 
U=rtar  e (li  VaA,  a e b essendo  dite  costanti  arbitrarie,  ne  potremo  sempre  con- 
cludere che  P integrale  è UactV,  Infatti,  poiché  a e b sono  due  costatili  arbi- 
trarie, avendo  preso  b a piacere,  possiamo  comporre  n in'. b io  un  modo  qua- 
Uinque;  ciò  equivale  a dire  che  s»  ha  la  facoltà  di  prendere  per  a una  funzione 
arbitraria  di  b:  questa  condizione  sarà  esprèssa  dall1  equazione  <»  = «t»  b ; per  con- 
seguenza avremo  P equazioni  Uae<t>A,  Vx=6,  nelle  quali  /,  z rippresentano 
le  medesime  coordinale;  se-s?  elimina  b tra . quest*  equazioni,  ai  .otterrà  U ta=  } V. 

Possiamo  ancora  osseAare  che  quest < equazione  dice  ché  facendo  V si 
de\e  avere  U =a  # bacalante  ; vale  a dire  che  U c Y «ono  dottanti  nel  mede- 
simo tempo,  senza  che  a e b dipendano  P una  dall’altra,  poiché  la  funzione  *1» 
è anhitraria.  Ora  questa  è c9a*tari>tnte  la  condizione  -òhe'  ▼’reir  data  dall1  equa- 
ninni  ’0  ea , e Vai.  " • ; • •***-•  > » 


*4 ti.  Abbiamo  veduto  ("n.*  «45 J , *ho.Ve  nell*  integrare  l\equa*vone 


—■ - +S*='o  • . 

dx  dy  ...*  \ • 


nella  quale  M ed  N sono  funzioni  di  ± , «H  / e-  jlf  x , si  olteùg',no  due  integrali 
P fi  t Ve =5,  si  aveva  necéssariaioeule  rr=^ò.  La  dituestruzìorte  di  questo 
teorema  essendo  importantissima , abbiamo  corcato  di  darle  P ultimo  grado  di 
rigore  nella  seguente  maniera.  ’•  * ' 

UeV  essendo  funzioni  di  X4  di  jr  e di  le  costanti  a e b possono  ancora 

considerarsi  come  funzioni  di  quéste  medesime  variabili,  in  virtù  delPequazioni 
U = /z  e Vrsi;  f*r  conseguenza,  se  4 differenti  a irò  successi  «amen  le  qur  si’ equa- 
zioni , si  avrà  v 1 * * 


’ da  X dx- f*T  dy. 4-Z  dx 
db=z\'Jx+Vdy-yZ'<U 


(»05>> 
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qiiMle  dldfeeaoxiali  debbono  eswr  im)le,  V*>  k r^ione  che  «.e  i .ono  «ostami; 
così  » r equazione  da  = o,  diamo,  obbligamo  «Ila  seguenti: 


U<>6) 


X <£r-+-Y  d) r-t-Z  d»==o  j • 

Xtdx-t-Y'dj^t-Z'i 

Se-  in  quell’  equaxVom , diVise.  per  djr , »i  lostiluiicbqO.  VV»!ori  di  d*  e di  d/ , 
-ricaeali .alali’ equazioni  (*87) 

de-+-Ndx=to,  djr— Mdx=*0 (J9^)«  • 

si  arri  * 

% xOji  Xf-eTff4IriZ  K.f=o, 

<ka  quest’  equazioni  ricaleremo 


M 1 


v';  X't-^Y'X 


z-Y— wf'  ’ "=  z't-aZr  ’ 

sostituendo  questi  «lori  di  M e- di  il  nell’ equaxiooe  (a9J),  si  -otlerrS,  *' 


da  • zx‘ -xx'  di ..  'xa.-Tix  o 
•sr  + Jr  W-zx"5*’ 


(agB); 


dx 


i coefficienti  A * — A deduco'no-  dall"  equazioni  (x97).  le  quali  danuo 
•0"  . • . 

A=A;  AfeM, 

*■  </x  •-  far  * . « 


ds 


da  dar 
dx  <yr 


N 

fi 


(j9'j)  ; 


melleodo  questi  valori  di  -^-  e di  nell’  equaxioue  e facendo  sps- 

rire  il  denominatore  > *i  troverà  •.*  * 

% . ' 1 * 

ZY'^Y-^Z.V— XZ^-t-X'X— Y'X  = o (3oo)» 

v * » ••  4 . . 

L*  quanfil.V  XV  T,  Z,  chf  entrano  ili  «fuesl’  equaifqné,  non  sono  ^seta-pre 
^ronojèiulc.  poiché  es.^  non  debbopO  ètstftè  Hate  ette  liiffereniÌBft'lo  I equiitiofii 
UifcA  e V = h.  Cachiamo  du^què  tfi'  elimiùire  X,  Ì c Z dal  nòstro  fesuHa- 
rucnlo.  A quest1  effclto,  considerando  e corafc  una  funiione  di  x « di  y , riceve- 
renio  dall1  equazioni  (aj)5)  , . *,...•%•  , 


^X+Z-A 

dx  UX 

-jL  = Y-t-Z-£-., 

dy  <*x 


A=v+z'  *:* 

dx  ■ • dx 

AM J-A; 

dr  ,<r 

/ 


sto» 


» Jj  ^ 

melleodo  in  quest'  espressioni  \ ♦slnri  di  e di  , dati  dall  equaiio- 


Digitized  by  Google 


198  tfVf  i . 

"i'fWO!,  • deduoendo  i valori  di  X.,  «11  T,  di  X'  a -dà  Y'  troveremo  • - 


da 


_.V  db 


' - ‘ V r- 


"-dT*28'’ 

Y__  da  _ *?*■  , di  ■ in* 

• ••  Yaa-V '*•-«'*  Y 

sostituendo  questi  valori  di  X,  di  Y„di  X»  e di  Y\  qelt’  equazione  (W  e ri- 
ducendo,  otterremo  »•  , 

. da  db  da  db 

**-!?=*  i v (3o,J- , 

Qu«l'  equazione  prova  che  a è'funziooe  di  b\  e ItifaUi , * abbiamo  o=Fi, 
differenziando  quea’  equazione,  troveremo  ' > 

da  =,  ? ’b'db,'  • *• 

donde  ne  dedurremo,  * a •«  ' 

’ • ‘ * »’  / % . . 

d^Trir;  . 


eliminando  ?4,  troveremo  1’  equazione  (3ozl. 
a47-  Per  dare  un’ applicazjone  del  teorama 


stabilito  (n.'  a^  ),  sia 


Ai  di 

«#r-_r_yat_0.  . • 

dx  ‘<ty. 

Dopo  aver  diviso  per  ix , paragoneremo  qóeat’ equazione  all’ equazione  (a83). 
>1  ehe  ci  dark  . v ' 

M = — Nes  — Ù, 

* IX 


» l’ equazioni  4*®7)  diventeranno 


J r 

dai— — dXs±o,  djr  -t-  —dxeao .*  ». 

ix  x 


Ovvero 


- **d*  — jr*ài t =*  O , xdy  -t-ydx  r»  o. 

L*  prima  di  quest’  equazioni  contenendo  tfe  variabili,  non  cerch.remo  d’  in- 
tegrarla u,  qt*.lo  alalo;  ma  se  situiamo  il  valore  rfx  , dedotto  dalla  secon- 
da, essa  acquista  uq  fattor  oomflné  a?  li  quale  , essendo  appresso,  »i  riduce  a 

adtH-ydyxa  o, 

e il  veda  che  moltiplicandola  per  a,  essa  diventa  integratile  ; l'altra  equaiioue 
lo  e ancora , integrandole , al  troverk  . , 


donde  concluderemo  che 


t’+rJ  = f>i  xysai  ; 
**  •+•  ca 


■ 9r8j  7erra,ner'n,«  q"»11®  fh«  dobbiamo  dire  sull’  equazioni  differenziali  par- 
viali  del  prrm’ ordine,  con  la  soluzione  di  questo,  problema;  Va'  equazione.  In 
<jualt  comune  un.,  f arnione  arbitraria  di  una  e dì  più  variabili  attendo  data , 
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trovare  l'tquatHme'difftrcniial*  porgale  ehe  l ha  prodotta.  ' -v  , 

Supponiamo  Jusiqut  che  >i  abbia  * • > - : , t 

*=xF  («“+/*);; 

faremo  s . ' 

x»  •♦•  /»*= s « ....  (3oa)  , 

e la  nostra  equazione  diventerà  , 

h differenziale  di  Fa  dovendo  essere,  io  generale,  nna  funzione  di  u multipli- 
cala  per  dm , potremo  scrivere  * 

di  =s  ^ i «fu  ; 

se  prendiamo  la  differenziale  di  z . rapporto  ad  x solamente  , ville  a dire  con- 
sideraodo  y come  una  costante,  dovremo  ancora  prendere  ie  differenziale  di  u 
Della  stessa  ipotesi  ; per  conseguente,  dividendo  p ar:df  l'equazione  precederle, 
avremo  , 


da 

dx 


da- 

dx 


te  consideriamo  in  seguito  x colpe  costante,  t y come  variabile,  troveremo,  con 
un  analogo. procqsab  ’ * . '4 

'•  ,•  ■ v ■ (3°4)  >■  ' ' 

• 1 dy.  ,-T-\dy  ! 

» i %•  « 

i valori  dei  coefficienti  differenziali  ! c - - , i quali  'entrano-  nell’  rquatio- 

, dxtty 

ni  (9o3)  e (3oa),  si  otterranno  differenziando  successi vamente  1*  cquaiione  (Boa) 
rapporto  a x e ad  y , il  che  ci  darà 

da  du  ' 


dx 


‘Vi, 


**?*».  7j-.-iln“.i 


r,*  s/.-àST.^'- 


sostituendo  questi  valori  nell’  equazióni  (3o3j  e (3<uJ) , avremo 

<f*  „ ' d* 

* • rpT  * " 

s*  • dx 

» < t ( , , . . , , . . 

eliminando  fu  tre  quest*,  equazioni,  Iroveramo,  finalmente 

d^  dr.  ì • 

Z a r . c . 

4r  . " ■*' 

t4a  Prendiamo  aocora  per  Riempio'  I’  equazione 

**'p+*  aox  ss  F (x— ' * .* 

facendo  . ' . . . , v ; . ' • « - , 

x -/ex  u ....  : (3o5), 
quesl'-equazlare  diventa  • *•  • .•  " 

• ' V »a;f  s=  Fss;',  • * 

e differenziando  ,%i  ha  -,  * • ' r 

J'  '•  r ' *(»»-«*  atfx)  =rp ardo;  / 

prendendo,  rapporto  ad,  x,3a  differenziale  indicala , contidetjsrpmo  * come  va- 
riabile in  virtù  di  x cbé  vi  è contenuto,  e dividendo  per  dx,  avrerifo 

</z  Jm  * 

at  — - — S+.  ao  =5* Ù — J ....  (3p6)  ; 

• tlj6  * jd*  a , , . • * 
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operando  in  una  (paniera  analoga , rapporto  ad  7 , considerandole come  ona  fun- 
zione la  quale  non  varia  che  É molivi)  di  y,  t dividendo  per  afp,  troveremo 

dt  ■ da 

per  eliminare  i coefficienti  differenziali  di  du  , I*  equazione  (3o5}  Ja  . 
du  da  ’ 

. '7*7 - nrr r*À  • 

« • • • 0 ■«**•*  * o*  ’v 

sostituendo  questi  valori  nell*  equazioni  (ffu6)  e (3»j) , avremo 

’ . _ v * 


a ** 


JZu 

dx 


dz 

dr 


eliminando  In  . tra  quest’  equazioni,  otterremo  ■ r >'  ’ ■ - 

de  dz  a * 

V-  - - -t-  — = 0. 

• .a x dy  , • ». 

ajio.  I<e  funzioni  arbitrarie,  le  quali  completano  gl’  integrali  dell' equazioni 
differeuz'yli  palliali,  delibò  no  determinerai  mediani*  condizioni  Te  quali  dipeli 
dono  dalla  natura  dai  problemi  che  hanno  dato  luogo  a qttest'  uqirtzuini,  prò- 
blahii  che  la  maggior  parte  appartengono  a questioni  tì^ico-cdatcnjatkbe. 

Norf  volendo  punto  allontanarci  dal  nostro  .«oggetto  , ei  limiteremo  ad  albine 
consuler.iziorti  puramente  analitiche,  e comincyasmo  dal  cércazfc  quali  aono  le 
conditiatni  contenute  nejrequaaionia  . . . . 


dz 

'7T': 


: (3o#>. 


a5i.  Quando  » è una  funzione  idi  x e di  y,  qural'  equazione  puh  considerarsi 
coma  quella  di  una  superficie.  Questa  superficie  , dalla  natura  della  sua  equazio- 

• * . dl%  * , ,,  % a , 

ne,  gode  della  seguente  proprietà,  «he -* — dtrve  sempre  eaéere  lina  quantità 
» ».  “x 

costante.  Segue  da  cid  che  qualunque'  s*<»»n*  EF < \ Tav.  CLI  , Jig.  t),  di 
questa  superisela  fatta  da  un  piano  CD  , paralello  à ^quello  ielle  a,  t , è 
una  linea  refta.  Infatti,  qualunque  sia  la.  natura' di  questa  seziolte , ae  ai  di- 
vide  in  un  numero  inlinilo  di  parti  ma/  , m'm"  , m"m"'  , te. , quote  parti 
siila  la  loro  fftcrola  estensione,  potrà  uno  considerar#! -come  lilxe  rette,  e rap- 
presenteranno gl»  elementi  della  segihpe  ; «no  di  questi  elementi  mm'  facendo, 
cou  una  partitila  mt!"  all'asse  delle  ascisse,  da  angolo  111  cui  langeuie  trigono- 
dz 

metrica  è rappresentata  A -j — ; Aiecome  quest'angolo  i costai  ilo,  ne  argvie  che 

lutti  gli  angoli  , ed.,  fermati  dagl' elementi  della 

curva,  con  delle  paralélle  ma'",  m'n",  v/!a\  «e. , all'asse  dejfe  aaeisse,  saranno 
tulli  eguali;  il.  che  prova  ohe  la  sezione  EF  è una  tinta  «otta. 

«Sa.  Ss  giungerebbe  al  medesimo  resù) lamento  considerando  l' integrale  deU'tqua- 

zionè  -^*rsoo  , eh*  abbiamo  veduto  mere  , n*  aav  , • 

•A  . ..**'*  .r  • -»  , 

zstfls c-t-zy. (3oq); 

mentre,  per  lutti  i punti  della  supeifeiei  quali  sono  nel  piano  CD , l'Ordinata 
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è eguale  aJ  una  costante  c,  rappresentata  nella  (Tuv.  CU  , Hg.  i ),  con  Alt;, 
sostituendo  dunque  f c invece  di  7/  , e facendo  ^cr=C  , 1 equazione  (3*  «»  di* 

venterà 

si=fla;-t-C (3 io)  ; 

quest' equazione  essendo  quella  di  una  retta,  e appai  tenendo  alla  sezione  EF,  ne 
segue  che  questa  sezione  è una  linea  retta. 

a53.  La  medesima  cosa  avendo  luogo  rapporto  agli  altri  piani  secanti  ck  si 
condurrebbero  para  lei  la  ni  ente  a quello  delie  x , s,  concludiamo  che  lutti  questi 
piani  taglieranno  la  superficie  seguendo  delle  linee  rette,  le  quali  saranno  para- 
Ielle  , poiché  esse  formeranno  ciascuna , con  uua  parcella  all*  asse  delle  x , un 
angolo  la  cui  langeute  trigonometrica  sarà  ri. 

z54*  Se  ora  facciamo  x = o,  l'equazione  (3r«j)  »i  ridurrà  a tc=;j,  e sarà  quel- 
la di  una  curva  GHK.  tracciata  sul  piano  delle/,  «;  que«l*  curva  contenendo 
tutti  s punti  della  superficie,  le  cui  coordinale  sono  x — o , incontrerà  il  piano 
CD  iu  un  puuto  m , che  avrà  x = o per  uua  delle  sue  coordinale,  in  virtù  dell'e- 
quazione ( 3 1 o)  * saia  z = C,  valore  rappreseulato  nella  figura  da  fir/i.  Quello  che 
ai  dice  del  piano  CD  potendo  applicarsi  a lutti  gli  altri  piani  che  gli  sono  pa- 
rateli! , ne  resulta  che  per  tutti  i punii  della  curva  di  cui  *=*>/«  T equa- 
zione, e la  quale  è tracciala  sul  piano  delle  /,  a.  partiranno  delle  rette  para. 
Ielle  all'asse  delle  x.  Ecco  tutto  quello  che  ci  dicono  1'  equazioni  (3o8)  e (3o»); 
e siccome  questa  coudizione  è sempre  adempita,  qualunque  sia  la  figura  della 
curva  di  cui  tcsi^.y  è 1'  equazione,  si  vede  che  questa  curva  è arbitraiia. 

a55.  Segue  da  ciò  che  prerede,  che  la  curva  GHK,  di  cui  x=zyy  é f equa- 
zione, può  essere  composta  di  archi  di  differenti  curve,  i quali  si  uniscono  gli 
uni  gli  altri,  ovvero  i quali  lasciano  tra  essi  dell' iuterruzioui , in  certe  partì 
come  nella  ( Tav.  CLI , fig.  a).  Una  curva  di  quest'ultimo  genere  si  chia- 
ma discontinua.  Uua  curva  può  essere  ancora  discontigua;  questo  è quello  che 
succede  quando  vi  è interruzione  nelle  sue  parti,  senza  che,  nel  punto  in  cui 
ha  luogo  quest' iulerruzione , il  suo  corso  sia  sospeso.  La  curva  (Tav.  CU, 
Jig.  3 ) ce  ne  olire  un  esempio  ai  punti  AI  ed  N i quali  do»  si  succedono,  e imi» 
ostante  non  lasciano  tra  essi  alcun  vuoto.  Osserviamo  che  in  simile  circostanza , 
due  ordinate  differenti,  tali  come  PAI  c PN,  ovvero  come  QB  e QS , corrispon- 
dono ad  una  medesima  ascissa.  Finalmente , è possibile  che  la  curva  sia  composta 
«li  un  seguito  infinito  di  archi  infioilameute  piccoli,  i quali  appartengono  cia- 
scuno a curve  differenti;  in  questo  caso,  la  curva  è irregolare,  come  lo  sareb- 
bero, per  esempio,  dei  segni  di  penna  che  si  tra  accrebbero  a caso;  ma  in  qua- 
lunque maniera  sia  formata  la  curva  la  cui  equazione  è *=xxf/,  basterà  per 
costruire  la  superficie,  di  far  muovere  una  retta  sempre  paraleilaruente  a se  stessa, 
eoo  questa  condizione,  che  il  suo  punlo  m percorra  la  curva  GHK  ( Tav.  GLI, 
fig.  i)  di  cui  tzszyy  è l'equazione,  c che  è tracciala  a caso  sul  piano  delle/,  a. 

a56.  Se  invece  dell*  equazione  = ai  avesse  quella  di  -^-t=X,  uella 

quale  X fosse  una  funzione  di  x,  allora  conduceodo  un  piatto  CD,  {Tav.  CI  I , 
Jig • i)t  parateli»  a quello  delle  x,  z la  superficie  sarebbe  tagliata  seguendo  una 
«lata  sezione  EF,  la  quale  non  sarebbe  più  uua  linea  retta,  come  nel  caso  pre- 
cedente. Infatti,  per  ogni  punto  mf  preso  sopra  questa  sezione,  la  tangente  tri- 
gonometrica dell' angolo  numr ru9f  formato  dal  prolungamento  dell’  elemento  mrmtr 
«lella^ezione,  con  uua  paralella  all' asse  delle  x,  sarà  eguale  ad  uua  funzione  X 
dell'ascissa  x di  questo  punto:  e siccome  I' ascissa  x è differente  per  ciascun 
punto,  ne  segue  che  l'angolo  nr,m' m,f  sarà , differente  a ciascun  puuto  della  se- 
Di%.  di  AJat.  l ai.  VI.  aG 
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rione  ; il  rhc  prova  «he  EF  non  far»  più  , come  precedente  mente,  una  linea  rett.i. 
La  su|»erfit*»e  si  «ostruirà  egualmente  che  nel  precedente  problema,  facendo  muo- 
vere la  sezione  EF  pira  lidiamente  a se  stessa,  in  modo  che  il  suo  punto  m toc- 
chi continuamente  la  curva  Glifi,  di  cui  l' equazione  è z =srr. 

^57.  Supponiamo  ora  che,  nell’  equazione  precedente,  in  luogo  di  X,  si  abbia 

una  funzione  P di  x e di  y\  l'equazione  ~ — = P,  contenendo  tre  variabili, 


apparterrà  ancora  a«l  una  superficie  curva.  Se  si  taglia  questa  superfìcie  mediante 
uu  piauo  paralello  a quello  delle  x,  * , avremo  uua  sezione  nella  quale  y sarà 

...  . dz  . » 

costante,  e siccome  in  tutti  1 suoi  punti  — — ■ eguaglierà  una  funzione  della  va- 
ti X 

riabile  .r,  bisognerà  dunque,  come  nel  caso  precedente,  che  questa  sezione  sia 

,tz 

curva.  L’  equazione  — — =;!  , essendo  integrata,  avremo  per  quella  della  su- 

«x 

perfide 


z z=a  J' Pt/x  -+-  vy , 

se  in  quest'equazione  diamo  successivamente  a y i valori  crescenti  y1  n y*' , y**\ 
yxr,  ec.y  c che  si  chiami  P' , P*',  P^'*,  P1*,  ec.,  ciò  che  diventa  allora  la  fun- 
zione P,  avremo  1'  equazioni 

*=  Jv'dx+rf , \ 

z,=jp"jx-t-ìy,  I 

> . . . . (3u); 

s=Jrtix+?/",  i 

t=  f V"  dx ?y" , et.  j 

e si  vede  che  quest' equazioni  apparterranno  a curve  della  medesima  natura, 
ma  diirerenli  di  forme,  poiché  i valori  della  costante  y non  sono  ■ medesimi. 
Queste  curve  non  saranno  altra  co»a  che  le  sezioui  della  superficie  con  pia- 
ni parateli!  a quello  delle  x,  *;  e,  incontrando  il  piano  delle  y,  z,  esse  forme- 
ranno una  curva  di  cui  l'equazione  si  otterrà  eguagliando  a zero  il  valore  di 

x in  quello  della  superficie.  Si  chiami  Y ciò  che  diventa  ( Pdx  in  questo  caso. 


avremo 

<3ia); 

e si  vede  che  a motivo  di  yy,  la  curva  determinata  da  questa  sezione  dev’es- 
sere arbitraria;  cosi  avendo  tracciata  a piacere  { Tav.  Chi,  fig  /j  ) , la  curva 
QRS  sul  piano  delle  y,  z,  se  rappresentiamo  con  RL  la  sezione  di  cui 


zsss  J"  1 ”dx  -h  oy1  è I'  equazione 


si  l'aia  muovere  questa  sezione,  tenendo  la 


sua  estremità  II  sempre  applicata  alla  curva  QRS;  ma  in  modo  che,  in  questo 
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movimento,  questa  setione  RL  prenda  le  forme  jucressivc  determinale  dall>q«a- 

dy 

xioni  (3 1 1 ),  e ti  coalruiri  la  superficie  alla  quale  apparterrà  l' equazione  — 1 — — 1*. 
a58.  Consideriamo  finalmente  P equazione  generale 


dz 

itx 


M h N = O , 

dT 


il  cui  integrale  è U=1*T,  n°.  2.J5.  Quando  abbiamo  Uca  i Vsf,  quest’ e- 
quazioni  esistendo  ciascuna  tra  tre  coordinate,  possiamo  considerarle  come  quelle 
di  due  superfìcie;  e poiché  queste  coordinate  sono  comuni  , esse  debbono  appar- 
tenere alla  curva  d'intersezione  di  queste  doe  superfìcie.  Premesso  ciò,  a e b 
essendo  costanti  arbitrarie,  se  in  U=<z  si  dà  ad  x e ad  y i valori  x'  ed  y*  ot- 
terremo per  z una  funzione  di  x\  di  y9  e di  o,  la  qu.de  determinerà  un  punto 
della  superfìcie  di  cui  U =a  e V equazione.  Questo  punto  qualunque  varierà  di 
posizione  te  successivamente  si  danno  diversi  valori  all»  costante  arbitraria  <j, 
ciò  equivale  a dire  che  facendo  variare  a , faremo  passare  la  superfìcie  di  cui 
U=n  è l'equazione  . per  un  nuovo  sistema  di  punti.  Quello  che  si  dice  di 
U , potendo  applicarsi  a V =ò,  concludiamo  che  la  curva  d' intersezione 
delle  due  superfìcie  cannerà  continuamente  di  posizione,  e per  conseguenza  de» 
scriverà  una  superfìcie  curva,  nella  quale  a e b potranno  considerarsi  come  due 
coordinale;  e poiché  la  relazione  a = «I* £ , che  lega  tra  esse  queste  due  coordi- 
nate,  è arbitraria,  si  conosce  che  la  determinazione  della  (unzione  <t>  equivale  al 
problema  di  far  passare  una  superfìcie  per  una  curva  tracciala  arbitrariamente. 

afiq.  Per  far  conoscere  come  queste  sorti  di  problemi  possono  condurre  a con- 
dizioni analitiche,  esaminiamo  qual  é la  superfìcie  di  cui  V equazione  é 


dz 


dz 


r~d7~  x~d7 


(3 1 3). 


Abbiamo  veduto,  n.°  230,  ebe  quest’  equazione  aveva  per  integrale 

*=*»(**-+•  r*)  • (3*1). 

reciprocamente  ai  deduce  da  quest’  integrale 

x1  -+-  j3 1=  <*»  * ; 


se  si  taglia  la  superfìcie  con  un  piano  paralello  a quello  delle  x , y,  la  sezione 
avrà  per  equazione 

x1  +-/3=  fc  ; 

e rappresentando  con  a1  la  costante  c , si  avrà 

x3  -4-  yr  — "*  • 

Quest'equazione  appartiene  al  circolo;  per  conseguenza  la  superfìcie  goderà 
di  questa  proprietà,  che  qualunque  sezione  fatta  da  un  piano  paralello  a quello 
delle  x,  r,  sarà  un  circolo. 

260.  Questa  proprietà  è ancora  indicata  dall' equazione  (3|3),  poiché  si  de- 
duce ( Vtdi  DiFran v iziar. e ) , 


*=r 


dy 

dx 


Quest’  equzzione  c’  insegna  che  la  suonormale  dev'  essere  tempre  eguale  al- 
]’ ascissa,  il  che  è la  proprietà  del  circolo. 

261.  L’equazione  (3 ■ 4)  non  dicendoci  altro,  se  non  che  (otte  le  sezioni  pa- 
ratelle  al  piano  delle  x , y , sono  circoli , ne  segue  che  la  legge  secondo  la 
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quale  i raggi  «Mie  «exioni  debbono  aumentarsi,  non  è compresa  nell’ equa- 
zione (3i  $),  « lite , per  conseguenza,  qualunque  superfìcie  di  rivoluzione  soddi- 
sfarà al  problema;  poiché  si  sa  che  in  qneste  sorti  di  superfìcie,  le  sezioni  pa- 
rcelle al  piano  delle  x , y sono  sempre  circoli,  e non  vi  è bisogno  di  dire  che 
la  generai  lice  la  quale,  in  una  rivoluzione,  descrive  la  superfìcie,  può  essere 
una  curva  discontinua , discontinua  , regolare  o irregolare 

2G2.  Cerchiamo  dunque  la  superfìcie  per  la  quale  questa  generatrice  sarebbe 
una  parabola  AN,  ( T.iv.  CLI , Jìg.  5),  e supponiamo  che,  in  quest'ipotesi  , 
la  superfìcie  sia  tagliala  da  un  piano  AB,  il  quale  passerebbe  per  l'asse  delle 
z\  la  traccia  di  questo  piano  sopra  quello  delle  z , / sarà  una  retta  AL  la  quale, 
(•Midolla  per  l'origine,  avrà  per  equazione  y = »ix;  se  rappresentiamo  con  t 
l' ipotenusa  AQ  del  triangolo  rettangolo  APQ,  costruito  sul  piano  delle  *%  y, 
avremo 

f*  ss  x*-fj**  ; 

ma  t essendo  I' ascissa  AQ  della  parabola  AN,  di  cui  QM==»  è l'ordinata,  ab- 
biamo per  la  natura  di  questa  curva 

/*  = bz  ; 

itici  tendo  iuiere  di  /*  il  suo  valore  xa-4 -y*  9 verrà 


* ==  -~ , ovvero  *=  y ^aaxa-+*xa^  = y 
facendo  — ^oa-+- 1 ^ = m , otterremo 


«awi1  ; 

dimodoché  la  condizione  prescritta  nell'  ipotesi  in  cui  la  generatrice  debba  es- 
sere una  parabola,  é che  si  deve  avere 


z = m x2  q uando  y = nx. 


aC3.  Cerchiamo  ora  di  determinare,  per  mezzo  di  queste  condizioni,  la  fun- 
zione arbitraria  che  entra  nell'equazione  (3 1 4)-  A quest'elTef lo,  rappresenteremo 
con  U la  quantità  che  è affetta  del  segno  e l’equazione  (3 f 4)  di- 

venterà 


zt=zfV  (3i5), 

ed  avremo  le  Ire  equazioni  7.. V 

xa-+-ja  = U,  j = nr , z = mx2. 

Per  meno  delle  due  prime  elimineremo  y , ed  otterremo  il  valore  di  xl  il 
quale,  essendo  messo  nella  terza,  darà 

U 

zt=xm  — , 

o**-+- 1 

equazione  che  si  riduce  a 


s = 


perché  si  è visto  che  ubbiamo  supposto 
. — .»<) 


m\  il  valore  di  * essendo 
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soililuilo  nell'  equazione  (3 1 5) , 1*  cange»  in 
melimelo  il  ralore  di  U io  quell'equazione,  troveremo 

?(*’+/’)=  f (x’-hr1), 

e >i  tede  che  la  fumione  è determinata;  aostituemlo  quello  ralore  di 
nell' equazione  (3 1 4 ) , avremo  per  l' integrale  cercalo 

— tC**4**)8 

equatione  che  gode  della  proprietà  domandata,  poiché  1'  ipotesi  «li  / = ox,  dà 


264.  Questo  processo  é generale;  poiché  , supponiamo  che  le  ronditioni  che 
debbono  determinare  la  costante  arbitraria  , siano  che  l'integrale  dia  F(x,/, *)  = o, 
quando  si  ha  f[xyyyz)=.  o , ci  procureremo  una  terza  equazione  eguagliando 
ad  U la  quantità  che  e preceduta  da  ; e allora  eliminando  successivamente  dne 
delle  variabili  xyyy  s,  li  otterrà  ciascuna  delle  variabili  in  funzione  di  U.  Met- 
tendo questi  valori  nell'  integrate , si  giungerà  ad  un'  equazione  il  di  cui  primo 
membro  sarà  y U , e di  cui  il  secondo  membro  sarà  un'  espressione  composta  in 
U;  rimettendo  il  valore  di  U in  funzione  delle  variabili,  la  funzione  arbitraria 
si  troverà  determinata. 

265.  Un'equazione  differenziale  parziale  del  second'  ordine , nella  quale  z è 
una  funzione  di  due  variabili  x e yy  deve  sempre  contenere  uno  o più  di  que- 


sti coefficienti  differenziali 


d*z 

dxA 


d'z 

àj*  ' 


d*z 

, indipendentemente  dai  coeffì- 

dxdy 


cienti  differenziali  del  priin'  ordine  che  essa  può  contenere. 

266.  Ci  limiteremo  ad  integrare  le  piu  semplici  dell'  equazioni  differenziali 
parziali  del  second'  ordine , e cominccremo  dalle  seguenti: 

rPz 

moltiplicando  per  dx  , e integrando  rapporto  ad  xy  aggiungeremo  all'  integrale 
una  costatile  arbitraria  funzione  di  y y ed  avremo 


dz 

dx 


1 ?r; 


moltiplicando  di  nuovo  per  dx , e indicando  con  tyy  uoa  funzione  di  y , che  si 
dete  aggiungere  all' integrale , troveremo 

z=:x?y  -h  Sy. 

267.  Proponiamoci  ora  d’ integrare  1'  equazione 

dx* 

nell*  quale~P  è uui  funzione  dì  * e ài  y,  operando  come  nell'  integrazione 
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precedente , eominceremo  dal  trovare 
un»  seconda  integrazione  ci  darà 


6=  ^ £ J" Pr/ar-t-  V/  J djr  - 


af>8.  S'  integrerebbe  nella  medesima  maniera 

rì't 


iif- 


= P, 


e si  troverebbe 


569,  L’  equazione 


[ J P Jy-hfX^dy 


-f-  y x. 


_£?— P. 

dydx 

si  comincerehhe  ad  integrarla  rapporto  ad  una  delle  variabili  , c quindi  rapporto 
all'altra,  il  che  darebbe 


^ [j  Pdx  ‘ 


■?**• 


250.  In  generale , si  tratterà  nella  medesima  maniera  una  dell*  equazioni 

:Qi 
d"z 


d"‘  = P ^ 

’ ./vi//  -* - 


~ R ’ **•’ 

nelle  quali  P,  Q,  Il  , ec. , sono  funziooi  di  x e di  y s il  che  darà  luogo  a un 
seguilo  cT  integrazioni  le  quali  introdurranno  ciascuna  una  funzione  arbitrai  in 
nelP  integrale. 

271.  Dopo  T equazioni  che  abbiamo  considerale,  una  delle  più  facili  a inte- 
grare è la  seguente  : . 

dy*  dy  V 

con  P e con  ()  indichiamo  sempre  due  funzioni  di  x e di  jr.  Facciamo 
dz 


dy 

trasformeremo  quest'  equazione  in 
da 


dy 


-+-  Pu  = Q (3 17). 


Per  integrare,  ronsidereretno  x come  costante,  ed  allora  quest*  equazione  non 
conterrà  che  due  variabili  y e u,  e saia  della  mededioa  forma  dell*  equanime 

dy~i-Pydx  = Qdx  ....  (3i8), 
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trattata  (n.#  i$8),  e il  cui  integrale  è 

-JM-/  ^ Sv‘u 


— (>■ 


dx- t-C  I • • • (3ìy}; 


paragonando  dunque  T equazioni  (3 1 7)  e (3i8),  avremo 

rc“.  * = /; 

sostituendo  questi  valori  nella  formula  (3ig),  e cangiando  C in  y x , otterremo 


~SVdjr  / p /p*r  \ 

“=«  I 1 Qe  <(r  + i X I ; 


mettendo  questo  valore  di  u nell' equazione  (3iti),  moltiplicando  pei  Jj , e in- 
tegrando , si  troverà 


/ -j  Pio-  J I^r  \ 

I==  J (e  <//-+-  v ) i/r-+-  f x. 

372.  !»  integrerebbero  coi  medesimo  metodo  I’  equazioni 


djcity 

•Pi 


l/s 


rfT  = Q’ 

nelle  quali  P e Q rappresentano  delle  funzioni  di  x ; e.  a motivo  del  divisore 
dxdy  , ci  si  accoige  che  il  valore  di  z non  conterrebbe  fuiizioui  arbitrarie  della 
medesima  variabile. 

2?3.  Proponiamo  ancora  d'integrare  l'equazione 


1 er  eseguir  ciò,  comincereino  dall' osservare  che  jr  enendo  una  fu 

c di  /,  t«  «ua  differenziale  dev'  essere  rappresentata  da 

tiniistp  sita  jvfiiiTy  non  e<7uivoi}  ; T*-  ■ 3 ■ 

r—  dx  dx  -t-  —jj~  di  • • • • (331); 

“*JL  eaia-f.  mu 

e tacendo  — — ss  p , - ~a  , si  cangia  1 equazione  (3a>) , 

«/*  r Ut  7 ; ° ' 

djr—pdx  •+■  qdt  ....  (313), 

e la  proposta  in 

dq dp  • i ’ 

dt  dx 

L’equazione  (3aa)  essendo  una  differenziale  esatta  , si  avrà 

da  dp 

- - = - - (3s4)  ; 

«x  “* 


nzione  di  x 


in 

Il  i * 


VI 
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e siccome  />  e y sono  funzioni  di  x e di  /,  le  loro  differenziali  saranno 

dp~^rdx^"^r dt  ■ ■ • • • (3a5>* 


dq  ss  -7^-  dx  dt  ...  . (3a6)  ; 

dx  de 


mettendo  nell'  equazione  (3a6)  i valori  di 


dq 

-JT 


e di 


dq 

dx  1 


dati  dall'  equazioni 


(3a3)  e (3s4),  quell’equazione  (3a6)  diventerà 

dq  = - dx  + o*  P-  dt  . . . (3a;). 

dt  dx 


Rappresentando  con  le  medesime  lettere  le  quantità  comuni  all’  equazioni  (3a5) 
e (3a;) , quell’ equazioni  potranno  scriverli  come  segue: 

dp=z  mdx  -t-  ndt  ....  (3a8), 
dq  ss  ndx  -+-  a%wdl  ....  (329). 

Moltiplicando  la  prima  di  quest' equazioni  per  a,  e aggiungendola  all'altra, 
si  troverà 

adp  -+-  dqx=(am  -+-  n ) dx  -t -a[am  -+-  n)dt , 
equazione  la  quale,  a motivo  del  fattoi'  comune  , può  scriversi  come  segue: 
adp  -t~dq=z  (om-t-n)  (dx  -4-  a d<  ) , 
o piuttosto  come  segue 

adp  -+-  dq  = (nm-f-n)  il  ( x-t  at) (33o). 

Sottraendo  inseguito  l’equazione  (3ag)  dall'equazione  (328)  moltiplicata  per  a, 
si  troverò  mediante  un'  operazione  analoga  alla  precedente 

adp  — dq=x(am — a)(dx  — adì)  ....  (33 1) , 

e per  conseguenza 

adp  — dq  =s  (am — n)  d (x  — at)  ....  (33a). 

274-  Ora,  se  si  osserva  che  quando  si  difTereuzia  una  funzione  di  z,  la  diffe- 
renziale dev'essere  della  forma  fz.dz  (e  potrebbe  non  entrare  che  alla  potema 
zero,  caso  in  cui./*  si  ridurrebbe  ad  una  costante),  si  concluderà  che  nell'equa- 
zioue  (33o),  ove  la  differenziale,  iu  luogo  di  essere  * , è x -t-at,  si  deve  avere 


am  -t-  n e=  F (x  -+•  at). 

Renalmente,  indicando  con  Ff  la  caratlerislica  di  un'  altra  funzione,  si  ricateià 
d,ir  equa. ione  (33a), 

am  — n = F' ( x — ai)  -, 
il  ebe  cangerà  I’  equazioni  (33o)  e (332),  in 

adp  -f-  dq-=zY(x  -t-ar  )d  (x-+-n/)  . . . . (334), 


e iu 


adp  ~ dq=f  (x  — at)d  (x  — al)  . . . . (335); 
e siccome  I’  integrale  di  un'espressione  della  for tua  fidi  è un'altra  funzione  di 
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*,  avremo  integrando  l' equazioni  (334)  e (335),  e rappresentando  con  f e con  f 
le  caratteristiche  di  due  differenti  funzioni, 
ap-¥-q=f(x-i~at)  v 

} (3*)- 

ap—q  =/'(x — at)  ’ 

375.  Aggiungendo  I'  eqtiaxioni  (336),  per  eliminare  q esse  ci  danno 
aap=»/(x-t-ar)-+-/'(x-  at)  ; 

sottraendo  l1  equazioni  (33G)  I’ una  dall’altra  per  eliminare  p.  si  arra 
3j  ==/!  x-H»f)  -/'(x— or)  ; 

e dividendo  uno  di  questi  risultaraenti  per  aa,  e 1’  altro  per  a,  i valori  di  p e 
di  q sono  determinati  come  segue: 

/[x-t-o/ y+-f(x — at) 

P = — • 

_/(x-+-o0  — /'(x— ai) 

v — — “ » 

a 

mettendo  questi  valori  nell’  equazione  (3aa) , otterremo 

d _Ax~*~a')~*mf{x—n')  jx  , /(*•-+-«')-/*  (x—m) 

* ao  X a ’ 

e moltiplicando  i due  termini  delta  seconda  fraiione  per  a , per  darle  il  deno- 
minatore dell’  altra  frazione  , avremo 

d __Ax~*-a,'>-*-f'(x  ~ °0  j_  t fl/'fx  — or)  ^ 

* aa  a a 

riunendo  i termini  che  hanno  per  fattore  f(x-f-al),  e quelli  che  hanno  per  fat- 
tore f'(x — at),  si  troverà 

f x-t-6/)(</xH-ai//)+/T(x — at  (dx — adì ) 


equazione  che  è equivalente  a 

1 f(x-i-ar)d(x+at)  1 f'(x—at)d(x—at) 

dT  — — — - -t- - ; 

a a a a 

e basandoci  sopra  la  medesima  ragione  che  ci  ha  fatto  giungere , n.°  374  , alla 
prima  integrazione,  troveremo  indicando  con  y e con  iji  le  caratteristiche  delle 
due  funzioni  differenti , 

_ 1 *(x  + ot)  1 $ (x — at) 

T — ~ + ■ ■ ì 

a a a a 

e se  si  osserva  che  il  denominatore  a può  essere  compreso  nella  funzione,  si  avrà 
finalmente 


r = 7 t ■+■  ~i  (*-M) 


376.  L’  equazioni  differenziali  parziali  del  second’ ordine  conducono  a in- 
tegrali i quali  couleugouo  due  funzioni  arbitrarie;  la  determinazione  di  queste 
Di*.  di  .Val.  Voi.  VI.  27 
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funiioni  equivale  a far  panare  l.i  superfìcie  per  due  curve  le  quali  possono  es- 
sere discontinue  o discontinue.  Per  darne  l'esempio,  prendiamo  l'equazione 


o , 


il  cui  integrale,  n.°  aGG,  è 

i = Xfy-b  $y (3  8). 

Sidno  Az,  A y,  e Ai  (Tav.  CLI  f;.  i ) gli  assi  coordinati;  se  si  conduce  un 
piano  KL  paralellameule  a quello  delle  x , l , la  lezione  della  superficie,  per 
questo  piano,  sarà  una  linea  retta;  poiché,  per  tulli  i punti  di  questa  anione, 
y essendo  eguale  ad  A p,  se  rappresentiamo  A p mediante  una  costante  c,  le  fun- 
zioni y y e 'fijr  diventeranno  </c  e y c , e per  conseguenza  si  potranno  invece  so- 
stituire due  costauli  a e A;  dimodoché  l’equazione  (338)  diventerà 

11=  ax- t-A (339), 

e sarà  quella  della  sezione  fatta  dal  piano  KL, 

377.  Per  conoscere  il  punto  in  cui  questa  sezione  incontra  il  piano  delie  y , 1 , 
farciamo  x = o;  1’ equazione  (338)  ci  dà,  io  quest’ipotesi, 

t=s}y, 

il  che  indica  una  enrva  amb  tracciata  sul  piano  delle  y , s.  Sarebbe  facile  dimo- 
strare, come  nel  n.°  25(j , che  la  sezione  incontra  la  curva  amb  in  un  punto  m; 
e siccome  questa  sezione  é una  linea  retta,  non  si  tratta,  per  determinarne  la  po- 
sizinne,  che  trovare  un  secondo  punto  pel  quale  passi  questa  linea.  A quest'ef- 
fetto , osserviamo  che  quando  x é eguale  a zero  , I’  equazione  (338)  si  riduce  a 

* = ’r >r  • 

nel  mentre  che  quando  x é eguale  all’unità,  la  medesima  equazione  si  riduce  a 

*=  yy  + tyi 

facendo,  come  precedentemente , A p = c,  questi  due  valori  di  z diventano 
z = ò , c = a b , 

e determinano  due  punti  m cd  r presi  sopra  la  medesima  sezione  mr  che  ab* 
biamo  visto  essere  una  line.»  retta.  Per  costruire  questi  punti,  si  opererà  nel  se- 
guente modo:  si  traccerà  arbitrariamente  sul  piano  delle  y , z la  curva  amb  y e 
pel  punto/?,  in  cui  il  piuuo  secante  KL  incontra  l'asse  delle  y y si  eleverà  la 
perpendicolare  ;>mt=zb  , la  quale  sarà  un'  ordinata  alla  curva;  inseguito  si  pren- 
derà all'  intersezione  HL  del  piano  secante  e di  quello  delle  x, la  parte  ppr 
eguale  all'  unità,  e pel  punto  p * si  condurrà  un  piano  paralcllo  a quello  delle 
j*,  z,  e in  questo  piano  si  costruirà  la  curva  ti  ni  U , sul  modello  della  curva 
amb , e in  modo  che  sia  similmente  disposta;  allora  l'ordinata  nip  sarà  eguale 
ad  mp\  e se  si  proluuga  nifi  di  una  quantità  arbitraria  ni  r ^ la  quale  rappre- 
senterà 0,  si  determinerà  il  punto  r della  sezione. 

Se  in  seguito  si  prolunga,  col  medesimo  processo,  tutte  le  ordinate  della  curva 
ti  ni  li , si  costruirà  una  nuova  curva  ti  rb'  la  quale  sarà  tale  , che  conduceudo 
per  questa  curva  c per  amby  un  piano  paralcllo  a quello  delle  x,  z,  i due  punti 
in  cui  le  curve  saranno  incontrate  apparterranno  alla  medesima  sezione  della 
superfìcie. 

Segue  ciò  che  precede,  che  la  superfìcie  può  costruirsi,  facendo  muovere  la 
retta  mrì  in  modo  che  continuamente  tocchi  le  due  curve  amb  , u'rbr. 
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278.  Quest’  esempio  è sufficiente  11  far  travedere  come  la  determinazione  «Ielle 
funzioni  arbitrarie  , le  quali  completano  gl'  integrali  dell'  equazioni  differen- 
ziali parziali  del  secoud’  ordine,  equivale  a far  passate  la  superficie  per  «lue  curve 
le  quali,  come  le  funzioni  arbitrarie  che  servono  a costruirle,  possono  cs reto  di- 
scontinue, discontigue,  regolari  o irregolari. 

279.  Osserveremo  finalmente  che  se  la  risoluzione  teorica  dell' equazioni  differen- 
ziali è ancora  tanto  poco  avanzata,  non  segue  il  medesimo  della  risoluzione  /ec- 
nica , ovvero,  come  comunemente  si  dice  della  loro  risoluzione  per  approssima  - 
zioue,  quest'  ultima  è completamente  data  da  una  formula  di  sviluppo  osservabi- 
lissima , dovuta  al  Signor  Wronski.  ( Vedi  Refulation  de  la  théorie  des  fon- 
ctions  analytiques , pagina  3i  ).  Dobbiamo  aggiungere  che  si  deve  ancora  al  me- 
desimo dotto  una  soluzione  teorica  dell' equazioni  alle  differenze  del  second' or- 
dine. ( Vedi.  Critique  des  fonctions  gènératrices  ). 

Per  V istoria  del  Calcolo  Integrale,  vedi,  in  questo  Dizionario,  la  parola  Ma- 
tematiche. 

280.  1 coricai  lettori  per  completare  il  presente  articolo  potranno  vedere  in 
questo  Dizionario  le  parole  Cubatura  , Quadratura,  Rettific azione  e Super- 
ficie, e quindi  desiderando  sempre  più  approfoudirc  lo  studio  di  questo  ramo 
importantissimo  dell' analisi  potranno  con  profitto  consultare  le  seguenti  opere; 
cioè: 

Bordoni  — Leiioni  di  calcolo  sublime  ; Brunarci  — Leiioni  di  calcolo  su - 
Affine,  voi.  4>  >0*4,  Firenze,  180.4  c segg;  Nsiier  — des  leeoni  d' ann- 

lyse  données  à P Ècole  Poi) tccnique  , sui  vi  des  notes  par  AI.  J.  Liou\tille , 
a voi.  »n-8  , Paris  , 1840;  Bosiut  — Calcul  différentiel  et  intégrale  a voi.  in- 
8;  Bougain ville — Traité  du  calcul  integrai , a voi.  in-4  ; Lacroix,  Traite  com- 
piei de  calcul  différentiel  et  de  calcul  intégral , 3 voi.  in-4,  Pa**‘s»  a*  Adi* 
tion  ; Duhamel  — Cours  d'  Analyse  de  V Ecolt  Polytec/inique  ; Dobourguet  — 
Traitis  élémentaires  de  Calcul  diffèrentiel  et  de  calcul  integrai , a voi. 
in-8  , Paris  , 1810  e 1811  ; e Legendre  — Esercices  de  calcul  intégral  , 3 voi. 
»n-4-  avec  lei  supplèmens  , 1811  h 1819,  cc.  , ec. 

INTERESSE.  ( Arit,  e Alg.).  L'interesse  dell'argento  è un  canone  periodico 
pagato  da  quello  che  prende  in  imprestilo  un  capitale  a quello  che  lo  presta. 

L1  interesse  di  una  somma  qualunque  si  valuta  ordinariamente  sopra  100  lire 
di  capitale,  e per  un  periodo  di  un  anuo.  Se  quello  che  prende  in  prestito  pa- 
ga annualmente  3,  !\ , 5,  ec.  lire  per  ciascun  cento  di  lire,  si  dice  che  la  tassa 

dell' interesse  è di  3,  4.  5,  ee.  per  cento,  e si  scrive  3,  4*»  5,  ec.  per  °4>. 

Altre  volle  , invece  d'  indicare  l' interesse  di  una  somma  di  100  lire  , si  dava 
la  somma  che  rendeva  1 lira  di  rendila  per  anno;  cosi,  per  esempio,  se  20  lue 
rendevano  una  lira  per  anno,  si  diceva  che  il  suo  collocamento  era  fallo  al  de- 
naro ao,  egualmente  se  18  lire  rendevano  1 lira,  il  collocamento  si  diceva  esser 
latto  al  denaro  18,  ec.  11  denaro  20  rappresentava  evidentemente  1'  interesse  «1» 

L.  5 per  100  lire  di  capitale,  il  denaro  18  quello  di  5,fi5  *^2  per  cento  li- 
re,  ec.  ; una  semplice  proporzione  iudicherk  sempre  qual  interesse  per  100  lire 
rappresenta  un  denaro  qualunque. 

Il  modo  di  riportare  la  tassa  dell’  interesse  a un  rapitale  di  100  lire,  piuttosto 
che  ad  un  altra  somma  è una  conseguenza  del  sistema  decimale  , esso  è comodo 
nel  commercio;  ma  per  io  scopo  che  in  quoto  punto  ci  proponiamo,  è più  con- 
veniente di  riportare  l' interesse  dell' argento  all*  unità  d'argento,  alla  lira,  di- 
modoché invece  «li  dire  che  cento  lire  rendono  2,  3,  4i  5,  cc.  , lire,  diremo  che 
1 lira  rende  Lite  0,02,  L.  o,o3,  L.  0,04,  L.  o,o5,  ec  ; in  generale,  indicheremo 
con  r 1'  mietesse  di  1 lira  per  anno. 
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L'interesse  è semplice  o composto ■ L' interesse  semplice  è quello  che  ti  paga 
alla  fine  di  ciascun  anno  fino  all'  epoca  del  rimborso  della  somma  prestata. 

Se  si  presta  per  esempio,  1000  lire  per  io  anni,  alla  tassa  di  L.  o,o5  per  i.  L. , 

ossia  5 per  */o , l'interesse  annuale  sarà  di  So  lire.  Quest'interesse  non  aumen- 
terà con  gli  anni , e nemmeno  il  capitale  prestato  varierà. 

L'interesse  composto  è quello  che,  invece  di  esser  pagato  ciascun  anno,  si  ag- 
giunge al  contrario  alla  somma  presa  ad  imprestilo  dimodoché  al  second'  anno 
l'interesse  dorrà  essere  calcolato,  non  più  sul  capitale  primitivo,  ma  sopra  que- 
sto capitale  aumentato  degli  interessi  dovuti  alla  fine  del  prim'  anno  , e così  di 
seguito. 

Per  esempio,  il  capitale  collocalo  essendo  di  lire  sooo,  la  tassa  deir  interesse 

per  i lira  essendo  L.  0,04,  ossia  4 per  ° o , quello  che  presta  il  denaro  do- 
vrebbe lire  4"  d'interesse  alla  fine  dal  prim' anno;  ma  invece  di  pagargli,  gli 
aggiunge  al  capitale  di  1000  lire  , e al  principio  del  second’  anno  deve  dunque 
L.  1040. 

Alla  fine  del  second'  anno  , dovrà  gl’  interessi  di  so4o  lire  e non  più  di  tooo 
lire  solamente;  quest'  interessi  ammontano  a L.  4t,6o,  e invece  di  pagargli  , gli 
aggiunge  ancora  al  rapitale  di  L.  1040;  al  principio  del  lerz' anno , ai  trova  per 
conseguenza  dover  dare  L.  1081,60,  e così  di  seguito. 

Come  si  vede,  il  capitale  cresce  di  anno  in  anno,  e per  conseguenza  gl'  inte- 
ressi crescono  ancora;  l'aumento  del  capitale  è dovuto  all'interesse  del  rapitale 
primitivo  il  quale  viene  aggiuuto  annualmente  , e agli  interessi  di  questi  inte- 
ressi, i quali  sono  egualmente  convertiti  ciascun  anno  in  capitale.  Sono  gl' in- 
teressi degl*  interessi  del  capitale  primitivo  che  fanno  in  modo  che  questo  cresce 
in  una  progressione  geometrica , come  si  vedrà  quaulo  prima,  e non  in  una 
progressione  aritmetica. 

Da  queste  definizioni  ne  emergono  due  conseguenze  importanti: 

I 0 L'  interesse  semplice  è propor  donale  al  capitale  collocato , poiché  un 
collocamento  di  tooo  lire,  per  esempio,  può  considerarsi  come  essendo  la  riu- 
nione di  mille  rollocamenti  differenti  di  1 Lira. 

Dunque  , se  C rappresenta  il  numero  delle  lire  contenute  nel  capitale  collo- 
calo, r I'  interesse  di  1 lira  nell'unità  di  tempo  (un  anno  per  esempio),  e t I* 
rendila  prodotta  dal  capitale  C in  un  anno,  avremo 

i—  C r. 

K se  il  colloramcnto  è effettuato  per  ri  anni,  avremo , indicando  con  p la  som- 
ma di  tutte  le  rendite  annuali,  ciué  n.i 

p=n.C.r  • • . ■ ( 1 ). 

Conoscendo  Ire  delle  quattro  quantità  p,  n,  C,  r,  l'equazione  (1)  darà  im- 
mediatamente la  quarta. 

a ° 1 valori,  iti  capo  ad  n anni,  di  due  capitali  differenti  collocali  a inte- 
resse composto  in  questo  tempo,  sono  proporzionali  ai  capitali  primitivi. 

Poiché  se  si  segue  di  anno  iu  anno  ciò  che  diventano  due  capitali  Ce  C1  col- 
locali in  questo  modo,  si  avranno  alla  fine  di  ciascun  anno  delle  somme  pro- 
porzionali ai  capitali  dal  principio  dell'anno  che  si  considera,  in  un  anno  in- 
fatti l' interesse  non  può  essere  che  semplice;  ora  , se  i capitali  prodotti  alla  fine 
dell'anno  sono  costantemente  proporzionali  ai  capitalidei  principio  di  quest'au- 
110,  si  troverà,  mediante  una  serie  di  rapporti  eguali,  che  i valori,  in  capo  ad 
n anni,  ili  due  capitali  piuuiliti  C t C saranno  tra  loro  nel  medesimo  rapporto 
di  C e C'. 
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Resulta  da  queste  due  conseguente  che  i calcoli  degl'  interessi  riposano  essen- 
zialmente sopra  il  principio  della  proporzionalità,  ed  è per  questo  che  stabili- 
remo tutte  le  formule  sopra  questo  principio. 

i.  Poiché  i lira  collocata  all’interesse  r per  un  anno,  diventa  i + r alla 
fine  dell'anno,  il  valore  di  i -+ -r  collocato  egualmente,  sarà  dato  dalla  propor- 
zione : 

i : i •+•  r : : i -f  r:i=(  i 

egualmente  se  vogliamo  sapere  quale  sarebbe  il  valore  (i  •+tr)*  in  capo  ad  un 
anno,  si  farà  la  proporzione: 

t:  s (i  : xsas(  i 

e in  generale  (i-t-r)"-1  diventerà  (i-t-r)"  in  capo  ad  un  anno. 

Si  conclude  da  ciò  che  una  lira  situala  all’  interesse  composto  per  n anni,  al- 
1'  interesse  r,  diventerà  dopo  questo  tempo 


( l -+->•)•  ....  (a). 

Il  paragone  dei  valori  successivi  ( i -+-  r ),  ( i-ò*r  J*  , ( i -t-r)5  ....  che  acqui- 
sta una  lira  di  anno  io  anno,  prova  che  il  suo  accrescimento  si  fa  in  progres- 
sioue  geometrica  e non  in  progressione  aritmetica. 

Esempio.  Si  domauda  qual  somma  avrà  prodotto  una  lira  situala  a interesse 
composto  per  io  anni,  la  tassa  dell'interesse  essendo  L.  0,045  per  1 lira,  cioè 


il  4 per  %>,  si  avrà  1 ■+■  r=a  1 ,o45,/i  = io , donde 
( i-t-r  )"=(  i,o45)lo=a  1,55397, 

covi  una  lira  avrà  prodotto  L.  1,55,  trascurando  gl’ ultimi  decimali. 

Per  sapere  ciò  che  diventerebbe  una  somma  qualunque  a situala  a interesse 
composto  per  n anui,  faremo  in  virtù  della  seconda  conseguenza  la  proporzione 
1 : ( a : : a : x = a ( 1 -+-  r )" , 

chiamando  perciò  p il  valore  di  a alla  fine  di  n anni,  avremo  I’  equazione 
p = o(i-s-r)"....  (3), 

Esempio.  Si  domauda  ciò  che  produrrà  una  somma  di  L.  4G88  situala  a inte- 


resse composto  per  ao  anni,  alla  tassa  di  0,0375  per 
Si  ha  in  questo  caso 


/>  = 4688(1,0375)”. 


Ora 


2olog(  1,0375)=  0,3l976aa 
log  4688 . . . = 3, 6709876 
Somma  . 3,9907498 


lira,  ossia  3 ^4  P*r  "/o- 


•’/o 


log  9789, 25  ; 


dunque  le  Lire  4688  produrranno  L.  9789,25. 

Conoscendo  tra  delle  quattro  quantità  p,  a,  r,  n contenute  nell  equazione  (3), 
si  otterrà  la  quarta  per  mezzo  di  una  delle  segueuti  formule  dedotte  dalla  citala 
formula  (3);  cioè: 


p = o(  1 -+-/*  )"  , 


(l-t-r)" 


log  p — log  a 

~~  logft-rr-) 


— , log f 1 -t-  r ) = 


log  p — log  n 


. • «)• 
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3.  Invece  di  domandare  ciò  che  diventa  i lira  situata  a intercise  composto  do- 
lio n anni,  si  può  domandare  qual  somma  bisognerebbe  situare  oggi  a interesse 
composto,  alla  tassa  r%  per  ricevere  Lire  i alla  fine  di  n anni. 

Questa  questione  in  fondo  ò la  medesima  di  quella  che  ha  dato  luogo  alla  for- 
mula (a),  essa  differisce  solamente  in  cièche  essa  si  riporta  ad  altri  numeri;  una 
semplice  proporzione  con  1'  espressione  ( i-f-r)"  deve  dunque  darcene  la  soluzio- 
ne,  e diremo  Lire  i è il  valore  attuale  di  ( in  n anni,  qual  c ancora  il 

valore  attuale  di  una  lira  pagabile  in  n auoi,  vale  a dire 

: ■ : : i : * = — =»  (■+'•)-" . 

E se  si  domandasse  quanto  bisogna  situare  immediatamente  per  ricevere  una 
somma  a dopo  n aulii , si  farebbe  la  proporzione 

* : : i a : se  ss  a (i+r)-n. 

Chiamando  e questo  valore  attuale,  si  avrà 

e = a(i-w)""  . ...  (5). 

Questa  formula  (5)  è 1'  espressione  di  ciò  che  si  chiama  In  sconto  nel  comer- 
cio , essa  è identica  con  la  seconda  delle  formule  (4),  poiché  essa  esprime  la  me- 
desima cosa. 

Si  vede  dalla  maniera  con  cui  essa  é stala  stabilita  che  le  f|uestinni  di  sconto 
non  sono  altro  che  questioni  d’  interesse  riferite  ad  altri  numeri. 

i°  Esempio.  Qua!  somma  bisogna  situare  oggi  per  ricevere  Lire  7843  *n  *4 
anui,  F interesse  di  una  lira  essendo  o,  o388,  ovvero  l'interesse  di  ioo  lire  es- 
sendo 3,88.  Si  ha  in  questo  caso: 

a(i-t-r)~"  =3  7843  (1, o388) “,4. 

Ora 

log  <7843  = 3,8q44^22 
14  log  1,0388  = o,  a3i4472 
Differenza  . . . 3,G63o35ocs  log  4602,94. 

Cosi  bisognerebbe  situare  oggi  Lire  4&>2t94- 

2°  Esempio.  Cerchiamo  con  la  formula  (b)  ciò  che  valgono  attualmente  100  lire 

pagabili  in  un  anno,  l'interesse  essendo  o,o5,  per  una  lira, /cioè  fi  per  0/o. 

Si  avrà  ' 

a{\-hr)~n  =.  100  (1 , oÒ)"1 

e effettuando  i calcoli  si  trova  csL.  <)5,  l-38,  ovvero  circa  L.  95,24* 

Si  vede  con  ciò  che  il  commerciante  il  quale,  contando  l'interesse  al  5 per  0/o 
stima  L.  qT»  il  valore  attuale  di  L.  100  pagabili  in  un  anno,  commette  un  er- 
rore di  24  centesimi  circa;  sopra  L.  10000  l'errore  sarebbe  di  Lire  24* 

Possiamo  ben  dire  che  tutti  i commercianti  facendo  il  medesimo,  sì  stabilisce 
una  compensazione,  e die  definii  ivameule  persona  non  perde  nulla  : ciò  può  es- 
sere, ma  tuttavia  possiamo  asserire  che  un  tal  modo  di  sconto  è il  risullamenlo 
dell'  ignoranza  e della  cupidità  ; ciò  dovrebbe  bastare  per  farlo  abbandonare. 

Spesso  gl' interessi  di  un  capitale  si  pagano  per  semestre  , c non  per  anno, 
questa  condizione  non  modifica  le  formule  dell'  interesse  semplice,  ma  le  formule 
dell1  interesse  composto  sono  cangiale,  se  si  conviene  che  gl'  interessi  di  una 
somma  gli  saranno  aggiunti  ogni  sci  mesi  invece  di  essere  ogni  aiiuo. 
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I j interesse  di  una  lira  per  anno  essendo  r,  dopo  sei  mesi  non  è che  — , e 

aggiungendolo  al  capitale  Lire  I , la  somma  situata  nel  secondo  semestre  sarà 

r r 

i -t ; allii  fine  del  secondo  semestre,  la  somma  di  a H sarà  diventata 

a a 

^i-V-— ^ , alla  fine  del  terzo  aemestre  ^ saia  diventata  ^i  -+-  re.; 

ma  cumulando  gl’  intereasi  per  n anni,  avremmo  avuto  a n rollocamenti  d'interessi, 
e per  cotuegueozf  in  capo  ad  n anni , una  lira  diventerà 


Una  somma  a situata  a interesse  composto  io  n anni , gl’  interessi  essendo  ca- 
pitalizsati  ogni  C mesi,  diveuteià  dunque 

Il  valore  attuale  di  uoa  somma  a pagabile  in  n anni,  gl'interessi  |>otendo  ag- 
giungersi al  capitale  per  semestre,  sarebbe 

<-tT- 

Cercando  per  esempio  il  prodotto,  dopo  3o  anni,  di  una  somma  di  L.  tooo 

situate  a interesse  composto  al  4 per  °'o , e gl’interessi  essendo  capitalismi 
ogni  6 mesi,  si  trova 

rooo(  s,oa  J1*’”  = Lire  3a8r. 

E cercando  ciò  che  diventerebbe  questo  prodotto  capitaliixando  gl’  interessi 
ogni  anno,  ti  trova , formula  (3) 

1000(1,04 )**  — Lire  3243^0. 

Coti  dunque,  la  capitalizzazione  degl’ interessi  per  semestre,  invece  di  esserlo 
per  anno,  produce,  in  quest’esempio  Lire  37,60  di  più  per  milla  lire. 

La  differenza  sarebbe  di  L.  3760  sopra  nn  capitale  di  Lire  100,000. 

Una  tal  differenza  , quantunque  repartita  sopra  un  intervallo  di  3o  anni  , è 
troppo  sensibile  perchè  si  trascuri  ancora  per  lungo  tempo. 

La  tassa  dell’  interesse  avendo  uoa  tendenza  continua  a diminuire,  la  differenza 
che  abbiamo  fattn  osservare  avrà  un’  importanza  sempre  maggiore  , e finirà  cer- 
tamente per  tenerne  conto,  tanto  negli  imprestili  dello  Stato,  quaoto  negl' im- 
prestiti tra  particolari. 

Quanto  all' altre  questioni  che  possiamo  incontrare  sopra  1’  interesse,  vedi  le 
parole  AaaoaLiTa',  Vitalizio,  Rinaoaso. 

INTERPOLAZfOJiE.  ( Alg .)  Operazione  il  cui  scopo  è di  determinare  la  natura  di 
una  funzione  della  quale  si  coooscono  solamente  alcuni  valori  particolari. 

Se  consideriamo  una  funzione  qualunque  di  una  variabile  x,  per  esempio 
ax*-t-6,  vediamo  che  daudo  successivamente  alla  variabile  i valori  determinali 
o,  1,  2,  3,  ec.,  otteniamo  un  seguilo  di  vaioli  paiticolari.  Cosi 
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per  x cs  o la  funzione  diventa  é, 

est  a -+•  b , 

x e=  2 4a-(-i, 

x — 3 ga  + 4, 

ee. . . . ec.  . . . 


Ora,  la  totalità  dei  valori  di  queata  funzione  ai  trova  interamente  determi- 
nala dalla  aua  natura  medesima,  poiché,  dando  ad  x un  valore  qualunque  i'eae- 
cuzione  dei  calcoli,  costituendo  queata  natura , fa  aempre  conoacere  il  valore 
corriapondente  della  funzione.  Quando  dunque  la  natura  di  una  funzione  è co- 
noaciuta,  tutti  i auoi  valori  particolari  ai  trovano  determinati,  a per  ottenere  uno 
di  queiti  valori,  è assolutamente  inutile  di  conaiderare  gli  altri.  Uà,  al  contra- 
rio , ae  ai  conoaceaaero  solamente  i valori  particolari 

b,  a-¥b  , 4 a-t-4,  pa-t-i,  ec.  . . . , 

corrispondenti  ai  valori  o,  i,  a,  3,  ec.  della  variabile  x,  di  una  funzione  inco- 
gnita » x , e che  ai  volesse  trovare  qualunque  altro  valore  di  queata  funzione  in- 
cognita, quello  per  esempio  che  deve  corrispondere  a x = -^-,  e il  quale  conse- 
guentemente, si  trova  tra  b e o-+-A  , bisognerebbe  cominciare  dai  valori  cogniti 
per  ottenere  il  valore  domandato.  Quest'operazione  che  ai  chiama  interpolazione, 
perchè  a' intercalano  dei  termini  intermediari  tra  una  serie  di  termini  dati , equi- 
vale dunque,  in  ultima  analisi-,  alla  determinazione  della  natura  della  funzione 
incognita , o almeno  alla  determinazione  di  una  forma  generale  che  abbraccia  la 
totalità  dei  valori  di  questa  funzione. 

Per  esaminare  la  questione  in  tutta  la  sua  generalità,  supponiamo  che  ai  valori 
particolari 

a,  i a*, , i, , x,  , x,  , ec. 

di  una  variabile  x,  corrispondano  i valori 

Xc,  X,,  Xa,  X,,  X4 , ec. 

di  una  funzione  incognita  px  di  queata  variabile. 

Se  i valori  x0,  x, , xi , ec. , sono  equidifferenti,  vale  a dire,  ae  ai  ha 

■*»— *a=£  . 

ec.  = ec. 

avremo  aocora,  considerando  x,  come  una  variabile  che  riceve  successivamente  un 
accrescimento  £ 

X,  = X0 -a- 4 X„ , 

X1=X„  + a4Xtt-4'X„, 

X3  = X0-+-3dX0-e-Sd*X0+d3X0, 

ec  . = ec. , 

e,  in  generale,  per  un  indice  qualunque  m , ( Vedi  OirrEazaza) 


v —X 


m (m — i ) (m- — 2)  , _ 

^—3 4’X0+ec. 
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Co»),  X estendo  ciò  che  diventa  ii  foozione  <y  x , quando  facciamo  x sa  x,+m  £; 
se  puniamo  ns£ess,  donde  m= a"|"i  otterremo  1’ esprestione 

*1*— 


» (-.+»)«=*.+  f -4X.  + ~ ^ M 


.3.^» 


A‘X„ 


ovvero  semplicemente 


, ?*  = *.-+- j3x„-S-  -;f  ;'  ^ A»x. 


■(“), 


facendo  x0-+-*  = x. 

& Tacilo  vedere  che  1'  espressione  (a)  abbraccia  la  totalità  dei  valori  della  fun- 
zione yx,  poiché  dando  ad  x un  valore  determinato  x*,  la  relazione  x„-+-*i=x', 
dà  ibi'— x#,  e sostituendo  xf — x0  invece  di  z nel  secondo  membro  di  quest’ e- 
sprrssione,  si  ottiene  il  valore  di  y.x  corrispondente  a rsax1. 

Per  far  conoscere  le  applicazioni  di  questa  formula,  proponiamoci  la  serie 

a,  3,6,  io,  i5,  ai,  a8,  ec. 

corrispondente  agli  indici  o,  a , 3 , 4 , 5 , 6,  ec. 

Abbiamo  in  questo  caso,  x„  = o;  xa-+-a b*,  ovvero  ama*;  j-  * , e 
X,  ss  i , X,  s 3 , X^ s G , X,  eia  io,  ec. 

Cosi  : 

A X0  = X, — X„  = a, 

A1X0=X,— aX,-s-X0t=  i , 

A«X0  s X ,-3X1-h3X1— X„  = o. 

Tutte  le  differenze  degli  ordini  superiori  al  secondo  riducendosi  a zero,  la 
formula  (a)  diventa  per  la  sostituzione  dei  precedenti  valori 

x(x — i)  x*-+-3x-t-a 

ess  > ~~  ■— » ■ . 

a a 


y x c 


;i+2x-f- 


Se  fi  domandaste,  per  esempio,  il  termine  corrispondente  all'  indice  — , si  fa- 


rebbe a?  sa  — , e si  Irorerebbe 
a 


90  1 

?iCr  = ,a+7- 


Quando  la  funzione  incognita  non  è una  funzione  intera  e razionale,  nou  pos- 
siamo giungere  ad  una  differenza  A"*X0=o,  c allora  la  «erie  cht  forma  il  se- 
condo membro  dell’espressione  (a)  si  prolunga  all*  infinito.  In  questo  esso,  non 
si  trovano  i vslori  cercati  che  in  un  modo  approssimativo  ; ma,  quando  la  serie 
è convergenlissitna , basta  un  piccolo  numero  di  termini  per  ottenere  una  «offi- 
ciente approssimazione,  e possiamo  ancora  impiegarla  molto  vantaggiosamente. 

Dii.  di  Mot.  l'ol.  VI. 
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Ora,  consideriamo  il  caso  in  eoi  i valori  particolari  della  variabile  x 

*91  *11  *11  *31  -*4  » 

non  siano  equidifferenti.  Poiché  possiamo  in  generale  stabilire 
■}*  — a-i-bx+cx^-i-dx*-^  ec. 

echeX,,  X,,  X4,  ec.  rappresentano  i valori  di  <px,  quando  facciamo  x = x., 
x — x,,  sci,,  ec.,  abbiamo  dunque  aucora 

X,=3S  + bx , •+•  ex*  ■+•  dx*  -+■  ec. , 

X,  =*  a bx,  + cx*-t-  dx*  -+■  ec. , • 

X,  = a -4-  bx.  -4-  ex  -h  dx*  *+*  ec. , 

* a a 

X,=jo  + bx,  -f-  ex  •+■  dx’-t-  ec. , 
a a 

ec.  i=  ec 

equazioni  con  l'aiuto  delle  quali  possiamo  ottenere  i coefficienti  indeterminati 
a,  b,  c,  d,  ec.  Ma,  senza  ricorrere  alla  soluzione  un  poco  complicata  di  quote 
equazioni,  osserviamo  che  la  forma  della  funzione  fx  dovendo  essere  tale  che  si 
abbia  yxtmX,,  quando  x c=  x. , fX=sXt,  quando  xsx,;  ec.  ec.;  possiamo 
egualmente  stabilire 

? x = X„  fx  ■+•  X,ftx  •+•  Xff^x-h  X,/3x  -+-  ec.  ; 
prendendo  perj"x,f,x  ,/^x  ec.  delle  funzioni  di  x che  diventino 

/xc=  i , /,  x = o,  /ax  = o , ftx  ss  o,  ec., 

quando  x s=a  x„  ; 

/x=5  0,  fx= ai,  /4x=ao,  /sx  = o,ec., 
quando  x a x,; 

/•*  = o,  f,xe=o,  fxx=.  i.  Zi  x = o,ec., 
quando  xss,;  e cosi  di  seguito. 

Queste  condizioni  che  possono  essere  adempitelo  molte  maniere,  lo  sono  evi- 
dentemente se  facciamo 

fx  rii  ~X'^X  (x  ~~*V 

“ (xD— xJ(xD— xJCx,,— x,) ’ 

(x  — x,)(x  — xa)(x  — X31 

JX'  ~~  (*,— *„)  tx,— Xj)(Xi— X»| ’ 

__  (x  — xp)  (x  — x,)  (x  —X,) 

'r'-l*i-*Jl*a-*iH*3-*3l ’ 

ec.  =s  ec 
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donde  >i  conclude  quell'  elegante  formule  d’ interpolazione , dovuta  al  celebre 
' Lagrangc, 

(x  — J,ì  fx  — x,)(x  — x,l  . . . 

9X=S  (x„— x,)  (x„— xj(x„— x») . . . 

— Jo)(J  —*%){*  ~ • • 

• 

(x  — Xj (X  — x,)(x  -X,)  ■ . 

(xa— X„)  . . 

+ (X  — X„)(.T  —Xt){x  — Xj  . . 

"**(x,— x0)(x,— X,)(X,-X»).  . 

-+.  ec 

Applichiamo  quejta  formula  alla  terio 

4 > soi  35  » 84  » 

corrispondente  agl'  indici 

i»  3,  4 » 3» 

e proponiamoci  di  trovare  il  termine  che  corrisponde  all'  indice  5. 

Abbiamo  in  quell’esempio, 

x„=  1 , x,  = 3 , x1==4  , x,=C, 

X0  = 4,  X,=»ao,  Xj  = 35,  X,=a84; 

e,  dalla  formula  (8), 

(J— 3)(x — 4)(x — 0) , 

* (|—3)(i—  4K1 — 6) 

(x—  i)fx— 4)(x— 6) 

(3 — .)(3— 4)(3 — 6) 

(x— r)(x— 3)(x— 4)3; 

(4 — 'HI — 3)  (4 — 6) 

(x— i)fx— 3)(x— 4) 

(6—1)16 — 3)  (6—4)  * 

Eseguendo  i calcoli  ti  trova,  dopo  tutte  le  riduzioni, 
j x ss  — £ x*-4-6xa-t- 1 r x-t-C  J . 

Cosi  facendo  xs=5,  li  ottiene  fxc=56.  Tale  è dunque  il  termine  che  corri- 
sponde all'  indice  5. 

Esistono  molte  altre  formule  d’ interpolazione  per  le  quali  dobbiamo  riman- 
dare all’opera  del  Lacroix  Traiti!  dei  différences  et  dei  teries , molte  delle 
quali  sono  riportate  in  questo  dizionario  alle  parole  DirraiBiza  e Ibtsg&alb.  Que- 
ste formule  servono  particolarmente  nell'est ronomia  ove  continuamente  si  ha  bisogno 
d’intercalare  dei  termini  tra  delle  serie  di  numeri  o di  osservazioni  la  cui  marcia 
non  è eguale  nè  il  progresso  uniforme.  Quanto  ai  principi  filosofici  di  quest’ope- 
razione inventata,  iu  primo  luogo  dal  Briggs  per  calcolare  i logaritmi,  vedi  la 
prima  lezione  della  JilotoJia  della  T conta  del  signor  Wronski. 
INTERSEZIONE  (Geom.)  Si  chiama  punto  d' intersezione , il  punto  in  cui  due 
linee  si  tagliano,  e linea  d'  intertetione,  la  linea  ove  due  superficie  si  tagliano. 
V interiezione  di  due  piani  è una  linea  retta.  Fedi  Pialo. 
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INTERVALLI  MUSICALI  (Acuti.).  In  masiu  »’  indica  generalmente  col  noma 
d’ intervallo  di  due  tuoni  il  rapporto  dei  numeri  delle  vibrazioni  che  Fauno 
nello  fletto  tempo  le  cordo  tonore  che  danno  quelli  tuoni.  Se,  per  esempio,  una 
corda  tonora  nel  dare  un  suono  A fa  12$  vibrazioni  in  un  secondo  sessagesimale, 
ed  un'  altra  corda  sonora  nel  dare  un  tuono  B faccia  18G  vibrazioni  nello  atesso 


tempo,  si  diri  che  1’  intervallo  dei  suoni  A e B è eguale  a 


186 

tit 


o sempli- 


cemente a —,  perchè  la  fraiione  — ridotta  alla  sua  pili  semplice  espressione. 


diviene  — . 


1.  Dobbiamo  osservare  che,  in  forza  di  questa  convenzione,  uno  dei  duo  suoni 
confrontali  è sempre  rappresentalo  dall’  unità,  e l’ altro  dal  numero  delle  vibra- 
zioni che  esso  fa  nel  tempo  che  il  primo  di  una  sola  vibrazione , qualunque 
d'altronde  sia  la  durata  di  questa  vibrazione , poiché  è assolutamente  la  stessa 
cosa  il  dire  che  il  suono  B fa  18G  vibrazioni  nel  tempo  che  il  suono  A ne  fa  134, 


o il  dire  che  il  suono  B fa 


186 

ia4 


vibrazioni  nel  mentre  che  il  suono  A 


ne  fa  una. 

Consideriamo  adesso  tre  suoni  A,  B,  C,  i numeri  delle  cui  vibrazioni  respet- 
tive  nella  durala  di  un  secondo  siano  124,  i55,  186  : si  arri,  applicando  loro  le 
considerazioni  precedenti , 


Intervallo  da  A a Bs= 


r55 

,a4 


5 

T’ 


Intervallo  da  A a C ; 


r8C 

124 


vale  a dire  che  prendendo  il  tuono  A per  termine  di  confronto,  la  rappresenta- 
zione numerica  di  questi  tre  suoni  diviene 


ABC 


Se  si  cercasse  l’ intervallo  dei  suoni  B e C,  bisognerebbe  prendere  il  suono  B 
per  unità  di  confronto,  e si  avrebbe 


Intervallo  da  B a C ss  ss  — 
i55  5 


o,  il  che  è lo  stesso , facendo  uso  dei  rapporti  precedenti , 


Intervallo  da 


r r 3 5 

B a Cc=  — : — ss 

a 4 


cosi  gl’  intervalli  parziali  sono 

ABC 


£ 

5 ! 


4 


£ 

5 


(ab 
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a.  Da  quanto  abbiamo  detto  è facile  vedere  che  bisogna  ben  distinguere  la 
rappresentazione  numerica  di  un  suono,  rapporto  ad  un  altro  suono  preso  per 
unità , dati' intervallo  di  questi  due  suoni,  quantunque  i’  uno  e l’altra  siano  e- 


spressi  dal  medesimo  numero.  Infatti  la  frazione  — rappresenta  nella  tavola  (i) 

4 

il  suono  B rapporto  ad  un  snono  fisso  o fondamentale  A,  mentre  nella  tavola  (2) 
questa  stessa  frazione  esprime  I’  intervallo  dei  due  suoni  A e B,  facendo  astra- 
zione da  qualunque  suono  fondamentale  preso  per  punto  di  partenza.  Nel  primo 


caso , — è un  rapporto  costituenti , che  determina  il  posto  del  suono  B tra  tutti 

4 


gli  altri  suoni  riferiti  allo  atesso  suono  fondamentale  A ; nel  secondo,  — è uni- 

4 

cernente  1’  intervallo  dei  suoni  A e B , e non  fa  conoscere  altro  se  non  che  il 
suono  B fa  & vibrazioni  nel  tempo  che  il  suono  A no  fa  4- 

3.  Per  poter  determinare  l’ intervallo  di  due  suoni  non  è dunque  necessario 
conoscere  i numeri  assoluti  delle  loro  vibrazioni,  vale  a dire  i numeri  delle  vi- 
brazioni effettive  che  l'uno  e l'altro  fanno  nell'  unità  di  tempo,  ma  soltanto  i 
numeri  relativi  di  queste  vibrazioni,  o ciò  che  abbiamo  di  sopra  chiamato  i loro 
rapporti  costituenti.  Questi  calcoli,  fondati  sulle  proprietà  dei  rapporti  geome- 
trici, non  presentano  io  si  stessi  nessuna  difficoltà-,  ma  non  bisogna  perder  di 
vista  il  significato  esalto  dei  numeri  di  cui  si  fa  uso;  e,  per  1'  intelligenza  di 
ciò  che  saremo  per  dire,  ne  daremo  un  esempio  piò  sviluppato. 

4.  Siano  i suoni  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H generati  dalle  corde  sonore  che  fan- 
no nell'  unità  di  tempo  i numeri  assoluti  di  vibrazioni 


i44,  162,  180,  192,  216,  240,  270,  288. 

L' intervallo  di  due  qualunque  di  questi  suoni  essendo  il  rapporto  dei  numeri 
delle  loro  vibrazioni  respetlive  (1),  se  si  domanda,  per  esempio,  V intervallo  dei 
due  suoni  C ed  F,  si  avrà 

Intervallo  da  C ad  F t=a =3  — . 

180  a 

Ciò  posto,  prendendo  A per  suono  fondamentale  e dividendo  tutti  i numeri  per 
i44,  avremo  dopo  la  riduzione  delle  frazioni  alla  loro  più  semplice  espressione, 

A B CDEFGH 

9 5 4 3 5 r5 

*’  ¥’  4"’  3 ’ 7’  3 ’ 8 ’ a‘ 


Questi  nuovi  numeri  esprimono  i numeri  relativi  delle  vibrazioni  dei  suoni  0 i 
numeri  delle  vibrazioni  che  fanno  tulle  le  corde  sonore  nel  tempo  che  la  prima, 
quella  cioè  che  dà  11  snono  A , fa  una  sola  vibrazione.  È evidente  che  i rap- 
porti di  questi  numeri  relativi  Ira  loro  sono  esattamente  gli  stessi  di  quelli  dei 
numeri  assoluti,  ed  hanno  di  più  il  vantaggio  d'  indicare  immediatamente  l' in- 


tervallo tra  ciascun  suono  e il  suono  fondamentale  A.  11  numero  — , per  esem- 


pio, costituente  il  suono  F,  esprime  nel  tempo  stesso  che  questo  suono  fa  una 
vibrazione  e due  terzi  di  vibrazione  mentre  il  suono  A oc  fu  una , e che  l’ in- 
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icrv.llo  dei  «ion.  A ed  F è egu.lc  a 1.  Per  calcolare  per  meno  di  questi  no- 

meri  1 intervallo  da  C ad  F,  pel  quale  avevamo  di  aopra  a^o:  180,  avremo  ora 

Intervallo  da  C ad  F = — : — = -Ì. 

3 4 3 ’ 

che  è la  alena  cosa. 

Ecco  il  calcolo  dell'intervallo  di  ognuno  di  questi  auoni  da  quello  che  lo  .e- 
gue  immediatamente  : 

Intervallo  da  la  Be=  .5.  • , 9. 

» 8 ’ 

10 

9"  * 


i5  ’ 


io 

*9  * 

•b 

iG 
* Ì5’ 

il  che  ci  tommiuistra  il  quadro  legnante,  di  coi  avremo  occaiione  di  fare  uio  io 
arguito  : 

ABCDEFGH 
S 


w 

C* 

n 

II 

1 

. 9 

4 

' 8 

Ci  D=i 

5 

3 

: 4 

D ad  E = 1 

. 4 

a 

’ 3 

E ad  F=  - 

3 

3 

a 

F a G=^ 

5 

« 

1 3 ' 

G ad  H cs  3 

i5 

: 8 ‘ 

Suoni 

Rapporti  costituenti 


9_  •>_  4 3^  5 i5 

8’4’T’a  ’ T ’ 8"  ’ a 


(3) 


Intervalli  parziali 


9 io  iG  9 io  9 16 

5.  Quando  11  conoscono  gl'  intervalli  parziali  a due  a due  di  una  «rie  di  auoni, 
ai  può  trovare  1 intervallo  dei  due  auoni  estremi  senza  aver  bisogno  di  risalire 
ai  loro  rapporti  costituenti,  ovvero  ai  numeri  assoluti  delle  loro  vibrazioni.  Per 
esempio,  essendo  dati  i tre  intervalli  parziali: 

A B C O 


si  avrò 


9 io  16 

» ’ sT  ’ 

Intervallo  da  Aa  D=s—  X — X — • 

0 y li 
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Questa  regola  non  consiste  in  altro  che  nella  regola  congiunta  (Si  Teda  que- 
sta parola  nel  Dizionario),  e se  ne  può  facilmente  «edere  la  ragione  osservando 
che  siccome  le  lettere  A,  B,  C,  D non  rappresentano  qui  che  > numeri  asso- 
luti o relativi  delle  vibrazioni,  si  ha  necessariamente 
B 9 C so  D «6 

Ia#  ’ b-jT  ’ c “15 : 

. B C D . D 

ma  il  prodotto  dei  rapporti  — , -g-  , -q  ,l  riduce  a — in  forza  della  soppres- 
sione dei  fattori  comuni,  dunque 

D 9X10X16  4 

A *"  8x  9*i5  “S  ’ 

vale  a dire 


Intervallo  da  A a Da 


L'  ultimo  numero  a della  seconda  linea  del  quadro  (3)  deve  dunque  essere 
eguale  al  prodotto  di  tutti  gl’  intervalli  del  quadro,  perché  esprime  l’ intervallo 
tra  il  primo  suono  A e 1’  ultimo  U.  Infatti  si  ha 

9X10X16X9X10X9X16 
aC=  8X  gXi5x»X  9X8X16  ‘ 

Applichiamo  adesso  qnesli  principi  elementari  del  calcolo  degli  intervalli  mu- 
sicali ai  suoni  di  cui  si  compongono  le  diverse  scale  adottate  dagli  scrittori  di 
musica. 

6.  La  produzione  del  suono  per  mezzo  dei  corpi  sonori  è 1’  effetto  di  movi- 
menti vibratori  che  faono  le  molecole  di  questi  corpi  per  riprendere  la  loro 
posizione  primitiva  quando  ne  sono  state  allontanate  dall’azione  istantanea  di 
una  forza  estranea  (Vedi  Acustica):  se  le  vibrazioni  sono  regolari , esse  formano 
il  tuono  distinto  o tuono  musicale  , che  però  non  è percettibile  che  quando  que- 
ste vibrazioni  hanno  una  certa  celerilà:  e quanto  più  questa  celerità  è grande, 
tanto  più  il  suono  è acuto.  Quando  il  numero  delle  vibrazioni  di  due  corpi  so- 
nori è il  medesimo  in  un  tempo  medesimo,  i suoni  non  possono  esser  distinti 
l’uno  dall’altro  che  dalla  loro  intensità  e dal  loro  genere.  L'intensità  dipende 
dall’ampiezza  delle  onde  sonore  ( Vedi  Suono);  il  genere  i una  qualità  data  al 
suono  dalla  natura  particolare  del  corpo  sonoro. 

L’ intervallo  di  due  suoni  si  dice  contonante  qnando  il  rapporto  numerico  che 
lo  costituisce  è semplicissimo;  ed  è detto  poi  dissonante  nel  caso  contrario.  Ciò 
non  ostante,  questa  divisione  non  ha  nulla  di  assoluto  e riposa  unicamente  sulla 
maggiore  o minor  facilità  che  ha  l’orecchio  neU’afferrare  il  rapporto  di  due  suoni 
coesistenti,  facilità  che  dipende  dal  grado  di  cultura  musicale  dell’ orecchio  me- 
desimo , talché  quegl'  intervalli  che  (lassavano  una  volta  per  dissonanti  sono  oggi 
nel  numero  dei  consonanti. 

Due  suoni  coesistenti,  sentiti  nel  tempo  stesso  dall’orecchio,  formano  un  ac- 
cordo se  il  loro  intervallo  è consonante.  Per  rendersi  ragione  della  natura  del 
fenomeno  che  avviene  allora  nell’orecchio,  bisogna  osservare  che  nella  sensazione 
di  un  suono  semplice  o isolalo  la  membraua  del  timpano  riceve  un  movimeulo 
vibratorio,  che  può  paragonarsi  a quello  che  sarebbe  prodotto  da  una  serie  di 
colpi  battuti  ad  intervalli  di  tempo  eguali.  Ora,  quando  due  suoni  differenti  col- 
piscono nel  tempo  stesso  l'orecchio,  si  effettua  la  riunione  di  due  serie  di  colpi, 
iu  ognuna  delle  quali  le  distanze  dei  tempi  sono  eguali,  ma  in  una  più  grandi 
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che  fieli1  altra:  questi  colpi  non  possono  dunque  battere  insieme  che  a certe  di- 
stanze, e quanto  più  sono  piccole  queste  distante,  tanto  più  facilmente  V orec- 
chio sente  o comprende  il  rapporto  dei  doe  snoni.  Se,  per  esempio,  il  primo 
suono  batte  due  colpi  mentre  il  secoudo  non  ne  batte  che  uno,  il  2°,  3°,  4° , 
5°  ec.  colpo  della  seconda  serie  coinciderà  col  3°,  5°,  j°,  90  ec.  della  prima  , il 
che  produce  una  riuuione  armonica;  mentre  se  il  primo  suono  battesse  11  colpi  nel 
tempo  che  il  secondo  ne  balte  io,  le  coincidenze  non  avverrebbero  che  tra  i colpi 
n°,  2a°,  33°  ec.  della  prima  serie  coi  colpi  io°,  20°,  3o°  ec.  della  seconda,  ciocché 
non  potrebbe  esser  ben  sentito  o compreso  dall'orecchio.  Ora  l'orecchio  eseguisce  per 
le  proprie  sensazioni  quelle  medesime  operazioni  che  fa  l' occhio  per  le  sue; 
esso  apprende  i rapporti  dei  suoni  con  una  facilità  tanto  maggiore  quanto  più 
semplici  sono  questi  rapporti,  e,  nel  modo  medesimo  che  l'occhio  rimane 
colpito  io  un  modo  grato  c piacevole  dai  rapporti  giusti  delle  forme  senza  misu- 
rare nè  calcolare  questi  rapporti,  cosi  l'orecchio  rimane  colpito  piacevolmente 
quando  scorge  seoza  difficoltà  1'  effetto  della  concorrenza  delle  vibrazioni  simul- 
tanee di  più  suoni. 

7.  Il  rapporto  più  semplice  delle  vibrazioni  di  due  suoni  è 1 : 1 , che  vien 
chiamato  1'  unisono.  Dopo  l'unisono,  il  rapporto  piò  facile  a intendersi  è quello 
di  2 : 1 , che  costituisce  1'  ottava  : due  suoni  che  sono  all'ottava  V uno  daH'aU 
tro  differiscono  nei  loro  grado  di  acutezza  , ma  per  ogni  altra  parte  si  rassomi- 
gliano così  bene  che  quando  si  vuole  imitare  uu  suono  colla  voce  si  prende 
spesso  la  sua  ottava  quando  l'orecchio  non  è bastantemente  esercitato.  Gli  altri 
intervalli  consonanti  i più  semplici  dopo  l'ottava  si  chiamano 

quinta , quando  il  rapporto  è eguale  a 3:2 

quarta 4 : 3 

terza 5:4 


Volendo  riferire  questi  diversi  intervalli  a un  suono  qualunque  considerato  co- 
me suono  fondamentale  e dando  il  nome  di  ut  a questo  suono  , quello  di  mi 
alla  sua  terza , quello  di  fa  alla  sua  quarta , quello  di  sol  alla  sua  quinta , e quello 
di  ut2  alla  sua  ottava , i rapporti  costituenti  dei  numeri  delle  vibrazioni  di  que- 
sti ultimi  suoui  con  quello  delle  vibrazioni  del  suono  fondamentale  preso  per 
unità  saranno 

ui  mi  Ja  sol  ut2 


Se  si  parte  dall'  ottava  ut2  del  suono  fondamentale  e si  forma  una  nuova  serie 
di  suoni  mix>fi2)  sol2^  utz , che  abbiano  con  ut%  gli  sleisi  rapporti  che  i suoni 
miyfa , sol , ut2 , hanno  con  ut , si  avrà  una  nuova  serie  di  suoni  ciascuno  dei 
quali  sarà  all'ottava  di  quello  corrispondente  della  prima  serie,  e i cui  rapporti 
costituenti,  partendo  sempre  dal  suono  fondamentale  ut , saranuo  evidentemente 


ut%  mi%  fa%  sol%  utz 


Si  potrebbe  nel  modo  medesimo  formare  un  terzo  periodo,  quindi  un  quarto,  c 
così  di  seguito.  E evidente  che  i numeri  del  secondo  periodo  «sono  respcttiva- 
inenle  eguali  a quelli  del  primo  moltiplicali  per  2,  che  quelli  del  terzo  sono 
eguali  a quelli  del  secondo  moltiplicati  per  2 o a quelli  del  primo  moltiplicati 
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per  4,  e coti  di  seguito*  In  generale,  i numeri  ili  nn  periodo  il  cui  ut  sia  del- 
I'  ordine  u,  cioè  ut  ^ , saranno  eguali  a quelli  del  primo  moltiplicati  per  a,u__l' 

Per  formare  dei  periodi  al  di  sotto  del  primo  bisognerebbe  fare  I'  operazione 
inversa,  vale  a dire  dividere  i numeri  del  primo  periodo  per  tante  volte  il  fat- 
tore a,  quante  fossero  le  ottave  al  di  sotto  dell’ or.  Così  il  primo  periodo  al  di 
sotto  sarebbe 

ut ’ mi ' fa’  toV  ut 

i 5 a 3 

a ’ F 1 T ’ J ’ *■ 

Afa  in  questa  generaxione  dei  anoni  musicali  ognuno  di  essi  può  esser  preso 
successivamente  per  tuono  fondamentale , e così  ne  resultano  altri  tuoni  di  cui 
gli  uni  trovanti  già  compresi  tra  quelli  dei  periodi  successivi  crescenti  verso 
/’  acuto  o descendenti  verso  il  grave , e gli  altri  vengono  ad  intercalarsi  tra  que- 
sti. Per  esempio,  partendo  dai  suoni  mi,  fa,  sol,  e calcolando  i tuoni  che  tono 
alla  terza,  alla  quarta  e alla  quinta  d’  ognuno  di  essi,  ti  troverà  per  le  regole  del 
calcolo  precedente: 


...  5 5 a5 

terza  di  mi=  — v — = — 

4 4 •« 

....  4 5 5 

terza  d,  fa  = yXy==y 


terza  di  sol  = — XT  = - 
a q o 

...  5 4 5 

quarta  di  mi  = — X y = y 

4 4 dì 

quarta  Alfa  aa  — X ~r=  — 
3 3 cj 

3 4 

quarta  di  sol  ss  — X y — 2 

„ . 53  i5 

quinta  di  m<  t=  — X — 1=  — 

, 4.3 

quinta  ili  fa  ss  — X — = 2 


3 3 9 

quinta  di  sol  ss  — X — = -v 

a a 4 


. . . ■ . , a5  5 i5  , , . 

Le  terze  ci  danno  dei  suoni  espressi  da  le  quarte  d<y  suoni  e- 

io  3 (J  1 

. i 5 iti  , . , . , t5  q 

spretai  da  — - , — , a,  e le  quinte  de»  tuoni  espressi  da  — ,a  e -7-  ; eacluden- 

3 ij  o 4 


Diz.  di  Mat.  Voi.  VI. 


2,J 
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, if.  . ...  , i5  . 5 

espresso  «la  che  poco  si  discosta  da  — , ci  resta  ud  suono  ~ compreso  tra 


24  3 

do  il  primo  che  poco  differisce  da  — s=  =r  xo/,  ed  escludendo  egualmente  il  suono 


3 , i5 

i suoni  — e 2,  un  altro  — compreso  pure  tra  gli  stessi  suoni,  e un  ultimo 


suono  -7-  che  va  ad  intersecarsi  tra  i suoni  2 e — del  secondo  periodo \ prenden- 
ti a 


do  perciò  I'  ottava 


del  primo  periodo.  Questo  primo  periodo  diviene  dopo  le  intercalazioni 


ut  re 

mi 

/« 

sol 

la 

si  ut% 

9 

5 

4 

3 

5 

■ 5 

* ’ 8 

* r 

• 3 

’ 7 ’ 

3 * 

» ’ *' 

(4)- 


Ksso  si  compone  cosi  di  sette  intervalli,  ciascuno  dei  quali  trae  la  sua  denomi- 
naiione  dalla  distanza  che  i suoni  hanno  tra  loro.  Per  esempio,  l' intervallo  da 
ut  a re  è una  seconda  ; quello  da  ut  a mi  una  terza-,  da  ut  a Ja  una  quarta-, 
da  ut  a sol  una  qiunta-.  A»  ut  » la  una  sesta-,  da  ut  a si  una  settima-,  e final- 
mente da  ut  a ut%  una  ottava.  Le  stesse  denominazioni  di  tuoni  e d’  intervalli  ri- 
cominciano in  un  secondo  periodo  come  in  tutti  gli  altri.  La  successione  dei  suo- 
ni dall’  ut  fondamentale  fino  al  si  si  chiama  la  scala  diatonica  o gamma  na- 
turale. 

8.  Formato  il  gamma  naturale  di  un  suono  fondamentale  , se  si  parte  da  cia- 
scuno dei  suoni  che  lo  compongono  per  costruire  il  suo  gamma  particolare  , si 
cade  di  nuovo  io  suoni  che  non  tono  compresi  Ira  quelli  del  gamma  primitivo 
o delle  loro  ottave  successive  , e fa  d’  uopo  intercalare  di  nuovo  altri  tuoni 
intermedi  tra  i tuoni  del  gamma  naturale  per  poter  abbracciare  io  una  serie 
composta  di  periodi  eguali  tutti  i suoni  musicali  tra  i quali  l'orecchio  può  scor- 
gere una  differenza.  Siccome  la  scala  del  gamma  naturale  non  è composta  di 
gradi  eguali,  ma  I’  intervallo  dal  mi  al  J"a  e quello  dal  si  all’ utx,  sono  assai  più 
piccoli  degli  altri,  perciò  tra  questi  ultimi  si  sono  intercalati  i suoni  intermedi 
di  cui  passeremo  ora  a far  parola.  Si  osservi  primieramente  che  gl’  intervalli  di 
ciascuno  dei  noni  del  gamma  naturale  da  quello  che  immediatamente  gii  succede 
sono,  per  ciò  che  abbiamo  trovato  di  sopra  (4), 

ut  re  mi  fa  sol  la  ti  utx 


Intervalli — , 

o 


io 

9 


■ fi  9 io  g 16 

ih  ’ F ’ g"  ’ ¥ ’ Ì5  ‘ 


Donde- si  vede,  come  abbiamo  avvertilo,  che  gl’intervalli  dall'or  al  re  , dal  re 
al  mi,  dal  fa  al  sol,  dal  sol  al  la,  e dal  la  al  si,  che  poro  differiscono  tra  loro, 
souo  sensibilmente  il  doppio  degli  iutervalii  dal  mi  al  fa,  e dal  si  all'  uf%.  In- 
fatti se  t'introducesse  tra  ur  e re  uu  suono  intercalare  ut',  in  modo  thè  gl  iu- 
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temili  ila  ut  a vi'  e *1»  vi'  * rr  l'owero 

ut  ut'  re 
16  16 

7ì  * 75’ 


1’  intervallo  dall'  ut  al  re  sarebbe  allora  eguale 


'6  iG 
i5  A i5S 


a56  

— — ( I idi  di  so- 

223 


pra  il  d 0 5),  Duracro  che  differisce  pochissimo  da Una  tale  intercalazione  pe- 

rò non  è possibile,  e noi  non  l'abbiamo  accennala  che  per  far  conoscere  il  senso 
che  deve  darsi  all’  espressione  intervallo  doppio  di  un  altro  intervallo.  Quando 
considereremo  gl’ intervalli  nel  rapporto  della  loro  misura , allora  insegneremo 
a determinare  i loro  veri  rapporti  di  graodexaa. 

9.  Gl’intervalli  dei  suoni  del  gamma  naturale  essendo  diseguali,  si  sono  date 
loro  denominazioni  differenti  ; cosi  gl'  intervalli  maggiori  hanno  ricevuto  il 
nume  di  toni  , e i minori  quello  di  semitoni.  Si  chiamano  particolarmente 

toni  maggiori  quelli  il  cui  rapporto  è y e toni  minori  quelli  il  cui  rap- 


porto è — .11  rapporto  dell’  intervallo  di  un  tono  maggiore  all'  intervallo  di  un 


tono  minore , o il  numero  — : — =3  — , ti  chiama  un  comma , che  viene  con- 
8 9 8o 

siderato  come  il  piò  piccolo  intervallo  che  1’  orecchio  possa  distinguere.  Due  suo- 
ni il  cui  intervallo  sia  pili  piccolo  di  uo  comma  differiscono  tanto  poco  1'  uno 
dall'altro  che  possono  approssimativamente  considerarsi  conte  all' unisono. 

Il  gamma  naturale  trovasi  dunque  composto  di  una  serie  d'intervalli  nell'ordi- 
ne seguente,  facendo  astrazione  dalla  differenza  dei  toni  maggiori  dai  toni  minori: 
ut  re  mi  fa  sol  la  si  ut% 


> « > 


Introducendo  ora  un  semitono  in  ciascuno  intervallo  di  un  tono , si  forma  il 
gamma  di  semitoni,  che  diceti  in  altro  modo  gamma  cromatico.  Ma  questi 
semitoni  non  possono  essere  eguali  tra  loro,  ed  è essenziale  di  sceglierli  in  mo- 
do che  la  tersa  e la  quinta  di  ciascun  suono  del  gamma  si  approssimino  più 
che  sia  possibile  ai  rapporti  esatti  determinali  precedentemente. 


io.  L'  intervallo  da  un  tono  minore 

tono  maggiore , ha  ricevuto  il  nome  di 
numerica  è 


— al  semitono  — , che  dicesi  semi- 
9 *5 

semitono  minore,  e la  sua  espressione 


io  16  i5o  s5 

9 ' i5  i$4  — 24  * 

donde  si  vede  che  l' intervallo  del  tono  minore  ti  divide  naturalmente  in  due 


25 

semitoni,  l'uno  maggiore  e l'altro  minore.  Quest'intervallo  — è il  più  pic- 
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colo  di  cui  si  faccia  uso  in  pratica  , e con  esso  si  formano  i semitoni  interca- 
lari del  gamma  cromai icn. 

Si  osservi  che  per  passare  da  un  suono  qualunque  31,  dato  dal  suo  rapporto 

a t t # af 

costituente—,  ad  un  altro  suono  M',  il  cui  intervallo  da  31  sia  —, bisogna  mol- 

O 0 

o d flfl1  m 

tiplicare  i due  rapporti  — e -7?,  e il  prodotto  -r— - è il  rapporto  costituente  di 

b V bar 

di  Mr,  cioè  il  tuo  intervallo  dal  suono  fondamentale  i È questa  una  corseguenza 

di  ciò  che  é stato  esposto  di  sopra  al  n.°  5.  Coti  y moltiplicando  ogni  rapporto 

a5 

costituente  dei  suoni  del  gamma  naturale  per  V intervallo  — , si  otterrà  una 

serie  di  snoni  i cui  intervalli  respettivi  dai  suoni  primitivamente  più  bassi  sa- 
ranno tutti  di  un  semitono  minore , nel  modo  medesimo  che  dividendo  que- 

■ j5  # a 

ali  stessi  rapporti  per  questo  stesso  intervallo  — , si  ottiene  un'alln  serie  di  suo- 
ni, i cui  intervalli  dai  suuni  primitivamente  più  alti  saranno  lutti  di  un  temi- 

ai 

tono  minore.  In  generale  , un  suono  moltiplicato  per  — sale  di  un  semito- 

]J  li 

no  minore , e lo  stesso  suono  diviso  per  — o moltiplicato  per  — scende  dello 
stesso  semitono. 

I nuovi  suoni  formali  in  questa  guisa  non  hanno  ricevuto  nomi  particolari  ; 
essi  hanno  quello  del  suono  inferiore  seguilo  dalla  parola  diesis,  o quello  del 

5 

suono  superiore  seguilo  dalla  parola  bimolle.  Per  esempio,  il  la  naturale  — - 

moltiplicato  per  — diviene  la  diesis  = , e questo  stesso  suono  diviso  per 

— diviene  la  bimolle  = — . 

5 

ir.  Eseguendo  l'operazione  che  abbiamo  iodicato,  s’ introducono  due  suoni  in- 
termedi in  ciascuna  coppia  di  suoni  del  gsmma  naturale,  tanto  se  il  loro  inter- 
vallo è un  tono  maggiore  quanto  se  sia  un  tono  minore. 

I rapporti  costituenti  di  questi  nuovi  suoni  sono: 


fa  diesis  =s 


a5 

3(1 

sol  bimolle  cs  — 

*4  ’ 

»5 

ay 

sol  diesis  *4 

a5  ’ 

• 6 

75 

64’ 

8 

la  bimolle  ss  — 

9 

6 

ia5 

la  diesis  ss  

T ’ 

7a 

li 

r) 

li' 

si  bimolle  =s  . 

□ 

Digitized  by  Google 


INT  229 

Negli  strumenti  a moni  flati,  come  il  piano-forte , lo  stello  tatto  battendo  il 
dietit  e il  bimolle  dei  due  tuoni  naturali  dell*  intervallo  di  un  tono , è d*  uopo 
eontiderare  i due  tuoni  intercalari  come  identici,  e tcegliere  tra  etti  quello  che 
più  egualmente  divide  l’ intervallo  primitivo.  Queita  necessità  proviene  ancora 
dalla  gran  difficoltà  che  vi  sarebbe  nel  conservare  una  quantità  tioppo  grande 
di  tuoni,  la  maggior  parte  dei  quali  non  differiscono  tra  loro  in  un  modo  sen- 
sibile. 

Si  ammette  dunque  come  limite  d*  intervallo  quello  che  etisie  tra  un  semi- 
tono maggiore  e un  semitono  minore,  cioè  : 

■6  a5 ia8 

r5 ' 34  — ia5  ’ 


vale  a dire  che  tolti  i tuoni  il  cui  intervallo  non  è maggiore  di  — — sono  con- 

1 ab 


siderali  come  identici  , o come  all' unisono  gli  uni  degli  altri.  Ed  infatti  due 
corde  sonore  le  vibrazioni  delle  quali  fatte  in  un  medesimo  tempo  stessero  come 
i numeri  128  e ia5,  produrrebbero  due  suoui  che  1’ orecchio  il  più  delicato  diffi- 
cilmente distinguerebbe  1'  uno  dall* altro. 


12.  Serviamoci  di  questo  piccolo  intervallo  ■*_?.,  o di  questo  comma,  per  no- 


stra guida  nella  scelta  dei  semitoni  che  debbono  comporre  il  gamma  cromatico. 
V intervallo  tra  I*  ut  dietit  e il  re  bimolle  estendo 


27  25 6$8  129,6 

25  24  625  123 


128 

vale  a dire  più  grande  del  comma  — — 


ti  vede  che  nessuno  dei  due  numeri  co- 


stituenti ^ può  rappresentare  il  suono  compreso  tra  ut  e re , e che  nel 

tempo  stesso  deve  essere  ut  dietit  e re  bimolle  ; ma  aitando  il  più  piccolo  di 

• • . 128 

questi  numeri  dell’  intervallo  — — ed  abbassando  il  maggiore  di  questo  stesso  in- 


tervallo, si  otterraono  due  suoni  che  non  differiranno  sensibilmente  dai  propo- 
sti e che  potranno  poi  prendersi  senza  inconveniente  alcuno  l’uno  per  l'altro: 
ora 


a5  128 
24  ra5 


16 

Ì5* 


27  128  1 35 

a5  125  128 


Cosi  i due  rapporti  ~ , 

13 


.35 
128  ’ 


il  cui  intervallo  è minore  di 


possono  esser 


presi  indifferentemente  per  rappresentare  il  semitono  intercalare  tra  ut  e re-, 
e poiché  per  ona  regola  fondata  sulla  natura  stessa  dell*  organo  dell’  udito  1’  in- 
tervallo rappresentalo  dai  numeri  i più  semplici  è meglio  e più  facilmente  com- 
prese , ti  farà 


ut  dietit 


re  bimolle  = 

■5 


\ 
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L’ interrallo  tra  il  re  diesis  t il  mi  bimoìle  estendo 


6 j5  384  128 

~ ~ StS"'3  Tali" 1 


64 


ai  fari  per  la  stessa  ragione 


re  diesis  ~ mi  hi  molle  ss  — , 

5 

L'  intervallo  tra  il  fa  diesis  e il  sol  bimolle  essendo 

36  a5  648^ 
a5  ’ 18 1=3  6a5  * 

fa  d’uopo  operare  su  questi  due  snoni  come  ti  è fatto  sopra  ut  diesis  e re  bi- 

ì noi  le  : te  dunque  si  alza  il  primo  e ai  abbassa  il  secondo  del  comma  * ^ si 

ia5 

ottiene  : 


— X 

i8A  ia5 


64  36  ia8  45 

45  ’ aS  ’ ia5  3a ’ 

e scegliendo  il  rapporto  più  semplice  ti  fari 

fa  diesis  =3  sol  bimolle  =3  — . 

3a 

Confrontando  nella  stessa  guisa  i tuoni  sol  diesis  e la  bimoìle  ti  troverà  pel 
loro  intervallo 


8_  a5 
5 16 


128 
ia5  * 


perciò  si  potrà  fare 


sol  diesisela  birnolle ss  - . 

Finalmente , l’ intervallo  tra  la  diesis  e si  bimolle 
9 ia5  648 


5 7a 
128 


Ga5 


essendo  maggiore  del  comma  , ti  troverà,  alzando  il  più  basso  e abbassan- 
do il  più  alto  di  questi  suoni  di  questo  stesso  comma, 

9 «a8 


ia5  ta8  16 

7*  ia5  ~ 9 ’ 5"  * !a5 


aa5 
128  ’ 


donde 


la  diesis  ss  si  bimolle  sa  — . 

9 

Riunendo  tutti  questi  risultati,  ti  avrà  per  la  scala  completa  del  gamma 
cromatico: 


^69  6 5^  4 45  3 8 5 16  i5 

*’  .5’  s ’ 5"’  4"’  T’  si’  7’T’T’  7’T’a 


.(5). 
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Il  mono  di  meno  della  Mila  ~-  essendo  espresso  da  numeri  un  poco  grandi, 
comparali  «mente  agli  altri  suoni,  si  è trovato  che  invece  di  alterare  i due  suo- 
ni fa  diesi/  e sai  iimolle  del  comma  , sarebbe  stato  più  esatto  il  prendere 

una  media  proporiionale  tra  questi  due  suoni  — , tanto  più  che  questa  media 

1 0 23 


è nel  tempo  stesso  la  media  dei  due  suoni  estremi  1 e a,  e che  l' intervallo  to- 
tale dell*  oliava  si  trova  cosi  diviso  in  due  parti  eguali  dal  suono  di  nesso. 
Facendo  questo  cangiamento,  la  scala  cromatica  diviene  . . • . (6) 


SUONI 

Nomisi  a k lati  vi  du.lv  visvazions 

esatti 

io  decimali 

Ut 

l 

1,000000 

ut  diesis  0 re  bi molle  . • 

16 

i5 

1,066666 

re 

9 

» 

i, ia5ooo 

re  diesis  0 mi  bimolie.  . 

6 

ìf 

1,200000 

mi  , a 

5 

T 

s,a5oooo 

/<* 

4 

3 

1,333333 

fa  diesis  0 sol  bimolie  . 

Va 

i,4s4ai3 

sol 

3 

~ 

1 ,5ooooo 

sol  diesis  0 la  bimolie  . 

8 

T 

1,600000 

la  . . . a 

5 

3 

1 ,66G6GG 

la  diesis  o si  bimolie  . . 

16 

9 

«.777777 

si 

i5 

T 

t,8y5ooo 



2 

2, OOOOOO 

Digìtized  by  Google 


252 


I NT 


i3.  Prima  ili  proseguire,  rammentiamoci  che  per  rostruire  il  gamma  natu- 
rale (4),  e per  conseguenza  il  gamma  cromatico  (5)  e (G)  ci  siamo  partili  dai 

I a 3 4 5 . ... 

rapporti  delle  vibrazioni  — , — , — , — , — - , che  sono  i piu  semplici  tra  tutti 

i i a 3 4 

quelli  che  possono  esprimersi  per  mezzo  dei  soli  numeri  primi  i,  a,  3,  5.  Ag- 

6 

giungendovi  il  rapporto  — , che  l’orecchio  comprende  quasi  colla  stessa  facilità 


del  rapporto  —,  e che  forma  nel  gamma  naturale  (4)  1'  intervallo  esatto  tra 

4 

il  la  e l’ii/t,  cioè 

5 6 

2 3 5=3  5 * 

si  avrà  per  la  totalità  degl’ intervalli  consonanti  fondamentali 


Intervalli 


Numeri  costituenti 


Unisono i:i 

Ottava a : i 

Quinta 3:2 

Quarta ^ : Z 

Terza  maggiore 5:4 

Terza  minore 6:5 


Tutti  gli  altri  intervalli  risultando  dalle  combinazioni  di  questi,  è chiaro  che 
la  scala  musicale  attuale  deriva  dai  numeri  primi  r,  a,  3,  5.  Se  si  volesse  in- 
trodurre il  numero  7,  bisognerebbe  far  subire  a questa  scala  dei  cangiamenti  di 
cui  r utilità  pei  progessi  della  musica  è tuttora  problematica. 

i3.  Se  per  giudicare  delle  qualità  e degli  effetti  degl’  intervalli  consonanti  è 
necessario  attribuir  loro  i rapporti  precedenti,  è però  assolutamente  impossibile 
di  servirsi  sempre  di  questi  rapporti  nella  pratica,  specialmeule  per  gli  stru- 
menti a suoni  fissi,  nei  quali  non  si  può  fare  a meno  di  confondere  i diesis  coi 
bimolli.  La  scala  cromatica  (6),  destinata  a modificare  la  maggior  parte  degli  in- 
tervalli, conservando  loro  il  più  alto  grado  possibile  di  esattezza,  è lungi  dal 
raggiungere  compiutamente  questo  scopo;  imperocché  due  suoni,  il  cui  intervallo 
1 1 iaR 

e eguale  al  comma  - , quantunque  poco  differenti  l’uno  dall’ altro,  e sensi- 
bilmente all  unisono  per  l’orecchio,  quando  si  sentono  isolatamente,  produ- 
cono dissonanze  marcatissime  nella  loro  coesistenza  con  altri  suoni.  Un  piano- 
forte, per  esempio,  tutti  i gammi  del  quale  fossero  accordati  esattamente  sulla 
scala  (5)  presenterebbe  parecchie  terze  maggiori  e minori  insoffribili  perchè 

inesatte  di  questo  comma  . Alterando  più  o meno  gl’ intervalli  della  scala 

(5)  si  possono  ottenere  degli  accordi  sufficientemente  esalti;  ma  eseguendo  tali 
alterazioni  è necessario  di  repartirle  in  modo  che  ciascuno  intervallo  sijjappros- 
snni  il  più  che  sia  possibile  all’esattezza  senza  snaturare  gli  altri.  Le  alterazioni 
dei  stioui  che  producono  questi  effetti  dicousi  il  temperamento ; un  si»leina  di 
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scala  temperata  «leve  estere  consideralo  come  Unto  |»iìi  perielio  quanto  maggiore 
è il  nuracrd  degli  accordi  perfettamente  esatti  che  esso  presenta. 

*4  Sono  siati  proposti  diversi  sistemi  di  temperamento , il  più  semplice  dei 
quali  consiste  nel  fare  perfettamente  eguali  i dodici  gradi  della  scala  cromatica. 
Questa  scala  si  compoue  allora  «li  tredici  suoni,  compresovi  l'ottava  ut%,  i quali 
hanno  per  intervallo  parziale  uu  semitono  un  poco  più  grande  di  un  semitono 
minore  e un  poco  più  piccolo  «li  un  semitono  maggiore;  tolte  le  quinte  vi  sono 
sensibilmente  giuste,  e le  terze  vi  sono  meno  alterale  che  nella  scala  (5)*.  Ma 
per  giudicare  dei  vantaggi  o degl’  inconvenienti  «li  un  temf^eramento  qualun- 
que, diviene  ueceaiario  «li  considerare  gl' intervalli  sotto  un  altro  punto  di  vi- 
sta diverso  da*  quello  della  loro  generazione;  poiché  se  i numeri  costituenti  di 
questi  intervalli  hanno  il  vantaggio  prezioso  di  esser  1'  espressione  fedele  dei  fe- 
nomeni acustici,  sono  insudicienti , o per  lo  mepo  complicano  le  questioni  di 
difficoltà  estranee,  quando  si  pi  elidono  a trattare  i fenomeni  musical*,  vale  a dire 
quando  si  vogliono  confrontare  Ira  loro  questi  intervalli  e determinare  i loro  rapporti 
reali  di  grandezza.  Quando  nel  temperamento  eguale  si  dice,  per  esempi»»,  che 
un  semitono  è la  metà  di  un  /o/zo,  che  una  terza  maggiore  è composta  «li  quat- 
tro semitoni  ec.  , si  fa  uso  di  espressioni  giuste  e convenienti  , perchè  si  consi- 
dera r intervallo  di  due  suoni  come  una  distanza  composta  di  distanze  più  pic- 
cole ; così  la  voce  che  sale  dall'  ut  al  mi  per  la  serie  dei  suoui  ut , ut  diesis , 
re,  re  diesis , mi  percorre  quattro  distanze  eguali,  e se  si  prende  la  prima  per 
unità , la  distanza  totale,  o l'intervallo  dall*  ut  al  /ni,  deve  esser  rappresentata 
dal  numero  i|,  il  che  fa  conoscere  immediatamente  il  rapporto  di  grandezza  d«l- 
r intervallo  di  terza  coll'  intervallo  del  semitono.  Non  avviene  più  lo  stesso  se 
gl'  intervalli  sj  vogliono  rappresentare  esclusivamente  col  rapporto  delle  vibra- 
zioni, coinè  fin  qui  hanno  fallo  tutti  gli  autori  di  trattati  di  armonia;  perché  al- 
lora  bisogna  dare  alle  parole  un  senso  affatto  diverso  dal  senso  ordinario  per  po- 
ter «lire  che  un  intervallo  è la  metà  o uua  parte  qualunque- «li  un  altro  intervallo, 
perchè  non  si  tratta  mai,  iu  questi  pretesi  rapporti  di  grandezza,  del  Rapporto 
geometrico  base  della  nozione  di  Misura. 

15.  Il  confronto  degl*  intervalli  non  può  dunque  farsi  in  un  modo  razionale 
che  preudendo  uno  di  essi  per  unità,  e rappreseotando  ognuno  degli  altri  col  nu- 
mero che  esprime  quante  volte  esso  contiene  questa  uuità.  Quanto  alla  scelta 
dell'intervallo  destinato  a servire  di  unità,  essa  è affatto  arbitraria  e non  po- 
trebbe esser  determinala  che  «la  ragioni  «lf  convenienza  o di  facilità  pei  calcoli. 
La  scala  cromatica  essendo  composta  di  dodici  iutervalli  parziali  diseguali,  se  si 

i .....  . 25  . *6 

prendesse  per  unita  o il  semitono  minore  — o il  semitono  maggiore  , 

* b 

nessuno  di  essi  sarebbe  compreso  un  numero  esalto  di  volle  nell'  intervallo  del- 
]' ottava,  il  che  renderebbe  straordinariamente  complicato  il  confronto  dei  suoni 
appartenenti  a due  periodi  differenti.  È dunque  molto  più  semplice  l’adottare 
per  unità  un  semitono  medio  esattamente  eguale  alla  dodicesima  parte  dell'  ot- 
tava, vale  a dire  il  semitono  del  temperamento  eguale. 

16.  Per  beu  comprendere  i nuovi  principi  che  adesso  siamo  per  esporre,  non 
bisogna  perder  di  visla  le  regole  date  di  sopra  pel  calcolo  degl' intervalli  rappresen- 
tati dai  rapporti  delle  vibrazioni  ; poiché  la  prima  cosa  da  farsi  è quella  di  rappre- 
sentare con  un  rapporto  simile  il  semitono  che  è per  servirci  di  uuità.  Ora 
questo  semilouo  deve  es*er  tale  che  moltiplicato  dodici  volle  per  se  stesso  pro- 
duca il  uurnero  2,  perchè  1’  intervallo  di  due  suoni  estremi  è sempre  eguale  al 
prodotto  di  tulli  gl' intervalli  parziali  dei  suoni  inlcrmedj  tra  questi  estremi  (5J>.  Il 

Di *.  di  Alai.  Voi . VI.  3.o 
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semitono  medio  di  coi  si  tratta  a vrà  dunque  per  ‘espressione  numerica  ya,  e cosi 
per  misurare  un  intervallo  dato  dal  suo  rapporto  costituente  non  si  tratterà  che 

ia 

di  trovare  quante  volte  il  numero  ya  è fattore  di  questo  rapporto,  o,  il  che 

la 

è lo  stesso,  a qual  potenza  è necessario  elevare  per  ottenere  il  numero  co- 
stituente dell’ intervallo.  Se,  per  esempio,  l'intervallo  dato,  che  in  generale  in- 
dicheremo con  M,  contiene  esattamente  due  volte  l'unità  adottata  per  Ja  mi- 
sura degl'  intervalli,  fi  avrà 

(7a)x(Va)=(Va) =M- 

Se  la  contiene  due  volte  e mezzo,  si  avrà  egualmente 


■a  a,s 

(V>) 

e cosi  di  seguito. 

Da  ciò  resulta  in  generale  che  se  m è V esponente  della  potenza  alla  quale  bi- 

ia 

sogna  innalzare  \ a per  produrre  M,  m darà  la  misura  dell' intervallo  M,  vale  a 
dire  esprimerà  il  numero  dei  semitoni  tnedj  di  cui  si  compone  questo  intervallo.  Cosi, 


considerando  “y  a come  la  base  di  un  sistema  particolare  di  logaritmi  , potremo 
dire  che  la  misura  di  un  intervallo  è il  logaritmo  di  ciò  che  abbiamo  chiamalo 
il  suo  numero  costituente . 

17.  Proponiamoci , per  esempio  di  calcolo,  di  trovare  quanti  semitoni  medj 


contiene  P intervallo  dalla;  al  /a,  il  cui  numero  costituente  è Indicando  con 


or  il  numero  cercato , si  dovrà  risolvere  P equazione  esponenziale 


5 


la  quale,  facendo  uso  dei  logaritmi,  dà 

* log  (Va) = l0K  T ~ lo®  5 — log  3 ’ 

e quindi 

log  5 — log  3 n,  22 1 85 

X =3  S3  — 

ia  o,  oa5o<j 

l°g  V2 

Contentandoci  dei  centesimi,  il  che  è più  che  sufficiente,  si  ottiene  ar^8,8^, 
vale  a dire  che  l'intervallo  dall’  ut  al  la  comprende  otto  semitoni  medj  e 84 
centesimi  di  semitono. 

18.  Una  simile  operazione,  eseguita  su  tutti  i numeri  della  scala  cromatica  (fi), 
produrrà  la  tavola  seguente,  che  reude  sensibili  i rapporti  di  grandma  dei  di- 
versi intervalli  di  questa  scala: 
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degl1  intervalli  della  scala  cromatica  prendendo  per  nnilì 
il  semitono  medio. 


IsTaav ALLO  dall’  Ut  AL 

Numeri  Differesie 

propobziouali 

ut  . . . * 

0, 00 

1,13 

ut  dietit  0 re  bimolle . . 

1,  12 

0,93 

re 

3,  «4 

1,  ia 

re  diesi t 0 mi  bimolle.  . 

3,  iC 

°»7° 

mi 

3,86 

1,13 

fa 

4,9» 

1,02 

fa  diesis  0 sol  bimolle  . 

6,00 

r,  02 

sol 

7,03 

I,  12 

sol  diesis  0 la  bimolle.  . 

8,. 4 

0,  no 

la 

8,84 

I,  12 

la  diesis  o si  bimolle  . . 

9,96 

0,93 

sì 

IO,  88 

1,13 

**'* 

;2, 00 

La  colonna  intitolata  differenze  contiene  gl'  intervalli  parziali  dei  dodici  gradi 
della  «cala.  Si  vede  che  il  più  piccolo  di  questi  intervalli  o,  jo  differisce  dal  più 
grande  i,  ta  di  0,43  , cioè  di  circa  due  quinti  di  aemitouo. 
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E«to  in  particolare  gl’ intervalli  i più  usu  ili  i qual»  debbono  servire  di  punti 
di  confronto  nelle  diverse  «mie  temperate 


Som  tigni,'  Intervalli 

Ncmkii 

Noveri 

COSTITUENTI 

proporzionali 

ottava 

2 

h» 

0 

0 

I 

quinta 

3 

7,02 

2 

quarta 

4 

3 

4<98 

terza  maggiore 

5 

T 

3,80 

6 

3,i6  1 

5 

tono  maggiore 

V 

» 

2,04 

tono  minore 

2? 

I,  82 

9 

semitono  maggiore  .... 

iG 

1,  12 

»5 

semitono  minore 

a5 

*4 

O,  70 

a5 

Tutti  gl1  intervalli  più  piccoli  del  semitono  minore  — vengono  indicati  col 
nome  di  comma.  L'intervallo  dal  semitono  minore  al  semitono  maggiore,  cioè 
il  comma  — è eguale  a 0,^2,  o circa  i due  quinti  del  semitono  medio.  Il 


comma  volgare  — , 
bo 


consideralo  come  il  limile  superiore  degli  errori  permessi  ncl- 


1' uso  del  temperamento , corrisponde  a 22  centesimi  di  questo  semitono  medio. 

19.  Considerando  la  somma  facilità  che  reca  nel  calcolo  degl'  intervalli  la  loro 
rappresentazione  per  mezzo  dei  numeri  proponionali,  deve  far  maraviglia  che 
nessuno  armonista  tcorìro  abbia  cercalo  di  trar  profitto  dalla  distinzione  stabilita 
per  la  prima  volta  da  Eulero  (Tcntamen  novae  theoriae  musicata  cc. , 1/39) 
Ira  i rapporti  dei  suoni  e la  misura  degl'  intervalli  ; distinzione  riprodotta  da 
Lambert  nelle  Memorie  dell'Accademia  di  Berlino  per  l'anno  1776,  ed  inse- 
gnata quindi  da  Suremain  de  Missery  nella  sua  7 'hcorie  de  V Acoustique.  Ad 
eccezione  di  quest'ultimo,  troppo  buon  geometra  per  essere  a parte  dell'errore 
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comune,  tulli  gli  autori  francesi  che  hanno  aerino  sulla  teoria  della  musica  non 
hanno  detto  una  sola  parola  che  abbia  rapporto  alla  vera  misura  degl' intervalli  ; 
e quando  sono  obbligati  a confrontarli  Ira  loro  come  quantità  misurabili , fanno 
uso  dei  rapporti  dei  iniraeri  relativi  delle  vibrazioni,  il  che  non  ha  significalo 

3 , . . . 

di  nessuna  sorta,  poiché  — , per  esempio,  e iu  venta  il  rapporto  costituente 


dell'  intervallo  di  quinta , ma  non  gli  è nc  eguale  nè  proporzionale.  Se  questa 
eguaglianza  o proporzionalità  avesse  luogo,  bisognerebbe  che  la  doppia  quinta 

fosse  espressa  da  , la  tripla  quinta  da  — , e cosi  di  seguilo.  Quest'assurda  mi» 

aura  degl*  intervalli  musicali  si  riscontrerebbe  ancora  «ella  misura  degli  edifìz), 
se  un  architetto,  per  annunziare  la  differenza  assoluta  tra  una  colouua  corintia 

ed  una  colonna  toscana,  dicesse  che  questa  differenza  è quella  di  — a — , perchè 


la  proporzione  tra  il  diametro  della  colonna  e b sua  àllezza  è — per  P ordino 


corintio  e — per  l'ordine  toscano. 

7 

Fra  gli  errori  resultanti  dalia  falsa  rappresentazione  delle  misure  degl'  inter- 
valli per  mezzo  dei  rapporti  costituenti,  uuo  dei  più  singolari  è quello  di  Gian 
Giacomo  liousseau,  che,  nel  suo  Dizionario  di  Musica  , ha  voluto  calcolare 
gl'  intervalli  parziali  di  una  scala  enarmonica  compresa  tra  due  ut  (dicesi  scala 
enarmonica  quella  che  non  confonde  il  suono  inferiore  fatto  diesis  col  suono  su- 
periore fatto  binatile  ),  e non  si  è accorto  che  il  resultalo  dei  suoi  calcoli  dava 
una  somma  maggiore  dell' ottava. 

2o.  Abbiamo  veduto  di  sopra  (16)  che  la  vera  misura  degl'  intervalli  si  riduco 
ad  un  uso  dei  logaritmi  che,  quantunque  semplice,  non  ha  per  anche  potuto 
naturalizzarsi  in  Francia  ad  onta  dei  tentativi  fatti  fin  qui  per  adattare  alle  ca- 
pacità le  più  mediocri  questo  polente  te  comodo  slrumeulo  di  calcolo,  periva 
probabilmente  dalla  mancanza  di  nozioni  sufficienti  sulla  natura  c sull'  uso  dei 
logaritmi  quella  moltitudine  spaventevole  di  cifre  di  cui  alcuni  scrittori  teorici 
di  musica  empiono  le  pagine  delle  loro  opere  per  giungere  a resultali  spesso 
erronei,  e che,  quando  ancora  sono  esalti,  hanno  sempre,  l’inconveniente  di  esser 
basati  sopra  un  falso  sistema  di  misura,  atto  a fare  sviare  gli  scolari  se  pure  non 
smarrisce  gli  stessi  professori. 

Ciò  non  ostante  , se  si  può  perdonare  ad  alcuni  autori  moderni  di  non  cono- 
scere le  opere  straniere  di  Eulero  e di  Lambert,  e l'opera  francese  di  Sure- 
main  de  Missery,  pubblicala  in  un'epoca  (iyij3)  in  cui  ti  pensava  a tuli' altro 
che  alle  teorie  musicali,  e che  d'altronde  manca  degli  sviluppi  necesssrj,  non 
è possibile  di  risparmiar  loro  il  rimprovero  d'ignoranza  per  lavori  assai  più 
completi  e molto  più  decisivi.  Nel  i8i5,  nella  sua  Meccanica  analitica  , il  ba- 
rone de  Prony  ha  consacrato  un  capitolo  dettagliatissimo  all*  acustica  musicale , 
nel  quale  egli  insiste  sulla  necessità  di  applicare  al  calcolo  degl'  intervalli  mu- 
sicali melodi  analoghi  alla  natura  delle  quantità  che  voglionsi  confrontare.  Que- 
sto capitolo,  riprodotto  iu  parte  nel  Ballettino  scientifico  di  Férussac  nell'Aprile 
1825,  riconduce  la  misura  degl'intervalli  al  suo  vero  punto  di  vista.  In  seguilo 
lo  stesso  dotto,  colpito  dagli  errori  che  giornalmente  commettono  gli  scrittori  di 
musica  ogni  volta  che  cercano  di  calcolare  gl'  intervalli  , ha  pubblicato  un'  /a* 


Digitized  by  Google 


238  IINT 

struction  sur  ìt  calciti  des  interoalles  musicati x , Parigi,  i83a,  pretto  Firmino 
Didot,  in  cui  tutte  ie  difficoltà  tono  definitivamente  ipianate.  Qoeata  ittrmione, 
che  potrebbe  chiamarti  un' aritmetica  musicale,  è un  modello  di  chiarella  e di 
precitione  che  nulla  latcia  a detiderare:  tutti  i calcoli  vi  ti  trovano  ridotti  al- 
1'  addizione  e alla  sottrazione  per  meno  di  due  piccole  tavole  di  logaritmi,  l'uto 
delle  quali  non  esige  che  le  cognitioni  aritmetiche  le  pià  elementari.  Noi  vi  at- 
tingeremo utili  insegnamenti  per  il  seguilo  di  questo  articolo. 

ai.  La  scelta  dell'  unità  d'intervallo  è,  come  già  abbiamo  accennato,  del  tolto 
arbitraria;  il  signor  de  Prony  ha  preso  il  semitono  medio  già  indicato  da 
Lambert;  Eulero  si  era  servilo  dell' errava,  e si  potrebbe  egualmente  bene  pren- 
dere il  tono  medio,  sesta  parte  dell’ ottava.  Del  resto  basta  conoscere  i numeri 
proportionali  degl’  intervalli  riferiti  ad  una  qualunque  di  queste  unità  per  ot- 
tenere facilmente  quelli  che  si  riferiscono  alle  altre. 

Infatti,  col  semitono  medio  per  unità,  gl'intervalli  sono  misurati  dai  logarit 

mi  che  hanno  per  base  V3i  coll  'oltana,  dai  logaritmi  binarj  cioè  di  base  a, 

e col  tono  medio  dai  logaritmi  di  base  a.  Cosi,  indicando  con  m , m' , m"  i 
logaritmi , in  questi  diversi  sistemi , di  uno  stesso  numero  M rappresentante  il 
rapporto  costituente  di  un  iutervallo,  si  hanno  nel  tempo  stesso  le  tre  espressioni 


, • mi' 

= M#  2 ) ^ ^ ' 


«he  «Unno  le  tre  eguaglianze 

m m m" 

a ,aa2  , a ia=;  a **  , 

d'onda  «i  traggono  le  seguenti  relazioni  tra 
m = i a mr  , m = am" 


i numeri  m,  m\  m,r 
, m"e=Gm#. 


Vale  a dire  che  per  esprimere  in  semitoni  medj  un  intervallo  espresso  in  parti 
dell' ottava,  bisogna  moltiplicare  per  ia  il  numero  di  queste  parti,  e reciproca- 
mente per  avere  in  parti  dell' ottava  un  intervallo  espresso  in  semitoni  raedj, 
bisogna  dividere  per  la  il  numero  di  questi  semitoni.  Per  esempio  , P inter- 
vallo di  quiuta  misurato  io  sernitoui  raedj  esseudo  espresso  da  7,03,  questo 
stesso  intervallo  riferito  all'  ottava  come  unità  sarà  rappresentato  dal  numero 


7»  oa 
sa 


o, 585  ; 


il  che  ci  fa  conoscere  che  la  quinta  è presso  a poco  i — o i -r-  dell'  ottava. 

10  5 

Se  l’ intervallo  fosse  espresso  in  toni  medj  e si  volesse  avere  in  parti  dell'  ot- 
tava, bisognerebbe  dividerlo  per  6;  e reciprocamente  moltiplicare  per  6 il  nu- 
mero delle  parti  dell'ottava  per  ottenere*  il  numero  corrispondente  dei  toni  me- 
di- Prendendo  j>er  esempio  il  numero  precedente  o,  585  , si  avrebbe  dunque  per 
1 intervallo  di  quinta  espresso  in  toni  medj, 

o,  585  X 6=  3, 5to. 

Quest*  ultima  cifra  fa  vedere  che  la  quinta  è composta  di  tre  toni  raedj  e di  un 
semitono,  colla  sola  piccolissima  differenza  di  un  centesimo. 
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Fimltneute  , per  panare  dall'  espressione  io  semitoni  all’ eiprewiooc  in  toni, 
e viceversa,  bisogna  diriilere  la  prima  per  a,  e moltiplicare  per  a la  seconda. 
Tutte  queste  particolarità  sono  evidenti  ; poiché  gl' intervalli  rappresentati  da 
numeri  proporzionali  comportano  tutte  quelle  operazioni  cbe  possono  farsi  sulle 
altre  quantità  di  cui  si  può  a piacere  cambiare  I’  unità  di  misura  moltiplicando 
i numeri  che  le  esprimono  pel  rapporto  delta  nuora  unità  all'antica;  e nel  mo- 
do medesimo,  per  esempio,  che  si  riduce  in  piedi  un  numero  di  (ere  moltipli- 
candolo per  6,  perchè  ri  sono  6 piedi  in  una  tesa,  cosi  si  riduce  in  semitoni 
medj  un  numero  dato  di  ottave  moltiplicandolo  per  ta , perché  ogni  ottava  con- 
tiene dodici  semitoni , ec. 

D'  ora  in  avanti  indicheremo  colle  caratteristiche  s,  t,  ot,  segni  abbreviativi  di 
semitono , tono  e ottava,  la  natura  dell' unità  alla  quale  si  riferisce  un  numero. 
Cosi  avremo 

Intervallo  di  quintae=o°',585 s=3‘,5i  = 7*,oa. 

33.  Prendendo  per  unità  l’ intervallo  dell’ottava,  gl'  intervalli  i più  usuali  non 
vengono  espressi  che  da  frazioni  decimali  senza  interi;  il  cbe  non  lascia  scorgere 
alle  persone  poco  famigliarizzate  coi  numeri  i loro  rapporti  con  quella  stessa  fa- 
cilità colla  quale  si  vedono  quando  sono  espressi  in  toni  o in  semitoni.  Tut- 
tavia, siccome  è facile  il  passare  da  un'unità  ili  misura  ad  un'altra,  smsl  pren- 
deremo adesso  per  unità  1'  ottava.  11  sig.  de  Proti}  , nella  veduta  di  facilitare  à 
calcoli,  ha  dato  due  tavole  di  logaritmi  eh’  ei  chiama  acustici,  una  delle  quali 

contiene  i logaritmi  binarj  e 1’  altra  i logaritmi  che  hanno  \2  per  base;  la  pri- 
ma  si  riferisce  all'  oliava  e la  seconda  al  semitono  medio  conte  unità.  L’  una 
e T altra  contengono  i logaritmi  dei  numeri  da  i fino  a 3ao.  La  tavola  dei  lo- 
garitmi binarj  essendo  sufficiente  per  tutte  le  nostre  determinazioni , l'abbiamo 
aumentata  di  cento  logaritmi , ina  non  abbiamo  conservato  else  cinque  cifre  de- 
cimali, il  che  oltrepassa  ancora  i bisogni  della  pratica. 

a3.  L'  uso  di  questa  tavola  riduce  alle  prime  due  regole  dell' aritmetica  tutte 
le  operazioni  relative  alla  valutazione  degl'intervalli  in  parti  decimali  dell'otta* 
va  , del  che  ci  possiamo  d'  altronde  convincere  rammentandoci  del  principio  fon* 

dementale  di  questa  valutazione  (16).  Rappresentiamo  con  ~ il  numero  costi- 
tuente di  uu  intervallo  qualunque,  essendo  a quello  dell'  ottava  ; sia  inoltre  ft 

a 

il  numero  di  volte,  intero  o frazionario,  che  bisogna  moltiplicare  il  numero  — 

o 

per  se  stesso  onde  ottenere  per  prodotto  a;  si  avrà 

(f)‘- 

e per  conseguenza  ix  dar.*»  il  rapporto  di  grandezza  tra  l'intervallo  ~ e rotta* 

va,  vale  a dire  che  se  u = a,  quest'intervallo  sarà  la  metà  dell'ottava;  non  ne 
sarà  che  il  terzo  se  3,  il  quarto  se  u = e cosi  successivamente.  In  gene- 

rale, qualunque  sia  il  numero  u,  il  rapporto  vero  della  grandezza  dell'inter- 
vallo a quello  dell'  ottava  sarà  — . Se  dunque  si  considera  l1  ottava  come  unità, 

questo  numero  — sarà  il  numero  proporzionale  dell'  intervallo  e la  sua  espres- 
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•ione  in  unita  ciascuna  delle  quali  è eguale  ad  un’  ottava.  Ora  la  relazione  (a)  dir 
la  relazione  reciproca 


t 


oasia 


facendo  per  brevi  lì 


~=sm i.  Cosi,  essendo  dato  un  intervallo  per  mezzo  del  suo 

f* 


numero  costituente  — , si  otterrò  il  auo  numero  proporzionale,  rapporto  all  ol- 
o 

lava  presa  per  «ini tà , deduceodo  il  valore  di  m dall'  equazione  (^. 

Ma  , qualunque  aia  la  base  del  sistema  di  logaritmi  di  -cui  si  voglia  fare  uso 
per  risolvere  1’  equazione  ( b),  si  ha  sempre 

log  C = log  fy  \ « mloga  = Ioga  — logi. 


donde 


m 


log  a — log  b 
Ioga 


Cosi,  quando  questo  sistema  è quello  dei  logaritmi  binarj , siccome  allora  il  lo* 
garitmo  della  sua  base  a è V unità,  si  ha  semplicemente 


m =s  log  a — log  b , 


ove  la  caratteristica  log  indica  i logaritmi  binarj,  ossia  quelli  della  tavola  annessa 
alla  tine  di  quest'articolo. 

Dalle  precedenti  considerazioni  risulta  che  <7  numero  proporzionale  di  un  in- 
tervallo è eguale  alla  differenza  dei  logaritmi  binarj  dei  due  ter  mini  del  suo 
numero  costituente.  Applichiamo  questa  regola  all'  intervallo  di  terza  minore 


IT  ‘ 


prendendo  nella  tavola  i logaritmi  di  6 e di  5 , si  avrà 


Terza  minore  = a,  58{<jG — a,3anj3  t=  o,u63o3. 

Questa  differenza  rappresenta  immediatamente  un  numero  di  ottave;  cosi  la 

terza  minore  t presso  a poco  i di  un’  ottava.  Nella  stessa  guisa  si  avrà 

ioo 


Terza  maggiore  = log  5 — log  4 = a,3ai()3  — a,  00000=  oot,3iag3. 

Quinta  =3  log  3 — log  2 =s  1,58496  — ■ =0'", 58496, 
e cosi  di  seguito. 

Si  osservi  di  passaggio  che  il  confronto  di  questi  numeri  fa  immediatamente 
vedere  che  la  quiula  è composta  esattamente  di  uua  terza  maggiore  c di  una 
terza  minore,  perché 


o0,,3ai934-o0,,z.63o3  =o0', 58496. 
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ai-  Se  ora  ai  vogliono  conoscere  questi  slessi  intervalli  espressi  in  toni  medj  , 
basta  moltiplicare  i numeri  precedenti  per  ti,  e si  troverà 

Tersa  minore  ==  ti  X o,  ati3o3  = i1,5j8i8 

Terza  maggiore  = CX  o,-3-'if)3=  i‘,ij3i58 

Quinta  s=s  6 X o,  58  5 j|G  = 3,,5o97ti 

a5.  Le  stesse  operaiioni  eseguite  su  tutti  gl'  intervalli  del  gamma  naturale,  o 
della  scala  diatonica,  somministrano  la  seguente 

TAVOLA 

degl’intervalli  della  Scala  diatonica,  prendendo  per  unità  l’ottava. 


lassavano  oau.'  ut  il 
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Le  ditteremo  parziali  ci  Citino  conoscere  che  gl’  intervalli  detti  tono  maggio- 
re, tono  minore , e semitono  maggiore  hanno  per  valori  respettivi 

o°>,  stirjgi  , o°',i5aoi,  o°*,o<j3ii, 

o bastano  questi  numeri  per  poter  trattare  sema  difficoltà  tutte  le  ricerche  che 
hanno  per  oggetto  gl’  intervalli  musicali, 
ati.  Notiamo  alcune  particolarità-  La  differenza  dal  tono  maggiore  al  tono  minore  è 
oot, ttitjga  — o°‘,  i5aoi  = o"*,oi  791. 

Cosi,  nel  salire  dall' ur  al  re,  si  sale  di  una  parte  dell’  ottava  maggiore  della  f*a- 
18 

zione  di  ottava  , che  quando  si  sale  dal  re  al  ini.  Questa  frazione,  ridotta 

1 000 

a toni'^medj , 0^6X0,01791  = o1, 107 {ti  , o presso  a poco  di  tono  medio. 

Gli  scrittori  di  musica  anno  solili  di  rappresentare  la  differenza  tra  il  tono 
Dii.  di  M ut,  Voi.  VI.  3i 
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maggiore  e il  tono  minore  col  comma  —,  il  che  non  »olo  non  «igni fica  nulla, 

ma  dà  inoltre  uo  temo  falso  alla  parola  differenza.  La  vera  differenza  tra  questi  due 
intervalli  è,  in  ottave , oot, 01791,  *°  ,on‘  me^J  0*v  ioj^C , e in  semitoni  medj 
o',  ai  jeja.  Questi  numeri  proporzionali  fanno  conoscere  i rapporti  reali  di  gran- 
dezza dell'  intervallo  iu  questione  coll'  uno  o coll'  altro  degl'  intervalli  confron- 
tati , mentre  il  numero  costituente  ^ indirà  soltanto  che  il  tono  maggiore  è 

"OO 


più  grande  del  tono  minore.  I rapporti 


o°*,  16993  ont,  t5aoi  „ 

- = 9,487,  _____  3-8,487, 


o , 01 791 


1791 


dimostrano  infatti  che  quetto  intervallo  o comma  — i contenuto  8 volte  e presso 


a poco  — nell'  intervallo  di  tono  minore,  e 9 volte  e — in  quello  di  tono  mag- 


giore. 

La  differenza  tra  il  semitono  maggiore  e il  tono  minore,  ciod 
o°‘,i5aoi — oot,o93u  asso°l,o589, 

g 

è ciò  che  si  dice  semitono  minore.  Questo  semitono  è presso  a poco  i — — del- 


1' oliava.  Un  intervallo  viene  dunque  aumentato  dei  ■ dell'ottava  quando 

100 

si  fa  diesis  il  suono  superiore,  e vien  poi  diminuito  di  questa  stessa  quantità 
quando  questo  suono  si  fa  bimolle.  Per  esempio,  l’intervallo  dall' ut  al  re  es- 
sendo oot, sCgga,  quello  dall'is/  al  re  bimolle  sarà  o0,,i6g93— o"t,o589s=o0,1 1 1103, 
c quello  4*H'  ut  al  re  diesis  = oot,  iGgga-t-o01, 0589=:  oot, 32882. 

L'  intervallo  dall'  ut  al  mi  bimolle  essendo  per  la  stessa  ragione 


o"*,  32193— oot,o589  = 0°*,  263o3  , 

si  vede  che  non  può  confondersi  il  re  diesis  col  mi  bimolle  che  costringendo 
I'  orecchio  a trascurare  l' intervallo 

o°*,263o3 — o°l,  22882  »oot,  o34ai , 

che  differisce  poco  da  un  quinto  di  tono  medio.  L' intervallo  oot, 03421 , diffe- 
renza tra  il  semitono  maggiore  c il  semitono  minore,  è il  comma,  il  cui  numero 

costituente  — ■ . ci  ha  servito  nella  costruzione  della  scala  cromatica.  Può  adesso 

123 

•on  facilità  apprezzarsi  il  grado  di  esattezza  di  questa  scala. 
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l’j.  Tra  i problèmi  thè  poi  tono  proporsi  sugl'  intervalli  musicali,  sceglieremo  i 
seguenti  che  ci  sembrano  i più  propri  a far  ben  sentire  1'  utilità  dei  logaritmi 
bitiarj. 

I.  Problema.  Essendo  dato  un  suono  per  messo  del  suo  rapporto  costituente , 
determinare  il  posto  che  esso  occupa  nella  serie  dei  suoni  ascendenti  che  co- 
mincia dal  suono  fisso  o fondamentale- 


si  riferisce  fa  17G  vibrazioni  mentre  il  suono  fisso  ne  fa  33.  Si  tratta  primiera- 
mente di  trovare  l'intervallo  vero  di  questi  due  suoni. 

Per  questo  intervallo  si  ha  (a3) 

log  1 76 — log  33  ss  7, 45g4  3 — 5, 04  4 39  = 2, 4 1 5o4 . 

Cosi  il  suono  di  cui  si  tratta  è distante  dal  suono  Asso  di  due  ottave  e più 
della  frazione  oal4>5o4;  facendo  astrazione  dalle  due  ottave,  per  ridurre  il  suo- 
no nei  limiti  dell’  ottava  del  suono  Asso  , e cercando  nella  tavola  del  11.”  a5  il 
suono  superiore  dell'intervallo  o°*,4i5o4,  si  vede  essere  esso  un  fa  ; dunque  il 
suono  proposto  è la  doppia  ottava  del  fa  compreso  nell’  ottava  del  suono  fisso. 

Se  il  rapporto  dato  fosse  un  numero  intero,  per  esempio  3,  bisognerebbe  dar- 
gli la  forma  frazionaria  per  farvi  entrare  il  suono  fondamentale;  ma  siccome 
log  1 =0,  cosi  non  si  ba  da  fare  uessuna  sottrazione , e il  logaritmo  binario  di  3 è 
immediatamente  la  misura  dell’ intervallo.  Questo  logaritmo  essendo  i,584o6,  l’in- 
tervallo del  suono  proposto  dal  suono  fìsso  si  compone  di  un’ottava  e più  del- 
l’ intervallo  0,58496,  che  dalla  tavola  del  n.*  a5  si  scorge  essere  una  quinta.  L' in- 

tervallo  — ,0  piuttosto  1 ,68496,  si  chiame  una  diciassettesima : ritenendo  che 

il  suono  inferiore  sia  l!  ut  fondamentale , il  suooo  superiore  i il  sol  della  secon-' 
da  ottava , ossia  solv 

JI.  PaoBLEXA.  Due  intervalli  essendo  dati  per  messo  dei  loro  rapporti  co- 
stituenti relativamente  ad  uno  stesso  suono  fondamentale , determinare  V in- 
tervallo dei  due  suoni  superiori. 


Siano  in  generale  , — due  intervalli  qualunque  riferiti  ad  uno  stesso  suono 

fisso;  l'intervallo  dei  suoni  superiori  o di  quelli  i cui  numeri  respettivi  di  vi- 
brazioni sono  a e c , sarà 


co  eh 

d b ad  1 

o si  avrà  per  la  misura  di  quest’  intervallo 

log  c-e-  log  4 — ( log  a -t-  log  d ). 


Nel  caso  dei  due  rapporti  particolari  ^ e i logaritmi  presi  uella  tavola  da- 

8 3 


rebbero 


log  1 5 = 3,00(189 
log  3 ss 

M9I&3 


log  10  = 3,32193 
log  8 = 3,ooooo 

0,32193 
5, 49*  85 


Intervallo  = o ' ,83ooft 
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Si  giungerebbe  allo  «lesso  resoli»!»  calcolando  separatamente  ciascun  intervallo 
c calcolando  quindi  1j  loro  differenza  : cosi  li  avrebbe 

Intervallo  7—  = 3, 90689  — 3, 00000  =3  o , 90689, 

o 


Intervallo  y = 3, 32193  — i,584g6=  1,  ;3Gq7  , 

Intervallo  cercato  ss  1,73697  — 0,90689=10,  83oo8. 


Per  discutere  più  facilmente  questi  valori,  esprimiamoli  in  semitoni  raedj , cioè 
moltiplichiamoli  per  12,  e confrontiamoli  quindi  con  gl’ intervalli  della  scala  cro- 
matica del  n.°  18.  Avremo,  limitandoci  ai  sqIì  centesimi, 


Primo  intervallo 


Secondo  intervallo 


Ct)~™ 


DIJfcrenia  o intervallo  partiate  = 9*, 9C 

L"  ultimo  numero  è quello  che  nella  tavola  esprime  P intervallo  dall*»/  a!  la 
diesis , o al  si  dimoile  ; è questo  dunque  P intervallo  cercalo.  Quanto  agl' inter- 
valli proposti,  si  vede  immediatamente  che  il  primo  è P intervallo  dall*  ut  al  si; 
ma  il  suono  superiore  del  secondo  è posto  nei  limili  della  secouda  ottava  a par- 
tire da  IP  ut  fuso:  ora  siccome  lutti  i suoni  di  questa  seconda  ottava  sono  di- 
stanti dall’  ut  di  quanlith  comprese  Ira  «a*  e bisogna  soltrat+c  12  dalP in- 

tervallo 20*, 8 per  portarlo  nei  limili  della  prima  ottava.  E poiché  il  numero 
8\84,  al  quale  esso  si  riduce  con  questa  soltratione,  esprìme  l1  intervallo  dal- 
l’ut al  fa,  i«c  viene  che  20%  8$  esprìme  quello  dall’  ut  al  la 3.  1 suoni  superiori 
degl*  intervalli  proposti  sono  dunque  si  e la% , e il  loro  intervallo  9*, 96  si  trova 
perfettamente  eguale  a quello  dalP  tu  al  la  diesis. 

E a determinazione  completa  dei  suoni  che  si  trovano  indicati  di  sopra  col  si 
e col  lax  ric  hiederebbe  else  il  suono  fìsso  ut  fosse  pure  determinato,  il  che  non 
può  essere  die  P oggetto  di  una  convenzione.  ‘Qualunque  sia  il  grado  di  acu- 
tezza assoluta  «li  questi  suoni  , il  loro  intervallo  sarà  sempre  di  dicci  semitoni 
con  una  differenza  di  soli  4 centesimi.  Vedremo  altrove  tutto  ciò  che  riguarda  i 
suoni  in  se  stessi  ( Pedi  Suono)  : in  quest' articolo  non  si  tratta  che  della  mi- 
sura degl'  intervalli. 

28.  Possiamo  proporci  un  altro  problema  importante  sugl’  intervalli , pel  quale 
la  nostra  tavola  dei  logaritmi  binar j è insufficiente,  attesa  la  sua  limitata  esten- 
sione. Eccolo  : 

Un  intervallo  essendo  dato  o in  ottave  , o in  toni  medj , o in  semitoni 
mrdj , trovare  il  suo  numero  costituente , vale  a dire  il  rapporto  dei  numeri 
delle  vibrazioni  che  Jùuuo  nello  stesso  tempo  i due  suoni  dì  cui  esso  esprime 
la  distanza. 

Questo  problema  è P inverso  di  quello  di  cui  ci  siamo  (in  qui  occupati;  e se 
si  potesse  trovare  nella  tavola  dei  logaritmi  binar)  il  numero  corrispondente  ad 
un  logaritmo  dato,  colla  stessa  facilità  colla  quale  vi  si  trova  il  logaritmo  cor* 
rispondente  ad  un  numerò  dato,  questa  tavola  ne  presenterebbe  iimncdiatameule 


Digitized  by  Google 


I NT 


24T> 


L»  soluzione.  Ma  siccome  non. sarebbe  possibile  il  falla  servire  » quell'  t»»o  che 
in  un  ristrettissimo  ninnerò  di  casi  e avendo  riguardo  a diverse  circostanze  che 
che  troppo  lungo  sarebbe  lo  spiegare.,  così  tratteremo  direttamente  il  quesito  col 
mezzo  dei  logaritmi  volgari,  clic  indicheremo  colla  caratteristica  log  conservando 
la  caratteristica  log  pei  logaritmi  binar). 

Sia  m il  numero  di  ottave  o di  frazioni  di  ottava  esprimente  l'intervallo,  ed 
31  il  suo  numero  costituente  cercatu:  si  avrà  la  relazione  fondamentale 

2m=M  , 

che  dà,  prendendo  il  logaritmo  volgare  di  ciascuno  de' suoi  membri, 

m log  a = log  31. 

Ora  if  logaritmo  volgare  di  a è o,  3oio3,  dunque 
log  Ms=  o,3oio3 . m ; 

vale  a dire  che  moltiplicando  il  numero  proporzionale  dell'  intervallo  pel  fattore 
«ostatile  o,3oio3,  si  ottiene  il  logaritmo  volgare  del  numero  costituente , numero 
che  si  può  in  seguilo  trovare  per  mezzo  delle  tavole  ordinarie.  Quanto  però  ab* 
biarao  detto  deve  intendersi  esclusivamente  per  il  caso  ghe  si  tratti  di  un  numero 
proporzionale  riferito  all'ottava  come  unità,  poiché  se  P intervallo  fosse  espresso 
in  ioni  o in  semitoni  medj,  bisognerebbe  cominciare  a ridurlo  in  ottave.  Pren- 
diamo per  esempio  l' intervallo  out,5ft^Q6:  si  avrà 

log  M ss  o,  3o io3X°i  = 0,1 76091 . 

Cercando  il  numero  corrispondente  a questo  logaritmo  nelle  tavole  ordinarie,  si 
lioverà 

i5  3 

M = 1 , 5 = — = — ; 

10  a 

1‘  intervallo  di  cui  si  tratta  è dunque  quello  della  quinta  esatta. 

Proponiamoci  adesso  di  trovare  il  numero  costituente  dell' intervallo  eguale  ad 
un  millesimo  dell’ ottava,  cioè  oot,ooi.  11  prodotto  di  questo  numero  pel  fattore 
costante  o,  3oio3  dà 

log  M = o,  ooo3o  i , 

limitandoci  sempre  a sole  sei  cifre  decimali,  donde  si  ha  31=1,0007.  Questo 

• . ».  . . 10007 

numero  posto  sotto  la  forma  delle  frazioni  ordinarie  diviene  — ,e  ci  fa  co- 

* 10000 

no*rcre  che  di  due  suoni,  il  cui  intervallo  è ont,ooi  , il  primo  fa  10000  vibra- 
zioni nel  tempo  che  il  secondo  ne  fa  10007.  Questi  due  suoni  sembrerebbero 
dunque  all’  unisono*  perchè  non  vi  ha  orecchio  capace  di  accorgersi  dd  ritardo 
delle  prime  vibrazioni  sulle  seconde. 

È facile  il  persuadersi  che  se  — - — di  ottava  è un  intervallo  insensibile, 

1 000  * 00 


di  semitono*  medio , che  non  è che 


di  ottava,  lo  è anco  meno;  cosicché,  li- 


mitandosi alle  prime  due  cifre  decimali  in  tutte  le  valutazioni  degl'  intervalli  in 
semitoni  medj,  si  oltrepassa  di  gran  lunga  tutte  le  esigenze  dell*  orecchio. 

29.  È quella  P occasione  di  menzionare  «n  fatto  vantaggiosissimo  per  la  mu- 
sica. Quando  si  ascolta  un  intervallo  che  poco  differisca  da  un  altro  espresso  da 
numeri  più  semplici,  si  crede  di  sentire  realmente  il  più  semplice,  e l’illusione 
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è tanto  più  compiuta  quanto  minore  6 la  differenza.  Per  riempio,  il  ne  corde  ao- 
nora vibranti  simultaneamente , a di  cui  la  prima  faceaic  3/jo  vibra  rioni  mentre 
la  aeconda  uè  facesse  *a6,  darebbero  un  accordo  di  quinta  che  cambierebbe 


. . 34° 

esattiiiimo,  perchè  l’orecchia  aoatituirebbe  al  rapporto  -^r  il  rapporto  più  rom- 


pi ice  — — = — . Quello  fenomeno  non  ripoii  unicamente,  come  hanno  creduto 

alenili  autori,  lui  limiti  della  Mniibililìi  dell' organo  dell'udito,  ma  ancora  e 
principalmente  sull'  azione  che  eiercitano  le  une  sulle  altre  le  ondulazioni  sonore 
generate  nell’  aria  dai  corpi  vibraDti  contemporaneamente.  È certo  che  un  gran 
numero  di  leggere  dissonarne  dallo  quali  resteremmo  sgradevolmente  colpiti  stando 
in  vicinanza  dell’  orchestra  svaniscono  adatto  se  ci  ritiriamo  ad  una  certa  distanza, 
e che  i suoni  si  accordano  tanto  meglio  quanto  maggiore  è Io  spazio  che  deb- 
bono percorrere  prima  di  giungere  all’orecchio.  Senza  questa  circostaza  nessuna 
armonia  «arebbe  possibile. 

3o.  Nel  sistema  del  temperamento  eguale , secondo  il  quale  in  oggi  si  accor- 
dano generalmente  i piano  forti , i dodici  semitoni  della  scala  cromatica  sono, 
in  numeri  costituenti. 


'1  I l>  1 .1»  1 |1  | Il  1 

(Va)  ’ (V3)  ’ (>/a)  • (V3) G/3) 


di  cui  si  hanno  i valori  approssimativi  nella  seguente 


Scala  cbomatica  del  temperamento  eguale 


NOTE 

Numeri 

DELLE  VIBRAZIONI  RELATIVE 

ut 

ut  diesis  o re  bimolle. 

i,o5g4(>3 

« 

i,  I2a4&> 

re  diesis  o mi  bimolle  . 

i, 189*07 

mi 

1,259921 

/« 

i,33484o 

| fa  diesis  o sol  bimolle  . 

3 

| sol 

1 , /|()h3o(> 

sul  diesis  o la  bimolle  . 

1,587(00 

1 la 

1,681793 

la  diesis  o si  bimolle  . 

«,781796 

ì « 

1,887745 

j “'a 

2,000000 
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Quoili  numeri  non  tono  suscettibili  ili  far  conoscere  le  diflerenze  della  «cala  pre- 
sente dalla  «cala  (5);  poiché  confrontando  per  esempio  la  quinta  espressa  qui  col 
numero  1,498306  colla  quinta  giusta  dalla  scala  (5)=i,5,  tutto  ciò  che  può  ri- 
levarsi ti  è che  la  quinta  giusta  è più  alta  della  quinta  temperata  ; ma,  te  ti  vo- 
lesse sapere  di  quanto  , bisognerebbe  entrare  in  una  quantità  di  calcoli  che  la- 
treremo fare  agli  autori  dei  trattati  di  armonia,  mentre  noi  tratteremo  diretta- 
mente il  quesito. 

Prendendo  il  semitono  medio  per  unità,  gl’ intervalli  dei  gradi  successi  vi 
della  scala  cromatica  media  tono  espressi  dalla  serie  dei  numeri  interi 

.\a\3\4*,5»,  G*,7*.8’,9\  io’,..»,  .a’ 

che  basta  confrontare  colla  serie  dei  numeri  della  tavola  del  n.°  18  per  trovare 
tutte'  le  differenze  delle  due  scale.  Cosi  , siccome  fa  quinta  giusta  è eguale  a 
7*,oa,  e la  quinta  temperala  a 7*  soltanto,  è chiaro  ebe  quest’ ultima  pecca  per 

difetto  di  di  semitono;  al  contrario  la  terza  maggiore  temperata  sm  4* 

100 

pera  la  terza  maggiore  giusta  e=3,86,  di  — di  semitono  ec.  Noi  non  ci  fer- 
meremo più  a luogo  aopra  altre  differenze,  e ci  batterà  di  aver  fatto  conoso ere 
1’  estrema  facilità  di  lutti  questi  confronti  quando  ai  fa  uso  delle  vere  misure 
degl'  intervalli.  Il  aig.  de  Pron|  avendo  posto  a fronte  nella  sua  Istruitone  diverse 
scale  temperate,  rimanderemo  quelli  Ira  i nostri  lettori  che  desiderassero  nati- 
zie  più  particolsrizzate  a quest'  opera. 


Digitized  by  Google 


I INT 


TAVOLA 


«lei  logaritmi  binar;  «lei  numeri  «la  i a 4'JO- 


4, 70044 

4,  754*o 

4,  80735 
4,85798 
4,90689 

4„  9F)  \ 20 

5,  OOOOO 

5, 04439 

r»,  o«/4« 

5,1*928 

5,  16992 
5,301,45 
5,a4;«,3 
5,  a8f.4o 
5, 3:«i<)3 


M-'.'HRI  I.OG1UHI  BOMERI  LOGARITMI  |»UMfcBI  LOGARITMI  SUMERI  LQGAR1TM 


I O,  OOOOO 

2.  t 1 , OOOOO 

3 i,58$<jG 

4 2, OOOOO 

5'  2,32193 

6 2, 5849O 

7 2, 80735 

8 3, 00000 

9 3,  l(MX)3 
3,  3anj3 

3,45945 
3,  28496 
3, 700)4 
3,80735 

3,  90689 

4, 0«M>00 

4, 0874*1 

4.  16992 

4,  a4‘!)3 

4,  32193 


C,  42626 

6,44*a4 

6,45943 

6,47573 

6,49185 

G, 50779 
6,52356 
G,  53<)iG 

6,55459 

G, 5698G 

G, 58496 
6,  59991 
6, 6 1 4 7 1 
6,63986 
6,64*386 

G,  65831 
6.67243 
G,  G8G5o 
G,  70044 
G, 71^25 


G, 75489 
G,  7G818 
G, 781 3G 

6,79442 
6,80735 
6,82018 
6. 83-89 
6, 8 j54<j 

6, 82798 

6, 87,136 
6,88264 
6, 89482 
6,90689 


6, 

<1, 

6. 

6, 

6,96578 

6,97728 
6, 98868 
7,  OOOOO 

7, 01 123 
7,02237 

7, 03342 
7,04439 
7 *o5528 
7,06609 
7,07682 

7,08746 
7, 09803 
7, io85a 

7,  *>894 
7, 1 2928 
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LOGARITMI  I LOGARITMI  I. NUMERI  LOGARITMI  NUMERI 


166  7, 37504  206 

1C7  7,  3»37o  207 

168  7 , 3 R08 

169  7.  4oo88  209 

170  7,  4°939  aio 

171  7,4*  7*35  ai* 

173  7,  42626  Ria 

173  7,43403  Ri3 

«74  7,44294  a,4 

17Ó  7,45iri  a«5. 

176  7, 45942  R«6 

ito  7,40761  317 

7,47573  RiS. 

7,4838a  319 

*8o  7,49185  aao 

181  7,499*5  RRi 

i8a  7,50779  RRR 

|83  7,5/570  Ra3 

184  7, 52350  aa4 

185  7,53i 38  RR5 

186  7,53916  226 

7,54*189  237 

7,55459  238 

7, 5O224  229 

7,56986  a3o 

7.57743  r3i 

7, 58496  a3a 

7, 59346  233 

7»599<ii 


*9®  7,61471  *5* 
«97  7,62205  a37 
'9*  7,62936  338 
*99  7, 6306a  339 
200  7,64386  240 


7,  G9349 
7,  70044 
7. 7<>73« 
7.  7‘4r5 

7,  731  10 
7,72793 
7,  73471 
7.  74  '47 
7.74819 

7, 75489 
7,  76 1 55 
7,76818 

7,77479 
7, 781 36 

7,  78790 

7,>j44r 

7,  80090 
7, 80735 

7,81378 

7,83018 
7,  82655 
7,  B328g 
7, 83920 
7,84549 

-7,85175 
7,85798 
7,86419 
7, 87036 
7, 87653 

7.88264 

7,88874 

7,89482 

7,90087 

7,90689 


7,9i!*89 


7,97/54 
7, 97/R8 

7.  98299 
7,98»68 
7,99435 

8, 00000 
8,00562 
8,01123 
8, 01681 
8,02237 

8,02791 

8,o334a 

8,  o38<)2 
8, 04439 
8,04985 

8,05528 

8,06070 
8, 06609 


8,08215 

8,08746 

8, 09276 
8, 09803 
8, 10329 

8,  io853 

8,  11374 
8,11894 
8,  12412 
8, 13928 


8,, 3443 
8, 13955 
8. 14466 
8,14975 
8, 15482 

286  8, 15987 

287  8, i649> 

288  8, 1G992 

280  8, 1 t/i<i3 

a9°  8, « 799* 

29 t 8, 18488 
293  8, 18983 

293  8, 19476 

294  8,  191)67 

2g5  8,ao457 


ZJiA.  di  Mot.  Voi.  VI. 
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SEGUITO  DELLA  TAVOLA 


NUMERI 

LOGARITMI 

Il  UMBRI 

'logaritmi 

numeri 

LOGARITMI 

H 

■ 

321 

8,32043 

348 

8,43463 

371 

8,53528 

396 

8,  G2936 

3aa 

8, 33092 

347 

8, 43879 

372 

8,  53<ji0 

397 

8. 633oo 

! 3 2 3 

8,  33039 

348 

». 

373 

»,543o3 

3y» 

8 ,63662 

8,  33<)85 

349 

8,44708 

374 

8,54689 

39!) 

8, 64024 

3a5 

8, 34430 

35o 

8,  4512! 

3j5 

8,55075 

400 

8,64386 

3aG 

8, 34873 

35 1 

8,45533 

376 

8, 55459 

401 

8,  G4746 

3*7 

8. 353 1 5 

35a 

8,45943 

»77 

8,55842 

402 

8, G5io5 

3^8 

8, 35755 

353 

8,46352 

378 

8, 5O224 

4o3 

8.65464 

32<) 

8,  3(>ii)'{ 

354 

8,46761 

»79 

8 , 566o5 

4°4 

8,65821  1 

33o 

8, 38832 

355 

8,47168 

38o 

8,50980 

4o5 

8,66178 

33 1 

8,  37069 

356 

8,47573 

38 1 

8, 57365 

406 

8, 66534 

332 

8,  3;5<>4 

357 

8,4797» 

38a 

8,57743 

407 

8,66889 

333 

8,  3;<)38 

358 

8,48382 

383 

8, 58120 

4 08 

8,67243 

334 

8, 38370 

35q 

8,48784 

384 

8, 58496 

4«9 

8f675<)6 

335 

8, 388u2 

36o 

8, 49182 

385 

8,58871 

410 

8,67948 

330 

8,  3f)232 

36  ■ 

8, 4o586 

386 

8,59246 

4 * * 

8,68299 

Ti? 

8,  3< 

362 

8.  4;j4|85 

387 

8,59619 

4*8 

8, 6865o 

338 

8, 4 0088 

363 

8, 5o383 

388 

8, 5g99< 

4'3 

8, 69000 

33.j 

8, Ao5i4 

364 

8,50779 

389 

8,Go3G3 

4.4 

8.69349 

3<ju 

8, 4<><j3ij 

305 

8, 5i i 75 

3go 

8, 60733 

4 15 

8, 69697 

34. 

8,4*  365 

366 

8, 5i57o 

3gi 

8,6i  >02 

416 

8,  70044 

34  a 

8, 4 1 785 

367 

8,51964 

392 

8. Gì  471 

4«7 

8,  70390 

3'j  3 

8, 

368 

1^1 

8, 6 1839 

418 

8, 70736 

344 

8,42826 

3G9 

PlrlSVa 

8, 62205 

4'9 

8, 71081 

345 

8,43045 

370 

8,62571 

420 

8,71425 

INVERNO  (Astr.)  . Quarta  stagione  dell*  anno  che  comincia  verso  il  22  Dicembre, 
quando  il  sole  entra  nel  seguo  dui  Capricorno,  e finisce  verso  il  21  Mano  quando 
il  sole  esce  dal  segno  dei  Pesiti  per  entrare  in  quello  dell*  Ariete.  La  sua  durata 
è di  89  giorni  e 2 ore  ( Vedi  Armillare).  11  primo  giorno  di  questa  stagione  è 
il  più  corto  dell*  anno. 

INVERSO  (A/g.  e Arit.).  Si  applica  questa  parola  ad  una  certa  maniera  di  fare 
la  regola  del  tre  o di  proporzione,  che  sembra  essere  rovesciata  o contraria  alla 
regola  del  tre  diretta.  Io  questa  regola,  essendo  collocali  i termini  nel  loro  or- 
dine naturale,  il  primo  termine  sta  al  secoudo  come  il  terzo  al  quarto,  cioè  se 
il  secondo  è maggiore  o minore  del  primo  anco  il  quarto  è maggiore  o minore  del 
terzo  nello  stesso  rapporto:  ma,  nella  regola  inversa , il  quarto  termine  sta  al  terzo 
come  il  primo  al  secoudo.  facili  Ragione  e Proporzione. 

11  metodo  inverso  delle  flussioni  è quello  che  più  comunemente  dicesi  Calcolo 
Integrale.  Vedi  Integrale. 

INVERTENDO  ( dlg.  e Arit.).  È uu*  espressione  di  cui  si  fa  uso  per  indicare  il 
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cangiamento  clic  si  fa  nell'  ordine  dei  terminici  ili  una  proporzione.  ponendo  gli 
antecedenti  in  luogu  dei  conseguenti  e i conseguenti  in  luogo  degli  antecedenti. 
Per  esempio,  nella  proporiione  a : b : : e- : dy  si  ha,  invertendo:  b : a : : d : c. 

II’AZIV,  figlia  di  Teone,  celebre  matematico  d' Alessandria , nacque  in  questa 
città  verso  la  fine  del  IV  secolo.  La  storia  della  scien7a  non  ha  fino  a questo  gior- 
no consacrato  la  memoria  di  una  donna  di  essa  più  distinta  per  rilevazione  dello 
spirito  e per  1*  estensione  delle  cognizioni.  Studiò  sotto  la  direzione  di  suo  pa- 
dre, e sia  che  la  società  dei  dotti  che  frequentavano  la  sua  rasa  esercitasse  sulla 
giovane  sua  mente  una  speciale  influenza  » sia  che  la  natura  dotata  l'avesse 
di  disposizioni  per  gli  studj  severi,  rare  nelle  persone  del  suo  sesso,  essa  fu 
di  buon*  ora  considerata  in  Alessandria  come  uno  di  quei  fenomeni  intellet- 
tuali di  cui  si  contemplano  i progressi  non  meno  con  interesse  che  con  stupore. 
Ipazia  consacrò  allo  studio  tutti  gl4  istanti  della  sua  vita,  fece  rapidi  e ruaravi- 
gliosi  progressi  nelle  matematiche  e nella  filosofia,  c con  esempio  unico  nel  pe- 
riodo di  parecchi  secoli,  occupò  la  cattedra  illustrata  in  Ales«andria  dalla  parola 
di  tanti  uomini  celebri.  Essa  aveva  preferito  la  dottrina  di  Platone  a quella 
di  Aristotile,  e deve  far  maraviglia  come  quella  felice  disposizione  delle  sue  idee 
non  abbia  influito  sulle  sue  convinzioni  religiose  nè  prevenuto  la  catastrofe  di  cui 
fu  essa  in  seguilo  la  vittima.  Come  i filosofi  dell' antichità,  di  cui  avea  studiato 
gli  scritti,  viaggiò  per  istruirsi  e si  re«ò  ad  Atene  per  assistere  alle  lezioni  dei 
professori  più  rinomali  del  suo  tempo.  Ritornò  poscia  ad  Alessandria  ove  «lieti o 
I'  invito  «lei  magistrati  si  dedicò  al  pubblico  insegnamento  della  filosofia.  I su««i 
corsi  Cominciavano  dalla  spiegazione  delle  principali  verità  matematiche  ; essa  si 
rammentava  così  di  queste  parole  scritte  sul  portico  «Iella  scuola  dell* illustre  suo 
maestro:  IS'iuno  qui  entri  che  non  sia  geometra  ( Socratis  Ilist.  lib.  7,  cnp.  XV). 

Ipazia  accoppiava  alle  grazie  dello  spirilo  le  v-rlù  del  suo  sesso  : la  sua  con- 
dotta fu  sempre  immune  da  ogni  sospetto:  sapeva  contenere  ne’ limiti  del  rispetto 
i giovani  che  si  mostravano  tocchi  dalle  sue  attrattive,  ed  allontanò  da  se  costan- 
temente qualunque  idea  di  uua  relazione  che  distratta  1*  avesse  dal  suo  gusto 
per  lo  studio.  Accusata  dalla  voce  pubblica  «li  avere  esercitalo  qualche  iufluenz.i 
aopra  Oreste  governatore  di  Alessandria,  che  aveva  voluto  porre  degli  ostacoli 
allo  zelo  del  patriarca  Cirillo,  venne  massacrata  in  una  sommossa  pollare.  Cosi 
peri  sul  fiore  dell'  età  questa  nobile  giovinetta  a cui  non  è mancato  che  «li 
essere  stata  cristiana  , in  un'  epoca  specialmente  in  cui  il  politeismo  cadeva 
da  ogni  parte  avanti  al  Vangelo.  Questo  avvenimento  deplorabile  accadde  nel  mese 
«li  Marzo  4*5.  Ipazia  ha  scritto  parecchie  opere  che  tutte  sono  perite  colla  bi- 
blioteca di  Alessandria:  nulla  di  lei  ci  rimane:  solosi  sa  che  aveva  composto  un 
Comento  sopra  D infanto , un  Canone  astronomico , e un  Comento  sui  Conici 
di  Apollonio  di  Pergn. 

IPERBOLI.  (Geom.).  Una  delle  sezioni  coniche.  Essa  è generata  da  un  piano  che 
taglia  obliquamente  un  cono  retto,  in  modo  da  poter  tagliare  ancora  un  secondo 
cono  simile  al  primo  , e il  quale  gli  sarebbe  opposto  pel  vertice.  Questa  curva 
ha  sempre  due  rami  opposti  , formali  dalla  sezione  dei  due  èoni  c del  piano. 
Tale  è la  curva  di  cui  uno  «lei  rami  è GEO , e I*  altro  LDO  ( Tao,  LXXX  , 

f‘8 • ")• 

1.  Per  trovare  I'  equazione  di  questa  curva,  la  rons’ulercremo  nel  piano  gene- 
ratore, e prenderemo  per  asse  «Ielle  ascisse  la  retta  RR,  sezione  di  questo  piano, 
col  piano  principale  (lredi  Ellissi).  Supporremo  inoltre,  per  maggior  sempli- 
cità, che  il  piano  generatore  sia  perpendicolare  nel  medesimo  tempo  al  piano 
principale  e alla  base  del  cono. 

Premesso  ciò,  pel  vertice  E del  ramo  GEO,  conduciamo,  nel  piano  principale, 
la  retta  EEparjlellu  alla  comune  sezione  AB  di  questo  piano  e della  base,  i 
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truogoli  simili  DEE,  DBR,  AER  diranno  le  due  proporzioni 
DE  : EE  : : DR  : BR  , 

DE  : EE  : : EH  : AR. 

Moltiplicando  termine  a termine,  otterremo 

“DE1:  "ÌSE1::  DRXER  : BR  X AR. 

Indirli iamo  ora  DE  con  za,  EE  con  ai,  e prendiamo  il  ponto  E per  I’  ori- 
gine delle  ascisse.  ER  sarà  I'  ascissa  del  punto  O della  curva  , e OR  I'  ordinata 

di  questo  punto;  ma  nel  circolo  BOAOB  ai  ha  OR  c=P.RX  AR,  si  avrà  perciò 
BRxAR=jr*,  e di  più  DRe=aa-t-4r  ed  ERcz.  Cosila  proporaione  diso- 
pra si  cangia  in 

4<Ja  : 4i*  : : aoar  **  : jr*. 

Donde  si  deduce 

Am  i 

I*~  — ^aox-4-ac*) (i). 

Equazione  che  conviene  evidentemente  a tutti  i ponti  del  ramo  OEO,  poiché 
per  ciascuno  di  questi  punti  possiamo  concepire  un  pianò  paralello  alla  base  del 
cono  ; e 1*  intersezioni  di  questo  piano  col  piano  generatore  e il  piano  prin- 
cipale darebbero  relazioni  simili  alle  precedenti.  Possiamo  ancora  assicurarci  fa- 
cilmente che  quest'  equazione  conviene  a lutti  i puoli  del  secondo  ramo  LDO, 
dando  ad  x dei  valori  negativi.  Infatti,  se  cominciamo  dal  fare  x— — aa,  si  ot- 
tiene = questi  valori  corrispondono  al  vertice  D del  secondo  ramo.  Tutti  i 
valori  negativi  di  x minori  di  — 2a , rendono  i valori  di  y immaginari,  perché 
non  esiste  alcun  punto  della  curva  tra  i due  vertici  E e D.  Se  iù  seguito  si  fa 
— 2 a — x\  il  valore  y * di  y diventerà 

2a—  2a — 

ovvero 

r«=i;(a«x'+z'‘). 

* 

Equazione  che  si  otterrebbe  per  tutti  i punti  del  ramo  LDO,  servendosi  del- 
le considerazioni  con  l'aiuto  deile  quali  abbiamo  ottenuto  l'equazione  (i)  , e 
prendendo  D per  P origine  delle  ascisse  a/. 

2a  si  chiama  il  primo  asse  o V asse  traverso  dell1  i per  boia  , e 2b.il  secondo 
asse  o 1'  asse  non  traverso.  Questi  due  assi  si  chiamano  ancora  gii  assi  prin- 
cipali. 

2.  Per  situare  P origine  delle  ascisse  in  un  moJo  simmetrico  rapporto  ai  due 
rami  dell' iperbole , si  prende  il  punto  di  mezzo  del  grand'asse  al  quale  si  dà  il 
nome  di  centro.  La  relazione  tra  le  ascisse  xr  contate  dal  centro,  c le  ascisse 
precedenti  x contate  dal  vertice,  è evidentemente  <r'=a-4-«j:,  donde  x^zsf — a\ 
sostituendo  questo  valore  nell’equazione  (i),  essa  diventa 
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Tale  è 1'  equazione  dell'  iperboli,  riportala  al  centro.  L’  equazione  (■)  è quella 
dell’  ipeibohi  riferita  al  vertice. 

3.  Osservando  che  poniamo  dare  all'  equazione  dell'  ellisse  riferita  al  centro 
( Vedi  Ellissi)  la  forma 

oV  -+-  A1*1  = fl’A1 , 
e ebe  quella  dell'  iperbola  può  ancora  diventare 


ay-4V=  -<z*A*, 


ai  vede  che  quette  due  equazioni  non  differiscono  che  per  il  segno  della  quan- 
tità A *,  e possiamo  concluderne  che,  quantunque  siano  di  forma  differentissima  , 
poiché  nna  é limitata  in  tutti  i sensi  e 1’  altra  illimitata  , le  due  curve  debbono 
godere  di  proprietà  analoghe.  Verifichiamo  questa  conclusione. 

4-  Nell1  iperbola  come  nell’  ellisse,  tulle  le  rette  che  passano  pel  centro  e vanno 
a terminare  da  nna  parte  e dall' altra  alla  curva,  son  divise  in  due  parti  eguali 
da  questo  centro. 

Sia  nM,  una  linea  qualunque  (Tav.  X LI,  Jlg.  3)  condotta  pel  ceulro  O.  La 
sua  equazione  sarà 


r —m* , 

m essendo  la  tangente  trigonometrica  dell'angolo  mOp.  (Vedi  Applicahose 
dell’  Alozbsa  alla  Gaosarrau  ).  I punti  M ed  m appartenendo  all' iperbola,  si 
avrà  ancora  per  l'  equazione  di  questi  punti 


e,  per  conseguenza 


donde 


ab 

Y b*- — a*m* 


Questo  valore  sostituito  in  y—mx,  dà 

abm 

\ b‘ — a’m1 

1 valori  positivi  di  * e di  y saranno  le  coordinate  OP  e PM  del  punto  M,  e 
i valori  negativi  di  queste  medesime  quantità,  le  coordinate  Op  e pm  del  punto 
m;  e siccome  questi  valori  sono  eguali,  indipendentemente  dal  segno,  si  ha 

OP  = Op,  e PM  =pm. 

Cosi  i triangoli  rettangoli  OMP,  Omp  sono  eguali,  e si  ha  IHOsmO. 

5.  Di  tutte  le  rette  che  , passando  pel  centro,  incontrano  i due  rami  dell'  ipcr- 
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bob,  la  piti  corta  è evidentemente  il  grand' aste.  Ciò  non  ottante  è alile  I'  esa- 
minare come  questa  circostante  è etpretta  nei  valori  precedenti  di  x e di  y. 
Esaminando  questi  valori,  ai  vede  die  le  loro  grandette  respettivc  dipendono 


interamente  dal  denominatore  cornane 


P — a1  ni1 , 


la  cui  grandetta  essa  stessa 


dipende  dalla  qoantilk  variabile  m,  ovvero  dalla  tangente  dell'angolo  che  fa  la 


retta  con  1’  atte  delle  x.  Il  valore  di 


yj ò* — aam*  è il  maggior  pottibile  quando 


nso,  vale  a dire  quando  l'angolo  è nullo,  ovvero,  quando  la  retta  ai  confonde 
con  l'asse.  In  questo  caso,  i valori  di  x e di  y ti  riducono  a 


x=2ra,  j-r=rto. 


Queste  sono  le  coordinale  delle  due  estremila  delfasse  traverso.  Facendo  m 

continuamente  più  grande,  i valori  di  ^ bx — o1/»1  , diventano  continuamente 

più  piccoli;  ma  etti  cessano  di  essere  reali  , cioè  , la  retta  non  può  incontrare 
più  I»  curva,  quando  o^m1  diventa  maggiore  di  4*.  La  tangente  del  più  grand'an- 
golo che  possa  fare  con  l'asse  una  retta  che  incontra  l' iperbole  da  una  parte  e 
dall'altra  e che  passa  pel  centro  è dunque  determinata  dalla  relazione 


i’atV, 

la  quale  dà 

«tai  — , 
a 


Ma  allora  b 2 — nama  = o e i valori  di  x e di  y diventano  infiniti , il  che  pro- 
va che  una  retta  la  cui  tangente  trigonometrica  , dell’  angolo  che  essa  fa  con 
b 

l'asse,  è eguale  a — non  incontra  1’  i per  boia  che  a distante  infinite  Questa 

retta  si  chiama  un  asintoto.  (Vedi  questa  parola).  Siccome  possiamo  condurre 
pel  centro  O due  rette  che  facciano,  in  un  scuso  opposto,  il  medesimo  angolo 
coll'  asse  , l’ iperbola  ha  due  asintoti. 

Quando  si  conosce  la  grandezza  dei  due  assi,  la  costruzione  degli  asintoti 
non  presenta  alcuna  difficoltà;  essa  si  riduce  a descrivere  le  rette,  le  cui  equa- 
zioni sono 

b b 

— **  r = x. 

a a 


Cosi,  con  l'asse  traverso  e=2a,  e la  retta  desa^,  che  formano  il  rettangolo 
bede  (Tao.  IV,  dg.  4),  le  diagonali  bd , ec,  prolungate  saranno  le  rette  doman- 
date. ( V edi  Applicazione  dell'  Algebra  alla  Geometria  ). 

6.  Abbiamo  veduto  che  T ellisse  possiede  due  punti  degni  di  molla  osserva- 
zione; questi  sono  i suoi  fuochi.  ( Vedi  Ellisse).  Cerchiamo  se  I1  iperbola  ci  of- 
rirà  qualche  cosa  di  analogo. 

I fuochi  dell1  ellisse  avendo  per  coordinate 


X = -±yj a%  — i1 , ycxho, 

siccome  l’ equazione  dell’  iperbola  non  dilleriice  da  quella  deli"  ellme  che  per 
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il  segno  ili  A*,  determiniamo  sull'asse  delle  x due  punti  le  cui  coordinate  siano 
x =a ±:  ^a*-a-4l , /=  — «>. 

cale  a dire  determiniamo  i punti  F ed /(  Tav.  XLI,  fig.  5),  tali  che 

OF  a+^/«V4»  e 0/=  — ^ o»-+-A»  , 

il  elle  può  farsi  assai  facilmente  descrivendo  dal  centro  O (Tav.  XLI , Jìg.  4),  e 
col  raggio  Ob  due  archi  bf  ed  e F,  poiché  eviilenlemenlc  abbiamo 


OF  ==  0/=  04a^/  Oa1  io» 


Premesso  ciò,  conduciamo  due  rette  F M ed  JTi  ( Tav.  XLl,Jig.  5)  da  questi 
puntila  un  punto  qualunque  M dell’ iperbole,  e cerchiamo  la  relazione  di  queste 
rette.  Avendo  abbassata  l'ordinala  MPaj-,  i due  triangoli  rettangoli  FPM,yPM, 
daranno 

TM*=~FP,-t-'PM*1 


Ma  FP  = OF  — OP ss  -+- x , /P=/0  -+•  OP  =x  — yja'+b*  , 

PM=/;  cosi  l'espressioni  precedenti  diventano,  sostituendo 

^ (x1— o1^  , 

/M*=  (*—  -y/ o*-+- A*)  ■+■  ^ _ 


i 


Sviluppando  i quadrati  e riducendo,  avremo 


jprjjj» (oM-A1) x’-f-ea2x  V a^-t-A’-f-a*  («•yai-s-A1- t-a*)* 


-j.*  (rP-t-A^Jx1— ao»x^  a1-t-A1-*-a4  (xViP-t -A*  — a1)» 

/M  _ =3 ; 


il  che  dì , prendendo  le  radici  quadrate 


FM: 


/M: 


x V o^A1 


x V a1-*-  A1 


La  somma  di  queste  quantità  resta  variabile  a motivo  della  quantità  x che 
essa  contiene  ; ma  la  sua  differenza  è : 

FM-/M  = a a. 

Donde  segue  che  i due  punti  F ed  f godono  di  questa  proprietà  degna  di  os- 
servazione che:  la  dijferenza  di  due  rette  condotte  da  un  punto  i/ualunque 
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della  curva  ai  punii  F ed  f è una  quantità  costante  eguale  all'  asse  traversa. 
Questi  ponti  sono  i fuochi  deir  iperbola  , e le  rette  come  FM  ed  f M , sono  i 
raggi  vettori  di  questa  curva. 

7.  La  proprietà  fondamentale  della  quale  abbiamo  ottenuto  la  deduzione  serve 
a definire  l' iperbola,  quando  si  cousidera  in  un  modo  indipendente  dalla  sua 
generazione  oel  cono  *,  si  dice  allora  che  questa  è una  curva  la  cui  differenta 
delle  distanze  di  ciasouoo  dei  suoi  punti  a duo  punti  fissi,  è eguale  ad  una  li* 
tiea  data.  Partendo  da  questa  definizione  si  trova  la  sua  equazione  e si  riconosce 
che  la  linea  data  è 1*  asse  traverso.  Questa  proprietà  dà  ancora  i mezzi  di  co* 
slruire  facilmente  l’ iperbole. 

Siano,  infatti  , F,/i  fuochi  dati  di  posizione  sopra  una  retta  indefinita  F/*, 
e sia  aa  la  differenza  costante , ovvero,  il  grand'  asse  dell*  iperbole  che  si  vuole 
descrivere. 

Prendiamo  a cominciare  dal  punto  O,  ( Tav.  XLl%fg.  6)  mezzo  di  F f,  due 
distanze  OA,  OD  eguali  al  semi-primo  asse  a\  i due  punti  A e B appartengono 
alla  curva.  • . 

Per  ottenere  altri  punii  si  segni  sopra  la  retta  Of  un  punto  arbitrario  L,  poi 
dai  punti  F,y\  come  centri,  con  i raggi  AL,  BL  descriviamo  successivamente 
delle  circonferenze  le  quali  si  taglieranno  in  M ed  m,  questi  punti  apparter- 
ranno alla  curva,  poiché,  dalla  costruzione,  la  differenza  delle  rette  condotte  da 
F e da^/*  ad  M ed  m è eguale  alla  differenza  dei  raggi  AL  e BL  , la  quale  è 
esattamente  il  primo  asso  AB=aa.  Reciprocamente,  dai  due  punti  ^ ed  F,  co- 
me centri,  con  i medesimi  raggi,  descriviamo  delle  circonferenze  di  circolo;  i 
punti  M'  ed  m'  ove  esse  si  taglieranno  apparterranno  all' altro  ramo  della  curva. 

Operando  nella  medesima  maniera  potremo  otteuere  dei  punti  abbastanza  vi- 
cini gli  uni  agli  altri  per  potere  inseguito  descrivere  i due  rami  dell’  iperbola. 

8.  Dalla  medesima  proprietà  dei  raggi  vettori  , si  deduce  ancora  un  processo 
per  descrivere  1'  iperbola  per  mezzo  di  un  movimento  continuo. 

Siano  K ed  H [Tav.  CXLV1  njìg.  5)  i due  fuochi;  se  in  I si  pone  l’estremità 
di  una  riga  IT,  mobile  in  1,  in  modo  da  poter  girare  intorno  di  questo  punto, 
e che  si  attacchi  in  II  il  termiue  di  un  filo  HBT,  di  cui  l’altra  estremità  sia 
attaccata  a quella  della  riga  IT,  e se  di  più  la  differenza  delle  lunghezze  della 
riga  e del  filo  è eguale  al  primo  asse  20,  è evidente  che  uno  stile  B , che  scor- 
rerà lungo  del  filo  tendendolo  e applicandolo  contro  la  riga,  descriverà  col  suo 
moto  un  arco  d’ iperbola,  poiché  a ciascun  punto  B si  avrà  1B  — BH=sa. 

9.  Nell’  Iperbola,  come  nell’ ellisse,  si  chiama  parametro , una  retta  lena  pro- 
porzionale ai  due  assi.  Ed  è egualmente,  in  queste  due  curve,  la  doppia  ordi- 
nala che  passa  per  l’uno  e per  l'altro  fuoco.  ( Fedi  Ellissb).  Indicando  con  p 
it  parametro  dell’  iperbola,  avremo  dunque  aucora 


e , sostituendo  questo  valore  nell'  equazioni  (1)  e (a)  esse  diventeranno 

— [iam+x*  ) 

f 

(3). 


a \ 


J 


Quell'  ultime  ai  chiamano  equazioni  al  parametro.  La  prima  è riportala  al 
icrlice  e la  seconda  al  ceutro. 
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io.  Quando  gli  assi  sa  e %b  tono  eguali,  l’  equazioni  dell’  iperbola  divculauo 


y*  — aa  x -4-  x* 
^=3** -a» 


(4). 


e quella  curva  prende  il  nome  d' iperbole  equilatera. 

L’ iperboli  equilatera  è,  rapporto  a qualunque  altra  iperboli,  ciò  che  è il 
rircolo  rapporto  all’  elliaae. 

li.  Risolvendo  l'equazione  al  centro  dell’ iperboli  equilatera  rapporto  ad  x ai 
ottiene 


* = — aM-r*  . 

espressione  dalla  quale  resulta  una  costruzione  , per  ponti  , estremamente  sem- 
plice, di  questa  curva. 

Dividiamo  (Tav.  XLII,^j.  i)  l’asse  CM  delle  j-,  in  parli  eguali  Co,  ab , Ae, 
crf,  ee. , e da  ciascuno  dei  punti  di  divisione,  conduciamo  delle  perpendicolari 
indefinite  a quest'asse;  prendiamo  sopra  ciascuna  di  queste  perpendicolari  una 
parte  eguale  alla  distanza  dal  suo  piede  al  vertice  A,  cioè,  facciamo  oa'  = o A, 
bb'cxzbk,  cc* xx cA , ec.  i punti  A',  c',  d',  ec.  apparterranno  tutti  all’ iper- 
bole equilatera.  Infatti,  se  da  uno  qualunque  di  questi  punti , per  esempio  , 
ai  abbassi  la  perpendicolare  g’X  sull’ asse  delle  x ; si  arri  g'X  — Cg  ; ma  il  trian- 
golo rettangolo  CA;  dà 

% * . — a 

Cg  = Ag  — AU, 

ovvero 


gX*e=  CXl—  AC\ 

a motivo  di  kgssgg'  = CX.  Ora,  quest’ ultima  eguaglianza  è la  stessa  cosa  di 


così  g'X  è un’ordinata,  e il  punto  g’  appartiene  alla  carvi. 

12.  Tutto  ciò  che  ha  rapporto  al  problema  di  condurre  delle  tangenti  alle  curve 
dovendo  esporsi  alla  parola  Tangente , in  questo  punto  ci  contenteremo  di  far 
conoscere  un  processo  particolare  all’  iperbola  , la  cui  rassomiglianza  con  quello 
che  abbiamo  dato  per  1’  ellisse  { Vedi  Ellissi)  fa  ancora  rilevare  la  grande  ana- 
logia delle  due  curve. 

Sia  O il  punto  dell’ iperbola  ove  si  tratta  di  condurre  una  tangente  (Tav. 
XLII  yjig.  8);  dai  fuochi  i\f  conduciamo  i raggi  vettori  FO,/D,  e prendiamo 
sopra  f O,  Orn  eguale  ad  FO.  Dal  punto  g,  mezzo  della  retta  che  unisce  i punti 
F ed  m,  conduciamo  TO;  questa  retta  sarà  la  tangente  domandata.  Infatti,  que- 
sta retta  non  può  avere  che  il  solo  punto  O comune  con  la  curva  , poiché  per 
qualunque  altro  punto  o,  conducendo  /ò,  ne,  Fo,  non  si  può  avere 

fa — Fo=  aa  — A A', 

proprietà  caratteristica  dei  raggi  vettori,  poiché,  se  ciò  fosse,  si  avrebbe,  dalla 
costruzione 

fo  — onas/s-  FoBiaas/n, 

donde /u  = o»n-/«,  il  che  è assurdo.  Qualunque  altro  punto  differente  da  O, 
Dii.  di  alai.  Voi.  VI.  33 
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preso  sopra  ia  retta  TO,  non  può  perciò  appartenere  alla  curta  e,  per  conse- 
guenza, questa  retta  è tangente  in  O. 

La  precedente  costruzione  c'insegna  immediatamente  che  gli  angoli  formati 
dalla  tangente  e i due  raggi  vettori  condotti  al  punto  di  contatto  tono  eguali. 
l’oichè  il  triangolo  mOF  essendo  isoscele  e TO  passando  pel  mezzo  della  tua 
base  mF,  gli  angoli  fOT  e TOF  tono  eguali.  Proprietà  comune  coll’ ellisse. 

■ 3.  Si  chiamano  iperbole  coniugate  due  iperbole  come  quelle  della  fig.  y,  Tao. 
XLI , le  quali  hanno  il  medesimo  centro,  e di  cui  1'  nna  ba  per  primo  asse  il 
secondasse  dell’  altra.  Le  due  curve  arendo  necessariamente  i medesimi  asintoti, 
poiché  queste  rette  ton  date  per  I’  una  e per  1'  altra  delle  diagonali  dello  stesso 
rettangolo  ACBD  ( Vedi  di  sopba  n.°  5),  ne  resulta  che  i loro  rami  prolungati 
non  s’incontrano  che  all' infinito,  poiché  non  é che  all'infinito  che  esse  giun- 
gono ad  avere  i loro  asintoti  comuni. 

■ 4-  Tutte  le  rette  le  quali  , passando  pel  centro,  incontrano  i due  rami  di 
un’ iperbole  si  chiamano  i suoi  diametri.  Abbiamo  veduto  n.°  4,  che  il  centro 
gli  divide  in  due  parti  eguali. 

Quando  due  diametri,  di  cui  I’  uno  appartiene  ad  un’  iperbola  qualunque,  e 
l’altro  alla  sua  coniugala,  sono  tali  che  il  primo  é paralello  alla  tangente  con- 
dotta da  uno  dei  punti  ove  il  secondo  incontra  la  sua  curva  , essi  prendono  il 
nome  di  diametri  coniugati.  I due  assi  formano  un  sistema  di  diametri  co- 
niugati. 

Se  si  prendono  due  diametri  coniugati  per  assi  delle  coordinate,  le  coordinate 
diventano  oblique,  ma  I’ equazioni  non  cangiano  di  forma  (f  'edi  Tbssfobms- 
zioae)  e possiamo  riconoscere  facilmente  le  seguenti  proprietà,  che  dobbiamo 
contentarci  di  enunciare.  i.®  Un  diametro  qualunque  divide  in  due  parti  eguali 
tutte  le  corde  condotte  paralellamente  al  suo  coniugato.  a.°  Il  paralellogram- 
rno  costruito  tra  due  diametri  coniugati  i equivalente  al  rettangolo  dei  due 
asti  principali.  Questo  paralellogramino  e questo  rettangolo  si  dicono  inscritti 
all’ iperbola.  3.®  La  differenza  dei  quadrati  dei  due  diametri  coniugati  i eguale 
alla  differenza  dei  quadrati  degli  assi 

Resulta  da  quest’  ultima  proprietà  che  nell'  iperbola  equilatera  due  diametri 
coniugati  qualunque  sono  eguali. 

j5.  Da  quello  che  precede  si  sede  rhe  tutte  le  proprietà  dell’ellisse  si  ritro- 
vano nell’  iperbola  , eccettuato  leggiere  modificazioni  tra  alcune  di  esse;  ciò  non 
ostante  ne  esistono  delle  particolari  a quest’ ultima  curva  che  debbonsi  indicare; 
esse  sono  relative  agli  asintoti. 

l’er  ottenere  l'equazione  dell' iperbola  riportata  ai  suoi  asintoti  basta  trasfor- 
mare le  coordinate  rettangolari  dell’  equazione 


in  coordinate  oblique  con  i processi  conosciuti.  Sostituiamo  dunque  invece  di  a: 
e di  y i valori  generali  [fedi  Thasfohmazioue  ) 

x za  x cos  a -hy  cos  a' . 
y = x scn  a sen  a' 

Otterremo,  dopo  le  riduzioni  , 

.(  a 1 sen’  a'  — A*  cos’  «') 

■+■  ( au’  »cn  a scn  a'  — a A*  cos  j.  cos  a'  )xy 
-+■  (a®  scu* a — A’cos1  a)  j 1 
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Mj  gli  angoli  a,  *'  essendo  in  quoto  caso  gli  angoli  che  fanno  gli  asintoti 
col  primo  asac,  abbiamo  (Fedi  soraa  , o " 5) 

4 , b 

tangzzc , tang  x = — , 

a a 


ilondc 


conm — ' ■ . sena  ss — , 

a*-e-b*  ^ oVa-41 


abbiamo  dunque  ancora 


V o*-t-4* 


senz's 


V oM-4* 


a*4*  — a»4* 


a 1 sen*  a' — 41  co>*  a'  = — ac  o , 
o1  sen1  a — 41  coi1  a ca  ■ 


a>H-4* 

0*4* -a‘41 


a^-t-41 


4o*4* 

aofaen  a sen  a' — iblco»  a eoa  a'  se — — . 

a1-+-4* 

L’ equatione  generale  (a)  diventa  dunque,  aostituendo  questi  saloli 


*r: 


Tale  c I'  equazione  dell'  iperbole  riportata  ai  suoi  asintoti.  Essa  c’  insegna 
che  il  rettangolo  formato  tra  le  coordinate  è una  quantità  costante  ; questa  quan- 
a»-+-41 

tità,  ■ — r v che  indicheremo  con  e*,  ti  chiama  polenta  dell'  ipeibola. 

4 


iti.  Se  moltiplichiamo  i due  termini  dell’ equazione 

per  il  seno  dell'angolo  che  gli  asintoti  fanno  tra  loto,  quest'angolo  essendo  in- 
dicato con  fi,  avremo 

xy  teu  p = c1  sen  p . 

Ora,  il  secondo  membro  di  quest’equazione  è ancora  una  quantità  costante 
e il  primo  indica  il  paralellogrammo  costruito  sopra  le  coordinate,  dunque  lutti 
i paralellogrammi  costruiti  sopra  coordinate  paralelle  agli  asintoti  sono 

• • ab 

equivalenti  tra  loro.  Con  facilità  si  riconosce  che  c* sen  fz=s  — , ovrero.che  que- 
sta quantità  è la  metà  del  rettangola  costruito  sopra  i semi-assi. 

17.  11  prodotto  xy  essendo  una  quantità  costante,  ne  resulta  che  l'ordinata 
y diminuisce  a misura  che  x aumenta  , ma  che  ciò  non  ostante  essa  non  può 
mai  diventare  nulla  ; cosi  1'  asintoto  si  avvicina  continuamente  alla  curva  senza 
potere  incontrarla.  Questo  4 ciò  che  I'  espressioni  del  n.°  5 ci  avevano  di  già 
indicato,  facendoci  conoscere  che  queste  linee  non  s'incontrano  che  all’ infinito. 

18.  Nell’ iperbola  equilatera  «e=4,  e per  conseguenza 

, b 

tang  a sa  — ac  1 , 
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1'  .ingoio  a è perciò  di  4 fi0  e 1'  angolo  a che  è il  doppio  è uo  angolo  retto.  Si 
ha  dunque  allora  aempliccmcnte 

xy  = aal , 

e le  coordinale  tono  rettangolari. 

19.  Combinando  1’  equazioni  della  laogente  c della  recante  ( fedi  Queste 
parole)  con  l'equazione 

xy  — c* 

ri  icuoprono  le  seguenti  proprietà  che  ci  contenteremo  d’  indicare  : 

La  porzione  di  una  tangente  compresa  tra  gli  asintoti  i divisa  in  due  parti 
eguali  al  punto  di  contatto. 

Questa  porzione  di  tangente  i sempre  eguale  al  diametro  coniugato  di 
quello  che  passa  pel  punto  di  contatto.  , 

Tutti  i paralellogrammi  inscritti  alt  iperbola  hanno  i loro  vertici  situati 
sopra  gli  asintoti. 

Le  due  parli  di  una  secante  compresa  tra  la  curva  e gli  asintoti  sono 
eguali  tra  loro'. 

30.  L'  ultima  di  quelle  proprietà  offre  un  mezzo  facile  di  descrivere  un' iper- 
bola di  cui  ai  conosce  uu  solo  punto. 

Sia  m il  punto  dato  (Tav.  X.LII  f>g.  5)  che  li  potrà  sempre  ottenere  col  pro- 
cesso del  n.°  7 ; avendo  coitrnito  gli  asintoti  (n.°  5),  si  condurrà  per  il  punto  m 
delle  rette  in  tutte  le  direzioni  possibili  e a partire  dai  punti  a,  b,  C,  d , ote 
queste  rette  incontrano  l’ asintoto  AC,  si  prenderanno  delle  parti  un,  bn' , 
Co",  ec. , eguali  alle  distanze  a'm , fin , J m , ec. , dal  punto  m a quelli  ove 
le  medesime  rette  incontrano  l'altro  asintoto  Ao*  ; i ponti  n,  nf , n" , ec.  ap- 
parterranno alla  curva.  Ciascuno  di  questi  punti  può  inseguito  servire  nella 
medesima  maniera  per  determinarne  altri. 

ai.  Vedremo,  alla  parola  Quadratura , altre  proprietà  osservabilissime  sopra 
gli  asintoti,  come  ancora  tutto  quello  che  comprende  la  superficie  dell’iperbola. 
Vi  sarà  ancora  questione  di  questa  curva  io  altri  articoli,  fedi  Tergeste  e Rit- 
tificaziobe.  fedi  ancora  PoLaaa  per  1'  equazione  polare  dell'  iperbola. 

Irta  sol*  degli  ordini  superiori.  Si  dà  questo  nome  a tutte  le  curve  che  sono 
rappresentate  dall'equazione  Aym+"e=.b(a-{-x)mxn.  Quest’equazione  generale 
contiene,  come  caso  particolare,  l'equazione  ky*  s=  B (aM-i-a*) , dell' iperbola 
conica  o apolloniana.  ( fedi  Questa  parola). 

Si  chiamano  ancora  iperbole , le  curve  la  cui  equazione,  riportata  ai  loro 
asintoti,  è della  forma  xmy”  e=zcm+’’ , la  quale  contiene  ancora,  coinè  caso  par- 
ticolare, l’equazione  agli  asintoti,  xy=zc*  y dell'  iperbola  conica. 

Logaritmi  Iprrbolici.  ( fedi  Logaritmo  ). 

Seri  Iprrbolici.  ( fedi  Sano) 

IPERBOLOIDE  ovvero  Coroide  Iperbolica.  (Geom.)  Solido  formato  dalla  rivolu- 
zione di  un  ramo  d1  iperbola  intorno  del  suo  primo  asse; 

Per  ottenere  il  volume  dell’  iperboloide  basta  sostituire  nella  formula  generale 


V =1  ^ n yxdx 

( fedi  Coratdra),  I’  ordinata  y mediante  il  suo  valore  preso  dall’ equazione 
della  curva  generatrice.  Ora,  contando  le  ordinate  dal  vertice,  quest’equazione 

essendo  yx  = — , ( Vedi  Iperbola  ) , avremo 


^j^tax+x^x. 
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Non  vi  è bisogno  di  aggiungere  costante  , perchè  facendo  x = o il  solido  si 
annulla. 

Così  indicando  con  h 1’  altezza  del  solido  orzerò  facendo  ars  è ai  ha,  per 
1'  espressione  del  volume  dell'  iperboloide. 


Nel  caso  dell’  iperbole!  equilatera  , ovvero  quando  ae=A,  quest’ espressione 
diventa 


.JL^Su+a), 


donde  si  vede  ebe  esiste  tempre  un  rapporto  commensurabile  tra  l’ iperboloide 
equilatera  e la  sfera  il  cui  raggio  è eguale  alla  sua  altezza  A.  Infatti,  il  volume 
della  sfera  ebe  ba  A per  raggio  è {Pedi  Spesa ) 


V_  3a-t-A^ 

V'  = 4*  ' 

Questo  rapporto  prova  che  se  A = a , cioè,  che  se  l’altezza  dell’ iperboloide 
equilatera  è eguale  alla  metà  dell’asse  traverso  dell’ ipcrbola  generatrice,  il 
volume  di  questo  solido  è equivalente  a quello  della  sfera  che  ha  quest’  aste  per 
diametro. 

Vedremo  alla  parola  QuansaTtraa,  come  si  determina  la  superficie  dei  solidi 
di  rivoluzione. 

IPOMOCLIO  ( Mecc.  ).  Viene  coti  talvolta  chiamato  il  punto  che  sostiene  la  leva, 
e sul  quale  essa  fa  il  suo  sforzo  sia  che  si  alzi  sia  che  si  abbassi.  Piti  comune- 
mente vien  detto  punto  d'  appoggio. 

IPOTENUSA  (Geom.)  ( da  usto  lotto  e da  rtQript  io  pongo).  Nome  col  quale  t’in- 
dica il  lato  di  un  triangolo  rettangolo  opposto  all’angolo  retto.  ( Vedi  Trian- 
golo. ) L’ ipotenusa  gode  di  una  proprietà  molto  osservabile  la  cui  scoperta  ai 
deve  a Pitagora  , ed  è che  il  quadrato  costruito  sopra  questo  lato  i equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  costruito  Sopra  i due  altri  lati.  Questa  proprietà  si 
chiama  il  Teorema  di  Pitagora. 

IPOTESI.  Proposizione  o parte  di  proposizione  che  si  pone  come  base , o come 
punto  di  partenza,  per  dedurne  delle  conseguenze  relative  ad  un  oggetto  in  que- 
stione. Per  esempio,  nella  proposizione:  Due  triangoli  che  hanno  respettiva- 
mente  i loro  tre  angoli  eguali  sono  simili  ; l’ ipotesi  da  cui  ci  partiamo  è 
quest’  eguaglianza  degli  angoli  che  in  seguito  serve  a riconoscere  la  seconda  parie 
della  proposizione , cioè , la  similitudine  in  questione  dei  due  triangoli. 

IPP  ARCO  di  Nicea  in  Bitinia,  il  pib  grande  astronomo  dell’  antichità,  viveva  nel 
secondo  secolo  avanti  1’  era  cristiana.  I suoi  immensi  lavori  segnano  nella  storia 
della  scienza  un’  epoca  affatto  nuova,  e che  già  abbiamo  sufficientemente  caratte- 
rizzala in  un  altro  articolo  di  questo  Dizionario  ( Vedi  Sccols  »’  Amiubduì  )• 
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Noi  aggiungeremo  soltanto  che  quando  ebbe  riconosciuto  i deboli  fondamenti 
delle  teorie  adottate  al  suo  tempo  , ed  ebbe  risoluto  di  rifare  in  intero  tutto  il 
lavoro  de1  suoi  predecessori,  portando  nelle  sue  osservazioui  una  precisione  fino 
allora  sconosciuta  , fu  costretto  a confrontarle  soltanto  con  quelle  dei  primi  astro- 
nomi  di  Alessandria,  rigettando  come  incerte  ed  ioesatte  quelle  auliche  osservazioni 
tanto  vantate  degli  Egiziani  e dei  Caldei.  Eppure  sopra  queste  cognizioni,  riflu- 
iate da  Ipparco  due  secoli  prima  di  Gesù  Cristo,  si  è voluto  ai  dì  nostri  appog- 
giare la  prova  di  una  pretesa  civiltà  che  porrebbe  l’infanzia  del  mondo  io  un  pas- 
sato sconosciuto! 

Ipparco  fu  il  primo  a fare  1'  osservazione  fondamentale  della  precessione  degli 
cquiuozj  : Pr‘roo  *>  accorse  egli  come  pareva  che  tutte  le  stelle  avessero  un  mo- 
vimento paralello  all' ecclittica : se  ne  fece  anzi  un'  idea  più  esatta  che  i suoi  suc- 
cessori, perché  non  alle  stelle  attribuiva  un  siffatto  movimento,  ma  all’equinozio 
da  cui  si  contano  tutte  le  longitudini.  Aveva  esposta  tale  dottrina  in  un'  opera 
« he  è perduta  e che  era  intitolata  : Della  retrogradazione  dei  punti  equino - 
ziali.  Onde  determinare  la  quantità  di  tale  movimento,  non  aveva  che  le  osser- 
vazioni di  Timocari  e di  Arislillo  cui  potesse  confrontare  con  quelle  fatte  da 
lui.  Ma  tali  osservazioni  erano  tuttavia  troppo  poco  precise,  e V intervallo  che  le 
separava  troppo  breve,  per  potere  sperare  una  certa  esattezza  ; perciò,  amante  della 
verità,  Ipparco  non  osò  determinare  la  quantità  precisa  della  precessione,  che 
oggi  si  sa  essere  di  5o  secondi  per  anno,  e si  limitò  ad  affermare  che  essa  non 
era  inferiore  a 36  secondi. 

Una  scoperta  tanto  importante  avrebbe  bastato  per  immortalarne  1*  autore  ; ma 
egli  ha  ben  altri  titoli  alla  nostra  ammirazione.  Ei  fu  il  vero  fondatore  del- 
l’astronomia matematica.  Prima  di  lui,  l’arte  di  osservare  era  nell’ infanzia  ; 
l’arte  del  calcolo  non  era  nata.  Euclide  , Archimede  ed  Apollonio  ignoravano  i 
principj  i più  elementari  della  trigonometria.  Ipparco  fece  un'  opera  io  dodici 
libri  in  cui  espose  la  maniera  di  costruire  la  tavola  delle  corde  senza  le  quali 
ogui  calcolo  trigonometrico  diviene  impossibile.  Noi  abbiamo  la  prova  che  Ip- 
parco  ba  eseguito  operazioni  lunghissime  e complicatissime,  che  suppongono  la 
trigonometria  rettilinea  tutta  intera.  Nel  suo  Comento  sopra  Arato  dà  la  solu- 
zione di  un  problema  di  astronomia  che  esige  una  trigonometria  sferica  assai 
compiuta,  e soggiunge  che  nc  ba  dimostrati  geometricamente  i principi  nella 
sua  opera  Del  levare  e del  tramontare  delle  stelle.  Tutte  le  sue  regole  ci  so- 
no stale  conservate  da  Tolomeo  che  rifa  questi  stessi  calcoli  secondo  i metodi 
d’ Ipparco. 

Egli  è altresì  V inventore  della  proiezione  che  i moderni  chiamano  stereo - 
grafica , cioè  dell’  arte  che  insegna  a rappresentare,  per  mezzo  di  circoli  e sopra 
un  piano,  tutti  i circoli  della  sfera , e di  cui  ci  serviamo  Buche  al  presente  per 
disegnare  i nostri  mappamondi  e le  nostre  grandi  carte  geografiche.  Questa  rap- 
preseot azione  della  sfera  gli  serviva  a determinare  l’ora  della  notte  mediante 
ì’  osservazione  di  qualche  bella  stella,  e a risolvere  in  generale  senza  calcolo  tutti 
i problemi  dell' astronomia  sferica.  Quantunque  egli  avesse  delle  regole  esatte  e 
geometriche  per  tutti  i calcoli  di  questo  genere  , le  operazioni  da  farsi  erano  di 
una  eccessiva  lunghezza,  e l’ invenzione  di  ogni  metodo  meccanico  che  le  ab- 
breviasse era  un  vero  progresso  della  scienza.  La  scoperta  moderna  dei  logaritmi 
ba  però  soddisfatto  a un  tempo  stesso  alla  esattezza  e alla  brevità  dei  calcoli. 

Ipparco  fu  pure  il  primo  a riconoscere  e a dare  i mezzi  di  determinare  l’ine- 
guaglianza dei  movimenti  del  sole,  o ciò  che  dicesi  l’eccentricità  apparente  def- 
P orbila  solare  e il  luogo  del  suo  apogeo.  S’  ei  fece  questa  eccentricità  un  poco 
troppo  grande  , non  ne  dobbiamo  accusare  che  la  poca  precisione  delle  osserva- 
zioni di  cui  fu  costretto  a fare  uso.  Egli  slesso  ha  osservalo  che  una  di  queste 
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osservazioni,  quella  ilei  solstizio  , può  essere  erronea  ili  un  quarto  ili  giorno  ; e 
tanto  baila  per  apiegtre  l'errore  ila  lui  commesso , che  non  fu  rettificalo  che  mille 
anni  dopo  dagli  Arabi.  Sono  pure  a lui  dovute  le  prime  tavola  del  iole  e della 
luna.  Per  mezzo  di  tre  acclini,  scelti  in  circostanze  favorevoli,  seppe  determinare 
l’ eccentricità  dell’  orbita  lunare  con  una  precisione  alla  quale  quasi  nulla  si  e 
aggiunto  in  seguito.  Ha  dato  le  regole  del  calcolo  degli  eeclissi  solari  e lunati. 
Ha  determinato  con  una  precisione  notabile  pel  suo  tempo  la  disianza  della  luna 
dalla  terra , o,  ciò  che  è lo  stesso , la  sua  parallasse.  Quella  del  sole  è troppo 
piccola  perchè  potesse  determinarsi  cngli  strumenti  che  allora  si  avevano;  ed  ei 
riconobbe  che  poteva  farai  piccola  quanto  ti  voleva,  o affatto  insensibile,  ftla,  per 
non  allontanarsi  da  aluune  idee  ricevute  al  suo  tempo,  si  contentò  di  farla  di- 
ciannove volte  più  piccola  della  parallasse  lunare  , perché  Aristarco  credeva  di 
aver  dimostrato  che  la  distanta  dal  fole  alla  terra  era  circa  diciannove  volte  più 
grande  di  quella  della  luna.  Quest’errore  sussisteva  aurora  al  tempo  di  Coper- 
nico, di  Tirarne,  ed  anco  di  Keplero.  Quest’  ultimo  è il  solo  che  manifesti  qual- 
che dubbio  su  tale  proposito,  e si  esprime  presso  a poco  negli  stessi  termini 
il’  Ipparco. 

Questo  padre  dell’astronomia  aveva  altresì  osservalo  che  l’ eccentricità  della 
luna,  indicala  dagli  eeclissi,  diveniva  iusuflìciente  specialmente  nelle  quadrature, 
quando  la  luna  è dicotoma  , cioè  mezza  oscura  e mezza  illuminata.  Egli  aveva 
intrapresa  una  lunga  serie  di  osservazioni  nelle  diverse  posizioni  della  luna  per 
cercare  di  scoprire  le  ineguaglianze  del  suo  cono;  ma  queste  ineguaglianze  erano 
troppo  numerose,  ed  ei  uon  potè  riconoscerne  la  legge.  Tolomeo  , più  ardito  o 
meno  scrupoloso,  stabilì  la  sua  teoria  sopra  Ire  osservazioni  d' Ipparco,  e deter- 
minò, con  felicità  rara,  la  principale  di  queste  ineguagliaoze,  o il  doppio  di  ciò 
rhe  dicesi  oggi  1’  evezione.  Ipparco  aveva  determinato  ancora  le  rivoluzioni  e i 
movimenti  medj  dei  pianeti  ; ma  non  trovando  nelle  osservazioui  de'  suoi  prede- 
cessori ciò  che  sarebbe  stato  necessario  per  stabilire  una  teoria  oompiuta  di  tutti 
i movimenti,  nè  per  costruirne  delle  tavole,  si  applicò  almeno  ad  osservarli  nelle 
circostanze  le  più  convenienti  per  facilitare  questa  ricerca  agii  astronomi  rhe  sa- 
rebbero venuti  dopo  di  lui,  e indicò  i mezzi  che  potevano  soli  condurre  alla  so- 
luzione del  problema-  Tolomeo  raccolse  anco  questo  retaggio,  seguì  la  via  addi- 
tatagli da  Ipparco,  e calcolò  le  prime  tavole  dei  cinque  pianeti  Soltanto  fa  ma- 
raviglia come  egli  non  impieghi  niuna  di  quella  numerose  osservazioni  che  egli 
stesso  racconta  che  Ipparco  aveva  fatte  e disposte  in  un  ordine  melodico.-  egli 
non  si  serve  che  delle  proprie  osservazioni , e non  ce  ne  trasmette  che  il  nume- 
ro strettamente  necessario  per  fondare  le  sne  teorie. 

Da  un  passo  di  Plinio  pare  che  possa  rilavarsi  che  Ipparco,  dopo  aver  costrui- 
to le  tavole  del  sole  e della  luna  e trovato  il  suo  metodo  degli  eeclissi,  scrivesse 
giure  delle  effemeridi  di  tali  movimenti  e di  tali  eeclissi  pcrseccnto  anni;  il  che 
non  sarebbe  improbabile,  dacché  sappiamo  da  Tenne  che  gli  astronomi  greci  del 
auo  tempo  facevano  degli  almanacchi  in  cui  indicavano  per  ciascun  giorno  le  po- 
sizioni del  sole,  delia  luna,  dei  pianeti,  gli  eeclissi,  ec.  Lo  stesso  l'Iinio,  che  non 
parla  dei  lavori  di  Ipparco  che  col  più  grande  entusiasmo,  ci  dice  che  questo 
grande  astronomo  scoperse  una  stella  la  quale  si  era  formata  al  suo  tempo,  e che 
sospettando  che  se  ne  potessero  sovente  formare  di  simili  si  accinse  a fare  una 
descrizione  generale  delle  stelle,  e che  a tale  oggetto  inventò  degli  strumenti  per  de- 
terminarne le  posizioni  e le  grandezze  c per  poter  sempre  riconoscere  se  le  stelle 
nascono  e muoiono  , se  crescano  e scemino.  Ma  Plinio  non  ci  fa  sapere  se  tale 
stella,  nata  al  tempo  d’ Ipparco,  rimanesse  nel  cielo  o si  estinguesse  poco  tempo 
dopo.  La  cosa  è possibile  e noi  ne  abbiamo  duu  esempi  celebri  nelle  stelle  di 
Cassiopea  e dii  Serpentario , le  quali  furono  descritte  da  Ticene  e da  Keplero. 
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ed  ebbero  un  esistenza  tanto  brillante  quanto  passeggera.  Tolomeo  non  ne  fa 
cenno  niuno  nemmeno  nel  capitolo  in  cui  ci  trasmette  gli  allineamenti  osservati 
sia  Ipparco  colla  mira  di  prosare  che  le  posizioni  delle  stelle  fra  loro  sono  in- 
variabili : era  quello  il  luogo  di  dirci  che  se  esse  occupavano  costantemente  i 
medesimi  sili  nel  cielo,  il  numero  non  n'era  assolutamente  determinato,  e che 
ne  apparivano  talvolta  delle  nuove,  le  quali  non  risplendevano  che  per  on  tempo 
assai  breve.  Noi  ignoriamo  onninamente  ove  Plinio  abbia  attinto  tale  parti- 
colarità; e,  supponendola  vera,  ne  dobbiamo  concludere  che  la  stella  d’  Ipparco 
è scomparsa  come  quelle  di  Ticone  e di  Keplero.  Infatti  ella  doveva  essere  bril- 
lantissima per  attrarre  l'attenzione  in  un  tempo  in  cui  non  v'era  nessuna  descri- 
zione del  cielo,  mentre  d’altronde  nel  catalogo  di  Tolomeo,  che  altro  non  è che 
quello  «P  Ipparco,  non  si  vede  nessuna  stella  brillante  che  non  fosse  conosciuta 
anticamente,  giacché  non  è data  per  nuova.  Parlando  di  alcuni  cambiamenti  fatti 
da  Ipparco  nelle  costellazioni  antiche,  Tolomeo  non  avrebbe  mancato  d' indi- 
carci la  stella  che  gli  fu  occasione  ad  introprendere  un’  opera  cosi  importante  e 
cosi  nuova.  Tale  lavoro  era  soprattutto  divenuto  necessario  dopo  la  scoperta  della 
retrogradazione  dei  punti  equinoziali.  Per  siffatto  moto  le  stelle  si  avvicinavano 
o si  allontanavano  dai  poli  del  moto  diurno , i fenomeni  del  levare  e del  tra- 
monto, delle  apparizioni  e delle  sparizioni  delle  stelle,  cangiavano  continuamente: 
un  globo  celeste  disegnato  per  un’  epoca  cessava  di  essere  esatto  io  meno  di  cento 
anni.  Non  vi  era  niuna  regola  diretta  o abbastanza  sicura  per  calcolare  tali  mu- 
tamenti ; ma  le  stelle  conservavano  sempre  la  medesima  posizione  relativamente 
all'  ecclitlica.  Ne  resultava  la  necessità  di  cangiar  di  sistema.  Invece  di  osservare 
le  ascensioni  rette  e le  declinazioni,  come  si  era  fatto  fino  allora,  e per  rispar- 
miarsi dei  calcoli  immensi,  Ipparco  osservò  direttamente  le  longitudini  e le  lati- 
tudini : era  di  fatto  questo  il  solo  mezzo  di  fare  un’  opera  durevole  e comoda. 
A nuove  osservazioni  si  richiedevano  istrumenli  nuovi,  ed  Ipparco  immaginò 
l'astrolabio  per  riferire  le  posizioni  delle  stelle  all' ecclitlica.  Si  hanno  ancora 
delle  osservazioni  fatte  da  Ipparco  con  questo  strnmenlo,  di  cui  non  si  trova 
menzione  prima  di  lui  e che  fu  poi  imitato  da’  suoi  successori. 

Delle  tante  opere  d’ Ipparco  non  ci  resta  che  il  suo  consento  sul  poema  di 
Arato,  else  è la  meno  importante  di  tutte:  è una  produzione  de’ suoi  primi  anni, 
o almeno  di  un  tempo  in  cui  non  aveva  ancora  cangiato  il  suo  modo  di  osser- 
vare, perchè  ignorava  il  movimento  dell'  equatore  e dei  punti  equinoziali.  Aralo 
era  già  stato  più  di  una  volta  comenlato , ma  da  scrittori  che  per  la  maggior 
parte  non  erano  ne  geometri  nè  astronomi.  Ipparco,  vedendo  che  le  sue  osserva- 
zioni non  si  accordavano  nè  coi  versi  del  poeta  nè  colle  note  degli  scoliasti,  cre- 
dè utile  di  rilevare  gli  errori  degli  uni  e delle  altre.  Ma  in  tale  critica,  checché 
abbiano  voluto  dirne  alcuni,  non  si  allontanò  mai  dalla  urbanità  e dalla  mode- 
razione. Egli  protesta  fin  da  principio  che  non  ha  la  debolezza  di  cercare  di 
convincere  gli  altri  di  errori  che  possano  aver  commesso,  ma  che  ha  in  mira  sol- 
tanto l' interesse  della  scieoza  c quello  della  verità.  Ci  fa  sapere  che  Arato  non 
aveva  fatto  che  porre  in  versi  due  opere  di  Eudosso  e che  perciò  non  può  esser 
fatto  responsabile  degli  errori  della  sua  guida.  Sovente  difende  Arato  ed  Eudosso 
contro  i loro  critici;  e quando  hanno  ragione  impiega  a dimostrare  la  loro  esat- 
tezza la  stessa  cura  che  pone  a provare  i loro  errori  quando  si  tono  ingannati. 

Dopo  aver  creato  la  vera  astronomia,  Ipparco  diede  la  prima  idea  di  un  si- 
stema esalto  e compiuto  di  geografia.  Dimostrò  che  non  potevano  determinarsi 
le  posizioni  respeltive  delle  città,  delle  provincie  , <lei  regni  e dei  loro  limili, 
che  dividendo  il  globo  della  terra  in  circoli  simili  e corrispondenti  a quelli 
della  sfera  celeste,  che  per  mezzo  delle  distanze  dal  polo  o dall' equatore . e per 
le  differenze  dei  mcridiaui.  Si  avevano  di  già  delle  idee  confuse  di  queste  divisioni. 
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Pitea  ti  era  servito  dello  gnomone  per  determinare  1’  alleata  del  polo  nei  diversi 
luoghi  che  aveva  rifilato;  ma  lo  gnomone  dava  tulle  le  latitudini  troppo  piccole 
di  un  quarto  di  grado:  per  averle  più  esatte,  bisognava  fare  uso  dei  circoli  cho 
aervono  in  astronomia  per  misurare  le  declinazioni  delle  stelle.  Si  era  per  verità 
osservato  che  gli  ceri  issi  della  luna  non  accadono  percisamente  alle  medesime  ore  a 
Babilonia,  in  Grecia  o in  Egitto;  ma  non  si  aveva  mezzo  nessuno  per  misurare 
tali  differenze.  La  trigonometria  d'Ipparco  somministrò  metodi  più  sicuri  per 
determinare  l’ora  nei  luoghi  diversi  ove  fosse  osservato  lo  stesso  ecclisse.  Le 
sue  tavole  della  luna  e del  sole  potevano  supplire  all'osservazione  che  non  si  fos- 
se potuta  fare  in  un  luogo  conosciuto.  Un  viaggiatore  che  avesse  riferito  un  ee- 
clissi  di  luna  ed  un’  altezza  meridiana  del  sole  con  un’  altezza  di  un  astro  nel- 
l'istante della  massima  oscurazione,  poteva  consegnare  questi  elementi  ad  un  astro- 
nomo che  ne  avrebbe  dedotta  la  vera  posizione  del  luogo  dell’osservazione;  ed 
è appunto  per  tal  via  che  la  geografia  doveva  acquistare  col  tempo  qualche  cer- 
tezza. Tali  mezzi  per  vero  dire  erano  assai  lungi  da  quella  precisione  che  han- 
no acquistato  dopo  l’invenzione  dei  canocchiali  e degli  orologi  , ma  erano  i più 
esatti  o piuttosto  i soli  che  allora  si  possedessero. 

Il  Contento  d'Ipparco  sopra  Aralo  comparve  in  greco  colla  traduzione  latina 
di  llderico  a Firenze  presso  i Giunti  nel  156^  in-fol.  ; e fu  ristampalo  da  lJeta- 
vio  nel  suo  Uranologion , nel  i(>3o  e i?o5.  1 titoli  delle  sue  opere  perdute  sono: 
Descrizione  del  cielo  stellato  ; Della  grandezza  e della  distanza  del  sole  e della 
luna  ; Delle  ascensioni  dei  dodici  segni  ; Del  movimento  della  luna  in  latitudine-. 
Del  mese  lunare  ; Della  lunghezza  dell'  anno-.  Della  retrogradazione  dei  punti 
equinoziali  e so/sti zia/i  ; Critica  della  geografia  di  Eratostene  ( Plinio jie  parla 
con  molla  stima  );  Rappresentazione  della  sfera  sopra  un  piano  (Si  può  du- 
bitare che  il  Planisfero  di  Tolomeo  non  ne  sia  che  una  copia  o una  nuova  edi- 
zione); Tavole  delle  corde  del  circolo  in  dodici  libri-.  Trattato  del  levare  e 
del  tramontare  delle  stelle.  In  quest'  ultima  opera,  Ipparco  aveva  dimostralo  i suoi 
principj  di  trigonometria  sferica  , scienza  altura  interamente  nuova  c scura  la 
qude  non  può  esservi  vera  astronomia. 

IPPOCRATE  di  Chio,  uno  dei  più  antichi  geometri  i di  cui  lavori  facciano  epo- 
ca nella  storia  della  scienza.  Nella  sua  gioventù  crasi  dedicato  al  commercio;  ma 
disgustato  di  tale  professione  per  alcune  traversie  incontratevi,  si  diede  allo  studio 
delle  matematiche.  I suoi  progressi  furono  rapidi,  e in  breve  tempo  fu  in  grado  di 
dare  pubbliche  lezioni.  Questo  geometra,  che  fiori  va  nel  quinlo  secolo  avanti  l'era 
cristiana,  si  è particolarmente  reso  celebre  per  la  scoperta  della  quadratura  delle 
lunule,  che  portano  tuttora  il  suo  nome  ( Pedi  I.u.vulk).  Tale  primo  passo  gli 
fece  sperare  di  trovare  la  quadratura  del  circolo  medesimo;  ed  ei  ne  dimostrava 
la  possibilità  con  argomenti  molto  speciosi.  Si  distinse  pure  Ira  i geometri  del- 
1' antichità  che  si  occuparono  nel  problema  della  duplicazione  del  cubo,  e fu  il 
primo  a dimostrare  che  la  soluzione  di  tale  famoso  problema  dipendeva  dall’  in- 
venzione di  due  medie  proporzionali  Ira  due  linee  date.  G.  Fil.  Heine,  accade- 
mico di  Berlino,  sostenne  sull'appoggio  di  un  passo  di  Proclo  che  la  scoperta 
della  quadratura  delle  lunule  doveva  essere  attribuita  ad  Enopidc  di  Chio,  se 
Enopide  (parola  che  significa  mercante  di  vino)  nou  era  uu  soprannome  di 
Ippocrate;  ma  Castilhon  confutò  una  tuie  opiniooe,  provando  che  Enopidc  era 
anteriore  ad  Ippocrate,  e che  vi  era  un'alterazione  nel  passo  in  cui  Proclo  at- 
tribuisce la  medesima  invenzione  ai  prelati  due  geometri.  Ippocrate  aveva  scritto 
uu  trattalo  elementare  di  geometria,  che  quello  di  Euclide  ha  fatto  però  cadere 
nell'  oblio.  Le  scoperte  di  questo  geometra  si  trovano  esaroiuale  cou  molta  esat- 
tezza da  Montucla  nella  sua  Storia  delle  matematiche,  Tom.  I,  pag.  i5a  e segg. 
Diz.  di  Slot.  Poi.  VI.  34 
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IPSICLE  il'  Alessandria  viveva  sotto  Tolomeo  Kiscone,  terso  l'anno  1 4*»  «tanti 
l’era  cristiana.  Egli  scrisse  i libri  i 4°  e i5° , cui  pose  in  seguilo  agli  Elementi 
«li  Euclide.  Le  opinioni  dei  dotti  non  tono  molli  unanimi  su  tale  punto,  ma 
nessuno  gli  contende  un  brete  trattalo  cui  denominò  Anaforico  o delle  Ascen- 
tioni.  Egli  t’  insegna  un  metodo  assai  inesatto  per  calcolare  in  quanto  tempo  si 
Ieri  ciascun  segno  o ciascuna  porzione  dell’  ecclitlica.  L’autore  era  presso  che 
contemporaneo  d’  Ipparco,  che  il  primo  diede  la  soluzione  esalta  di  questo  pro- 
blema. Egli  potè  ignorare  le  scoperte  d’  Ipparco,  e tale  circostanza  lo  scusa  ; ma 
ciò  che  non  si  sa  comprendere  è che  il  suo  Anaforico  sia  stalo  inserito  uella  rac- 
colta detta  II  Piccolo  Astronomo , in  una  raccolta  cioè  di  alcuni  brevi  trattati  che 
s' insegnavano  nella  scuola  di  Alessandria  , onde  preparare  i giovani  alla  lettura 
dell’  Astronomia  di  Tolomeo.  Era  per  lo  meno  inutile  il  mostrare  agli  allievi 
una  soluzione  viziosa  di  un  problema  sommamente  facile,  che  ai  doveva  poi  tro- 
vare sciolto  rigorosamente  nel  libro  di  Tolomeo. 

IRIDE  ( Ott .).  Vedi  Arcobaleno. 

IRRADIAZIONE  (Ott.).  Espansione  o allargamento  di  lare  che  circonda  gli  astri, 
e che  gli  fa  comparire  più  grandi  di  quello  che  sono.  L’  eifctlo  di  questa  irra- 
diazione è talvolta  tanto  grande,  che  Ticone  li  ralle  stimava  il  diametro  di  Ve- 
nere dodici  volle  più  grande  di  quel  che  sembra  uei  canocchiali , e Keplero  lo 
stimava  sette  volle  maggiore.  Dopo  l’invenzione  dei  canocchiali,  e soprattutto 
dopo  l'invenzione  del  micrometro  di  Huygens,  si  hanno  sulla  grandezza  appa- 
rente degli  astri  nozioni  assai  più  esatte.  I canocchiali  presentando  all’occhio  gli 
oggetti  meglio  limitati  diminuiscono  considerabilmcole  la  quautità  dell'irra- 
diazione. 

IRRAZIONALE.  (Atg.)  Si  chiamano  numeri  irrazionali , i numeri  generati  dal 

B 

secondo  ramo  dell’ algoritmo  delle  potenze  ^Ca=A  (Vedi  Algebra  n*  28), 
quando  questi  numeri  sono  incommeusurabili  coll' unità  (Vedi  IncoauBasUBa- 
aiLK.  ) Vedi  Radice. 

IRREGOLARE.  (Geom.)  I solidi  irregolari  sono  quelli  che  non  sono  terminati 
da  superficie  eguali  e simili.  ( Vedi  Solidi.)  Si  chiamano  ancora  Figure  irrego- 
lari quelle  i cui  angoli  e lati  non  sono  respetlivamente  eguali  tra  loro.  ( Vedi 
Poligono  ). 

IRRIDUCIBILE.  (Atg.)  Vedi  Caso  irriducibile. 

ISOCRONO  (Mecc.  e Geom.).  Epiteto  che  deriva  dalle  voci  greche  ito;  eguale  e 
Zpotte  tempo , e che  si  dà  a lutto  ciò  che  si  effettua  in  tempi  eguali.  Per  eiempio, 
le  vibrazioni  di  un  pendolo  sono  isocrone,  te  questo  peudolo  si  conserva  sempre 
delta  stessa  lunghezza  e se  descrive  sempre  archi  eguali,  perchè  allora  le  sue  vi- 
brazioni si  effettuano  tutte  in  tempi  eguali.  Se  le  vibrazioni  si  facessero  nella 
cicloide,  tali  vibrazioni  continuerebbero  ad  essere  eguali  ancorché  il  pendolo  de- 
scrivesse ora  degli  archi  piccoli  , ora  degli  archi  grandi.  Vedi  Peudolo  e Tau- 
tocrona. 

Si  dice  linea  isocrona  quella  per  la  quale  un  corpo  discende  senza  accelera- 
zione , in  modo  cioè  che  in  tempi  eguali  si  avvierai  sempre  di  una  eguale  di- 
stanza all’orizzonte;  mentre  quando  cade  in  linea  retta,  in  forza  del  proprio 
peso,  percorre,  per  esempio,  i5  piedi  nel  primo  secondo,  4 5 nel  secondo  ec.,  tal- 
ché in  tempi  eguali  non  percorre  porzioni  eguali  della  linea  verticale.  La  linea 
isocrona  si  dice  ancora  di  linea  di  equabile  accesso.  Vedi  Accesso. 

ISOMERIA  { Alg.  ) Termine  impiegato  un  tempo  per  indicare  l'operazione  con 
la  quale  si  libera  un’equazione  dalle  frazioni  che  si  trovano  nei  suoi  termini. 
(Vedi  Trasporbaziose  ). 
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ISOPERI METRO.  (Geom.)  Si  chiamano  figure  itoperimetre  quelle  i cui  contor- 
ni o perimetri  tono  eguali. 

Di  tutte  le  Tigore  iioperimetre  regolari  la  piti  grande  è qoella  che  ha  il  più 
gran  numero  di  lati  o di  angoli.  Ed  è questo  il  motivo  perchè  il  circolo,  che 
può  considerarsi  come  un  poligono  regolare  di  un  numero  infinito  di  Iati,  ha 
un’  area  maggiore  di  quella  di  tutte  le  altre  figure  che  hanno  uu  contorno  eguale 
al  suo.  Per  la  medesima  ragione  la  sfera  ha  un  volume  maggiore  di  quello  di 
tutti  gli  altri  solidi  che  hanno  una  superficie  eguale  alla  sua. 

Se  alcune  figure  isoperimelre  hanno  un  medesimo  numero  di  lati,  la  maggiore 
in  superfìcie  e quella  di  cui  tutti  gli  angoli  aooo  eguali.  Consideriamo  per  esem- 
pio un  rettangolo  il  cui  perìmetro  è a,  se  indichiamo  con  x la  sua  altezza, 


la  sua  base  sarà  ~a — x e la  sua  area  sarà  espressa  con  a— xjx,  (Vedi 

Alea).  Quest’acca  variando  di  grandezza  mediante  quella  di  x,  troveremo  il 


suo  maximum  eguagliando  a zero  la  differenziale  di 


V edi  Maxima  ). 


Ora 


donde 


ax—  x’J  ssa  — adx — ixdx , 


— a — ar  = o,  e tc  — a. 
a a 

Ma  il  rettangolo  la  cui  altezza  è eguale  al  quarto  del  suo  perimetro  è un 
quadrato , cosi  di  lutti  i rettangoli  isoperimetri  il  quadrato  è il  maggiore. 

La  teoria  delle  figure  isoperimelre,  trattata  in  primo  luogo  da  Giacomo  Ber- 
noulli,  fu  l'oggetto  di  una  grande  discussione,  tfa  esso  e il  sno  fratello  Gio- 
vanni , di  cui  si  troveranno  le  particolarità  agli  articoli  biografici  di  questi  il- 
lustri geometri.  Questa  teoria,  sviluppata  inseguito  dall' Eulero  in  molte  me- 
morie inserite  tra  quelle  dell’  Accademia  di  S f Pietroburgo  e soprattutto  nella 
sua  bell'  opera  intitolata  Melhodus  inveniendi  lineai  curvar  ec. , è stata  la  causa 
della  scoperta  del  Calcolo  delle  Variazioni.  Vedi  VaaiazioBE. 

ISOSCELE.  (Geom.)  Un  triangolo  prende  il  nome  di  isoscele,  quando  due  dei 
suoi  lati  sono  eguali. 

in  qualunque  triangolo  isoscele  ABD,  (Tati.  CLV1  ,fig.  i)  gli  angoli  B e D, 
opposti  ai  lati  eguali,  sono  eguali,  e la  perpendicolare  AC,  abbassata  dal  verti- 
ce A sulla  base  BD<  divide  questa  base  in  due  parti  eguali,  come  pure  l’angolo 
al  vertice  A. 
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Jacquier  fu  richiamato  a Roma  per  coprire  la  cattedra  di  matematiche  nel  Col- 
legio Romano.  Tale  dotto  religioso,  nou  meno  stimabile  per  le  sue  virtù  che  per 
le  sue  cognizioni,  mori  a Roma  il  3 Luglio  1788:  egli  era  membro  delle  Acca- 
demie di  Parigi,  di  Pietroburgo,  di  Berlino,  della  Società  Reale  di  Londra,  del- 
P Istituto  di  Bologna  e di  molle  altre  Società  d’  Italia.  Le  opere  sue  principali 
aono  : I J sancì  ISewtoni  philosophiae  nat  ural  is  Principia  mathematica , perpe- 
tui* coni  merita  riis  illustrata  communi  studio  pp.  Th.  Leseur  et  Fr.  Jacquier , 
*7^9“4°"4a*  4 Par,i  *n  *re  tomi  iu-4  ; il  libro  fu  stampato  a Ginevra  per  cura  del 
professore  G.  L.  Calandrili!,  che  P arriccili  di  alcune  note  contrassegnate  con  un 
asterisco,  e Tacerebbe  di  diverse  memorie.  L’  opera  de’pp.  Leseur  e Jacquier  pub- 
blicata venne  di  nuovo  a Praga  uel  1780  con  nuovi  comeiili  di  G.  Tessa n ec k ; li 
Parere  e Riflessioni  sopra  i danni  della  cupola  di  S.  Pietro  , Roma,  1743  , 
in-4;  III  Elementi  di  prospettiva  secondo  i principi  di  Taylor  , Roma  , 1755, 
in-8:  « Libro  stimato,  dice  Montucla,  e che  appaga  del  pari  il  dotto  geometra  o 
» il  geometra  mediocre  w;  IV  De  velerò  quodam  solari  horologio  nuper  inven- 
to Epistola  , nell’  Antiquorum  monumentorum  Syllogc  di  G.  E.  Martini  , Li- 
psia, 1783,  in-8,  pag.  q3-iio,  con  fig.  ; V Èlèmens  de  calcul  integrai , Parma, 
17G8  , a voi.  in-4»  Opera  stimata  c la  più  compiuta  che  fosse  ancora  venuta  in 
luce  su  tale  materia.  VI  Trattato  intorno  alla  sferay  ivi,  1755,  fatto  per  servire 
d introduzione  ad  una  traduzione  italiana  della  geografia  di  Buffier,  cui  arricchì 
pure  di  una  Geografia  sacra.  11  p.  Jacquier  ha  lascialo  ancora  un  gran  numero 
di  memorie,  dissertazioni,  opuscoli  sopra  diversi  argomenti. 

JANTET  (Ahtohio  Francesco  Saverio),  matematico  francese,  nato  nel  1747  a Bief- 
du-Fourg,  nelle  montagne  del  Jura,  si  rese  ollremodo  distinto  nell' arringo  del- 
]’  insegnamento,  il  che  è attestato  pure  dal  numero  prodigioso  di  eccellenti  allievi 
usciti  dalla  sua  scuola.  La  sola  opera  che  abbia  stampato  è un  Traité  elemcntaire 
de  mdcanique , Dole  , 1785  , in-8,  il  merito  della  quale  fu  rincrescere  che  noti, 
ne  abbia  pubblicale  altre.  Ei  morì  a Tesali  zone  nel  i8o5. 

JK  All  RAT  (E  uno  Sebastiano),  astronomo,  nato  a Parigi  nel  1724.  Applicatosi  di 
buon'ora  allo  studio  del  disegno  e delle  matematiche,  venne  nel  1749  impiegato 
come  ingegnere  geografo  nella  formazione  della  gran  carta  della  Francia,  detta  di 
Cassini,  dal  nome  dell'astronomo  che  presedè  a tale  grande  operazione  e che  piiz 
di  tutti  vi  lavorò.  Nel  1750,  Jeaurat  pubblicò  un' opera  di  prospettiva  intitolata; 
Perspective  ù f usage  des  artistes , Parigi,  in-4,  che  fu  per  lungo  tempo  uti- 
lissima, c nel  1753  ottenne  l’impiego  di  professore  di  matematiche  nella  scuola 
militare.  Colà  avendo  ovulo  occasione  di  conoscere  il  celebre  Lalande  , strinse 
con  esso  amicizia,  e d' allora  in  poi  attese  unicamente  allo  studio  dell’astronomia. 
Nel  17G3  fu  eletto  insieme  con  Bailly  a succedere  all’ ubate  La  Caille  nell'Accademia 
delle  Scienze,  e nel  1775  fu  sostituito  a Lalande  per  calcolare  T almanacco  della 
Connaissance  des  tempi.  Ne  pubbliiò  successivamente  dodici  volumi  nei  quali  ha 
inserito  un  gran  numero  d*  interessanti  memorie,  di  calcoli  e di  tavole  utilissimo 
pei  navigatori.  È sua  T idea  del  canocchiale  diplantidiano  , lavoralo  dall’  ottico 
Navarre,  il  quale  avendo  la  proprietà  di  dare  due  imroagiui,  l'una  diretta  e l’al- 
tra rovesciata,  permette  di  osservare  direttamente  l’istante  in  cui  il  centro  di  un 
pianeta  passa  sotto  un  filo  orario.  All’epoca  della  fondazione  dell’ Istituto,  Jeau- 
rat ne  fu  nominato  membro;  dalla  scuola  militare  era  passalo  all’Osservatorio 
Reale,  ove  osservava  ancora  quando  mori  il  7 Marzo  i8o3.  La  maggior  parte  del- 
le sue  memorie  si  legge  nella  raccolta  dell’  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi. 

JUAN-Y-SANTACIL1A  (Don  Giorgio),  chiamato  comunemente  Don  Jorge  Juan% 
dotto  matematico  spaguuolo,  nato  nel  1712  ad  Orihuela,  nel  regno  di  Valenza.  Do- 
po aver  fatto  eccellenti  siaci j nelle  scienze  esatte,  entrò  nella  marineria,  e si  tro- 
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Tnva  nel  i;35  al  Perù,  dove  i suoi  talenti  riuscirono  utilissimi  a Bonguer,  la  Con- 
damiue  e agli  altri  dotti  francesi  che  erano  occupati  a misurare  il  grado  del  me- 
ridiano sull'  equatore.  Tra  le  altre  cose  si  riusci  per  le  sue  cure  a misurarsi 
1'  allena  delle  montagne  per  meno  del  barometro.  Al  suo  ritorno  in  Spagna  fu 
elcsalo  successi  vameute  a diversi  inspieghi , e finalmente  gli  venne  affidata  la  di- 
rezione dei  cantieri  di  costruzione.  A tale  ufficio  ei  dedicò  i suoi  talenti  c le 
sue  estese  cognizioni , c fu  unicamente  per  le  sue  cure  se  la  marina  spagnuola, 
decaduta  allatto  sotto  Ferdinando  VI,  riacquistò  il  suo  splendore  sotto  Carlo  III. 
Colmo  di  onori,  rispettato  dai  dotti  ed  amato  dal  popolo  , D.  Jorge  Juan  mori 
a CaJice  il  ai  Giugno  1774.  Delle  molte  opere  da  lui  pubblicate  quella  che  gli 
fa  più  onore  delle  altre  è intitolala:  Esame  marittimo  teorico-pratico , MaJrid, 
1761,  a voi.  ì ts-4 • Don  Gabriele  Ciscar  ne  pubblicò  a Madrid,  nel  1793,  il  primo 
Tolurae  di  una  nuova  edizione  mollo  aumentala , la  quale  doveva  contenere  quat- 
tro volumi.  Tale  opera,  che  è un  tratatto  compiuto  della  costruzione  dei  vascelli, 
venne  tradotta  immediatamente  in  inglese.  Leveque,  professore  d’idrografia,  la 
tradusse  in  francese  sulla  prima  edizione,  per  ordine  del  ministro  della  marina,  e 
la  pubblicò  con  note  ed  aggiunte  a Nantes,  1785,  a voi.  in-4,  sotto  il  seguente  ti- 
tolo : Examen  maritime , ou  Traiti  de  micanique  applicale  à la  construction 
et  manoenore  des  vaisseaux.  ss  Si  troveranno  nell'opera  di  questo  dotto,  cosi 
» esprimevasi  il  suo  traduttore,  tutti  i soccorsi  che  desiderare  si  possono  per  la 
» cognizione  perfetta  delle  molle  cose  che  occorrono  nella  costruzione  e per  le 
ss  mosse  dei  vascelli.? Nessuna  delle  teorie  insegnate  finora  somministrò  resultati 
ss  tanto  conformi  all' esperienza. ss  D.  Jorge  Juan  era  membro  della  Società  Reale 
di  Londra  , dell’  Accademia  delle  Scienze  di  Berlino  e corrispondente  di  quella 
di  Parigi. 
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KAESTNER  ( Asiuno  Gorrasi»),  dotto  matematico,  professore  nell’  nnirersitk  di 
Gollinga  , nacque  a Lipsia  nel  1719.  Quantunque  destinalo  in  principia  alla  giu- 
risprudenza, il  suo  gusto  per  le  matematiche  lo  indusse  a studiare  più  partico- 
larmente queste  scienze,  nelle  quali  fece  rapidi  e notabili  progressi.  Dotalo  dalla 
natura  di  una  faciliti  straordinaria  ad  ogni  maniera  di  disciplina,  si  applicò  pure 
con  frutto  alla  letteratura,  alla  poesia  e allo  studio  delle  lingue  antiche.  Coltirò 
altresì  con  passione  l’ astronomia  , e fino  dal  1744  osservò  sul  disco  del  sole 
quella  specie  di  macchie  bianche  e luminose,  che  Schroeter  di  Lilientha!  vi  ha 
poscia  osservalo  coi  telescopi  i più  perfezionati.  Dopo  avere  per  varj  anni  inse- 
gnalo le  matematiche  a Lipsia,  fu  nel  1756  chiamalo  a Gottinga  a coprirvi  la 
cattedra  di  questa  medesima  scienza,  e in  tale  ufizio  acquistassi  egli  la  princi- 
pale sua  riputazione.  La  chiarezza  con  cui  insegnava  attirava  alle  sue  lezioni  al- 
lievi dalle  più  lontane  parti  del  selteutrione;  ed  i numerosi  libri  elementari  cui 
pubblicò  su  tale  scienza  contribuirono  mollo  a rendere  pressoché  popolare  in 
Germania  lo  studio  delle  matematiche.  Il  suo  nome  non  è celebre  per  nessuna 
teoria  nuova,  per  nessuna  scoperta  di  prim’  ordine;  ma  i punti  sui  quali  il  suo 
metodo  d’istruzione  ha  prodotto  una  specie  di  rivoluzione  in  Germania  sono  so- 
prattutto la  teoria  del  binomio,  quella  delle  equazioni  di  nn  grado  superiore,  e 
quella  dell’equilibrio  delle  forze  nelle  leve.  Del  resto  non  dobbiamo  occultare  che 
le  sue  opere  elementari,  dopo  aver  fatto  in  certo  modo  dimenticare  quelle  di  Wolf 
sono  stale  alla  loro  volta  oscurate  da  quelle  di  Karsten.  Tale  dotto  infaticabile 
ne’ suoi  lavori,  dopo  essere  stato  per  quaraul’ anni  uno  dei  principali  ornamenti 
della  prima  università  della  Germania,  inori  più  che  ottuagenario  il  20  Giugno 
1800.  L'  elenco  delle  sue  opere,  memorie,  dissertazioni , traduzioni,  ec.  occupa 
non  meno  di  dodici  pagine  nel  Dizionario  bibliografico  di  Mense!.  Noi  ci  con- 
tenteremo di  accennare  ie  principali.  I Prima  tjuae  post  inventarti  typographiam 
prodiit  Euclidis  editto , Lipsia,  1750,  in-4  ; II  Elementi  di  aritmetica , di  geo- 
metria, di  trigonometria  e di  prospettiva  (in  tedesco),  Gottinga,  1758,  in-8; 
ivi,  0"  ediz.  1800,  in-H;  III  Storia  delle  matematiche  (in  tedesco),  dalla  rinno- 
vazione delle  scienze  fino  alla  fine  del  secolo  XVIII,  Gottinga,  179G-1800,  4,  voi. 
in-8,  che  fa  parie  della  storia  generale  delle  scienze  composta  dai  professori  di 
Gottinga.  Tale  dotta  opera  noti  é terminata  ; ed  il  quarto  volume  arriva  soltanto 
alla  meli  del  secolo  XVII.  Non  è propriamente,  nè  un  libro  di  ranlemat ielle 
come  l'opera  grande  di  Monlucla,  nè  una  storia  tampoco  come  quella  deH’abate 
Rossut,  ma  una  storia  letteraria  e bibliografica  delle  scienze  matematiche,  in  cui 
si  trova  non,  come  in  Murhard  , il  catalogo  di  tulle  le  edizioni,  ma  una  descri- 
zione ragionata  dei  libri  più  rari.  Questo  dolio  ha  somministralo  ancora  alla 
raccolta  delle  Memorie  dell’ Accademia  di  Gottinga  dal  ij5G  al  17GG  non  menu 
ili  qnarantasette  memorie  sopra  ogni  sorta  di  argomenti.  Si  consulti  l'elogio 
che  ne  ha  scrillo  Heyne,  e che  si  legge  nel  tomo  XV  della  citala  raccolta. 

KElLL  (Giovassi),  dolio  matematico,  che  l’accusa  audace,  che  egli  sosteuuc  con- 
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tro  l'illustre  Leibnitz,  ha  reso  celebre,  nacque  a Edimburgo  nel  1671.  Pubblicò 
fino  dall' anno  1G98  un  Etame  della  Teoria  della  terra  di  Burnet  , opera  nella 
quale  confutò  pienamente  e corresse  gli  errori  di  quello  scrittore,  ammirandone 
tuttavia  la  roaravigliosa  ricchezza  d'  immaginazione.  Gli  venne  opposto  peraltro 
che  avesse  trattalo  con  soverchia  asprezza  un  uomo  che  meritava  tutto  il  rispetto 
per  l'età  sua  e per  le  sue  virtù.  Keill  aggiunto  aveva  al  suo  esame  delle  osser- 
vazioni sulla  Teoria  della  terra  di  Whislon.  Jlurnet  e Whiston  risposero  ciascuno 
dal  cauto  loro,  e Keill  replicò  dal  suo.  Questa  produzione,  che  ebbe  mollo  suc- 
cesso, procurò  a Keill  il  diffìcile  onore  del  professorato  all'università  di  Oxford, 
dove  occupò  con  gran  lustro,  come  supplente  , la  cattedra  di  filosofìa  naturale 
nel  1700.  Nel  corso  dello  stesso  anno  diede  alla  luce  la  sua  opera  principale. 
Introducilo  ad  veruni  phy sicarn  , divisa  in  quattordici  lezioni , ristampata  poi 
nel  1705,  ed  aumentata  di  due  nuove  lezioni.  Pochi  anni  dopo,  la  Società  Reale 
di  Loudra  lo  chiamò  nel  suo  seuo.  Nel  1709  Keill  accompagnò  in  qualità  di  te- 
soriere i Palatini  che  passarono  alla  Nuovj  Inghilterra.  Ritornalo  nel  >710,  ot- 
tenne la  cattedra  di  astronomia  ad  Oxford. 

Keill  aveva  dato  principio  in  maniera  luminosa  alla  sua  reputazione,  insegnan- 
do il  primo  ad  Oxford  in  lezioni  particolari  gli  Elementi  di  Newton  ; e la  portò 
al  grado  il  più  elevato  assumendo  in  alcuni  scritti  la  difesa  del  metodo  delle 
flussioni  *,  ed  entrando  in  lotta  coll'ingegno  il  più  polente  del  suo  tempo  {Pedi 
Leibxitz)  Inserito  egli  aveva  nel  1708,  nelle  Transazioni  filosofiche^  uno  scritto 
intorno  alle  leggi  dell' attrazione  ed  ai  suoi  principi  fisici,  ed  in  seguito  un  ul- 
tro  scritto  in  risposta  ad  un  passo  degli  Acta  eruditorum  di  Lipsia,  in  cui  si 
supponeva  che  venisse  contesa  a Newton  l’ invenzione  del  metodo  i\e\\e  flussioni. 
Tali  due  scritti  irritarono  giustamente  Leibnitz,  il  quale  volle  obbligarlo  a dar- 
gli soddisfazione  per  averlo  taccialo  di  volersi  attribuire  la  scoperta  di  detto  me- 
todo. Keill  pretese  di  discolparsi;  la  Società  Reale  approvò  la  sua  giustificazione, 
di  cui  maudata  veune  una  copia  a Leibnitz:  questi  si  mostrò  più  irritato  ancora, 
accusò  il  suo  avversario  di  mala  lede,  aggiungendo  che  non  si  addiceva  ad  un 
uomo  dell'età  sua  e della  sua  esperienza  di  venire  a discussione  con  un  uomo 
nuovo.  Egli  persuadeva  la  Società  Reale  ad  imporgli  silenzio;  ma  una  giunta  eletta 
per  giudicare  tale  contesa  sentenziò  che,  esseudo  Newton  veramente  1 autore 
delle  fi ustioni , Keill  non  aveva  potuto  offendere  Leihnitz,  aflermando  tal  veri- 
tà; ma  Leibnitz  si  teneva  accusato  che  rubato  avesse  a Newton  il  calcolo  delle 
fiussioni , pubblicandolo  col  uorue  di  calcolo  delle  differenze . 

Keill  fu  eletto  dalla  regina  Anna  decifratore,  ufficio  al  quale  era  singolarmente 
adatto.  Giudicare  si  può  della  sua  sagacità  dal  racconto  che  si  fa  come  egli  una 
volta  decifrasse  una  carta  scritta  iu  isvedese,  quantunque  non  conoscesse  una 
parola  di  tal  lingua.  Oltre  la  sua  Introductio  ad  ver  am  phy  sic  am , Keill  pub- 
blicò nel  1718  Y Introductio  ad  veram  astronomiam  , che  quindi  tradusse  in 
inglese,  facendola  stampare  con  molte  aggiunte  e correzioni  nel  1721  col  titolo 
d' Introduzione  alla  vera  astronomia , o lezioni  astronomiche  lette  nelle  scuole 
di  Oxford • Tale  opera  è stata  ristampala  più  volle  e venne  tradotta  in  francese 
da  Lemonnier  figlio.  L'autore  mori  nel  1721  , in  età  di  appeua  cinquaul  anni. 
Di  lui  si  ha  pure  un'edizione  dell' Euclide  di  Commaudino  con  addizioni  e note, 
Oxford,  1715,  e 1111  gran  numero  di  memorie  inserite  nelle  Transazioni  filoso- 
fiche , fra  le  quali  meritano  attenzione  le  seguenti:  l.°  Ricerche  sulle  leggi 
dell  attrazione  e dei  suoi  principi  fisici , a°  Risposta  ad  un  passo  degli  Acta 
Eruditorum  di  Lipsia  , 3°  Ricerche  sulla  rarità  della  materia  e sulla  tenuità 
della  sua  composizione.  Quest1  ultima  fu  scritta  in  risposta  ad  alcune  obiezioni 
contro  la  filosofia  di  Newton,  in  favore  di  quella  del  pieno  di  Cartesio.  La  più 
celebre  delle  sue  opere  è l’ Introductio  ad  veram  phyiicam.  Allorché  la  filosofia 
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newtoniana  cominciò  ad  introdursi  in  Francia,  tale  opera  e)d>e  multa  voga,  e fu 
considerata  come  la  migliore  introduzione  al.  libro  dei  Principj  : una  nuova 
edizione  in  inglese,  intitolata:  Introduzione  alla  nuova  filosofia,  stani  pala  ven- 
ne a Londra  nel  1729,  ad  istanza  di  Maupcrluis,  che  era  allora  in  Inghilterra. 

KEPFLEKO  (Giovarmi).  Questo  illustre  astronomo,  le  cui  immortali  scoperte  han- 
no stabilito  sopra  salde  basi  il  vero  sistema  del  mondo,  nacque  a Wcil  nel  du- 
cato di  Wittemberg  il  27  Dicembre  1571.  Quelli  tra  i suoi  lavori  che  maggior- 
mente ecciteranno  l' ammirazione  della  posterità  furono  pubblicati  nei  primi 
anni  del  secolo  XVII  , ed  aprono  per  cosi  dire  il  cammino  maestoso  del  pro- 
gresso che  distingue  queir  epoca  memorabile  della  storia  della  scienza.  Noi  non 
potremo  però  considerarli  che  nel  loro  insieme  , rilasciando  ad  altri  il  seguire 

10  tutti  i suoi  sviluppi  il  pensiero  che  gli  produsse  e di  esporre  iu  tulle  le  sue 
più  minute  particolarità  la  vita  gloriosa  di  Giovanni  Kepplero,  piena  non  meno 
di  crudeli  vicissitudini  che  di  religiosa  ras.egoazione. 

Disgrazie  di  famiglia  avevano  lascialo  Kepplero  senta  appoggio  nessuno  fino 
dalla  sua  piu  tenera  giovinezza;  ma  l’  interesse,  che  le  felici  disposizioni  di  cui 
era  dotato  inspirarono  ad  alcune  persone  benefiche , lo  fere  ammettere  nel  nu- 
mero degli  alunni  del  convento  di  Maulbrunn,  ove  incominciò  i suoi  studj , che 
andò  poscia  a terminare  all'università  di  Tubinga.  Il  celebre  Moestlin,  uno  dei 
più  dotti  professori  di  quello  stabilimento,  seppe  riconoscere  l'ingegno  del  gio- 
vine Kepplero,  e lo  dissuase  dal  dedicarsi  allo  studio  della  teologia,  scienza 
che  conduceva  allora  alla  gloria  e alla  fortuna,  e che  egli  aveva  incominciato  a 
coltivare  con  tutto  1'  ardore  di  uno  spirito  inclinato  alla  solitudine  e alla  malin- 
conia. Nel  1594  successe  a Stadi  nella  cattedra  di  matematiche  a Gralz,  e d’  al- 
lora in  poi  si  dedicò  alla  scienza  di  cui  le  sue  scoperte  hanno  immensamente  am- 
pliato il  campo.  Non  staremo  a seguitare  Kepplero  in  tutte  le  agitazioni  che 
hanno  amareggialo  la  sua  esistenza:  esiliato  in  Ungheria,  richiamalo  in  Sliria, 
di  cui  dovè  successivamente  abbandonare  la  capitale  a motivo  delle  turbolenze, 
si  refugiò  a Praga  ove  trovò  Ticone  Brahé  che  gli  fece  conferire  il  titolo  di 
matematico  imperiale.  Ma  la  meschina  pensione  annessa  a questa  denominazione 
fastosa  non  gli  fu  nemmeno  pagala  con  esattezza  , ed  i bisogni  i più  urgenti 
venuero  ad  assalire  Kepplero,  già  sopraccaricato  di  numerosa  famiglia.  Il  celebre 
osservatore  che  V aveva  accolto  gli  ricusò  duramente , por  quanto  vien  narrato , 
i soccorsi  eh’ ei  uè  attendeva;  ciò  non  ostante  lo  preseutò  all' imperatore  Rodolfo, 
che  glielo  associò  per  aiutarlo  ne'  suoi  calcoli,  con  assegnamenti  che  uon  gli  fu- 
rono sempre  pagati  con  maggiore  esattezza  di  quelli  di  matematico  imperiale.  La 
morte  di  Ticone  sopraggiunse  ad  aumentare  i terribili  imbarazzi  in  preda  ai 
quali  trovavasi  Kepplero,  e non  fu  che  nel  iGi3  che  potè  ritirare  un»  porzione 
de'  suoi  appuntamenti  arretrati.  In  tale  epoca  gli  fu  data  la  cattedra  di  mate- 
matiche a Lintz  , e passò  quindi , col  permesso  dell'  imperatore  , al  servizio  di 
Alberto,  duca  di  Frislandia:  ei  si  ritirò  in  seguito  a Sagau,  ove  occupò  pure  una 
catiedra  di  matematiche. 

In  mezzo  a tale  lotta  penosa  contro  la  miseria,  l' illustre  Kepplero  potè  nono- 
stante condurre  a termine  la  sua  opera  di  sommo  geometra.  Egli  aveva  adottato 

11  sistema  di  Copernico,  ed  è nolo  come  nel  suo  entusiasmo  per  esso  doman- 
dasse costantemente  a Dio  la  grazia  di  fare  una  scuoterla  che  poie»se  esser  la 
la  conferma  del  moto  della  terra  ; la  sua  preghiera  era  accompagnata  dal  volo  di 
pubblicare  immediatamente  1'  opera  in  cui  potesse  esporre  questa  nuova  prova 
della  sapienza  del  Creatore.  Questo  volo  venne  finalmente  esaudito,  e la  gioja 
di  Kepplero  fu  indescrivibile  quando  ebbe  realizzalo  la  speranza  dell’  intera  sui 
vita  ed  ebbe  assegnato  le  leggi  matematiche  di  tulli  i movimenti  celesti.  Egli 
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aveva  già  annunzialo  questo  gran  pensiero  oc!  primo  tuo  scritto  pubblicato  nel  i5$7 
•otto  il  titolo  di  Prodromo  o Mistero  cosmografico.  Invano  allora  Ticone,  a cui 
inviato  aveva  la  sua  opera,  lo  consigliò  ad  abbandonare  le  vane  sue  speculazioni 
per  applicarsi  piò  indefessamente  al  calcolo  delle  osservazioni.  Certamente  le  idee  di 
relazione,  di  armonia,  di  proporzionalità  dalle  quali  mostravasi  dominato  Kepplero 
avevano  uu'  apparenta  di  vago,  d'incerto,  di  misterioso,  e mollo  si  assomiglia* 
vano  a quanto  avevano  pensato  i pitagorici  sulle  proprietà  dei  numeri.  In  questo 
aspetto  il  consiglio  di  Ticone  non  aveva  nulla  di  irragionevole;  eppure  quale 
duuno  per  la  scienza  se  fosse  stato  seguito!  Kepplero  persistè  nello  scopo  ammi- 
rabile che  la  sua  mente  si  era  prefìsso,  e la  sua  perseveranza  fu  coronata  dal  più 
mmav  iglinso  successo.  Dopo  venlidue  anni  di  slud),  di  osservazioui  e di  calcoli, 
potè  annunziare  in  una  nuova  edizione  del  suo  Prodromo  il  teorema  importante 
die  i quadrati  delle  rivoluzioni  dei  pianeti  stanno  tra  loro  come  i cuòi  delle 
r et  pettine  distanze  dal  sole . Ecco  come  egli  stesso  rende  conto  della  sua  grande 
scoperta.  nDa  otto  mesi  ho  veduto  il  primo  raggio  di  luce;  da  tre  mesi  ho  ve* 
ss  duto  il  giorno;  finalmente  da  pochi  giorni  ho  veduto  il  sole  colla  più  ammira- 
si bile  contemplazione.  Mi  abbandono  al  mio  entusiasmo;  voglio  bravare  i mor- 
si tali  coll' ingenua  confessione  che  ho  involalo  i vasi  d'oro  degli  Egiziani,  per 
ss  formarne  al  mio  Dio  un  tabernacolo  lungi  dai  confini  dell1  Egitto.  Se  mi  per- 
*s  donate»  me  ne  godrà  Panimo;  se  me  nq  fate  uo  rimprovero,  lo  sopporterò; 
ss  la  sorte  è gettata;  io  pubblico  il  mio  libro:  eh1  esso  sia  letto  dall'età  presente 
ss  o dalla  posterità,  poco  ro1  imporla;  potrà  attendere  chi  lo  legga.  Iddio  non  ha 
ss  atteso  forse  (iooo  anni  un  contemplatore  delle  sue  opere  ? w Egli  aveva  ragione; 
attese  lungamente  uo  degno  lettore.  Le  sue  scoperte  furono  capite  cd  apprez- 
zate soltanto  dopo  che  Newton  , dimostrandole,  no  fece  vedere  la  verità,  P im- 
portanza e l1  intimo  legume.  «Terminiamo,  ci  soggiunge,  tcrmiuiamo  la  scoperta 
n fatta  venlidue  anni  sono: 

, Séra  qui dem  respexit  ine r lem* 

Respexit  tamen , et  longo  post  tempore  venit. 

ss  Se  volete  conoscerne  l1  istante,  è il  di  8 di  Marzo  1618.  Concepita  , roa  malo 
rt  calcolata;  rigettala  come  falsa,  ritornala  il  1 5 Maggio  con  uua  nuova  vivacità, 
t»  ha  essa  dissipate  le  tenebre  del  mio  intelletto:  ella  è tanto  pienamente  confer- 
ii mala  dalle  osservatioui  che  io  credei  di  sognare  o di  fare  una  petizione  di 
’«  principio,  n 

Cosi  si  esprimeva  Kepplero  nell’  Armonia  del  mondo,  opera  molto  somigliante 
al  suo  Prodromo , e nella  quale  cerca  di  applicare  all1  astronomia  le  sue  idee  pi- 
tagoriche sui  numeri  e sugl1  intervalli  musicali.  Espose  e sviluppò  in  seguito  in 
altri  scritti  questa  scoperta  che  eccitava  in  lui  quell' entusiasmo  artistico,  troppo 
conforme  alta  sua  indole;  ma  non  fu  che  nella  sua  Astronomia  nuova  ch'egli 
stabili  le  famose  leggi  del  moto  dei  pianeti,  di  cui  la  teoria  e l'osservazione  di- 
mostrano sì  evidentemente  la  verità.  Passeremo  a vedere  coll1  illustre  e dotto  La- 
place, sì  degno  di  spiegare  l'opera  di  Kepplero,  come  questi  giungesse  a tale 
importante  resultato,  sul  quale  più  specialmente  dobbiamo  fermarci. 

Fu  una  opposizione  di.  Marte  che  determinò  Kepplero  ad  occuparsi  a prefe- 
renza dei  movimenti  di  questo  piaueta.  La  sua  scelta  fu  felice,  in  quanto  che 
T orbila  di  Marte  essendo  una  delle  più  eccentriche  del  sistema  planetario,  ed 
il  pianeta  approssimandosi  mollo  alla  terra  nelle  sue  opposizioni , le  ineguaglianze 
del  suo  molo  sono  più  grandi  di  quelle  degli  altri  pianeti,  e debbono  per  con- 
seguenza farne  scoprire  più  facilmente  le  Jeggi.  Quantunque  la  teoria  del  moto 
della  terra  avesse  fallo  scomparire  la  maggior  parte  dei  circoli,  coi  quali  To- 
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lomeo  Aveva  imbarazzato  1*  astronomia,  pure  Copernico  ne  aveva  lasciati  sussi* 
•ter®  alcuni  per  ispiegare  le  ineguaglianze  reali  dei  corpi  celesti.  Kepplero,  in- 
gannato come  lui  dall'  opinione  che  i lojro  movimenti  dovessero  essere  circolari 
ed  uniformi,  tentò  per  lungo  tempo  di 'rappresentare  quelli  di  Marte  in  questa 
ipotesi.  Finalmente  dopo  un  gran  numero  di  tentativi  che  egli  ha  minutamente 
riportali  nella  sua  opera:  De  nella  Alarti* , superò  T ostacolo  che  gli  opponeva 
un  errore  accreditato  dal  suffragio  di  tutti  i secoli:  riconobbe  che  l'orbila  di 
Marte  è un'  ellisse  di  cui  il  sole  occupa  uno  dei  fuochi  , e che  il  pianeta  vi  si 
muove  in  modo  che  il  raggio  vettore  condotto  dal  suo  centro  al  centro  del  sole 
descrive  aree  proporzionali  al  tempo.  Kepplero  estese  questi  resultati  a tutti  i 
pianeti,  e dietro  questa  teoria  pubblicò,  nel  itiaC,  le  Tavole  Rodolfi  ne  eternamente 
memorabili  nell'  astronomia,  per  essere  state  le  prime  fondate  sulle  vere  leggi  del 
sistema  del  rooudo,  e sbarazzate  da  tutti  i circoli  che  rendevano  complicale  le 
tavole  anteriori. 

Se  dalle  ricerche  astronomiche  di  Kepplero  si  separano  le  idee  chimeriche  che 
sovente  vi  ha  accompagnalo,  si  scorge  che  pervenne  a queste  leggi  nei  modo  se- 
guente: si  assicurò  dapprima  che  l'eguaglianza  del  molo  angolare  di  Marte  non 
aveva  luogo  sensibilmente  che  intorno  ad  un  punto  situato  al  di  là  del  centra 
della  sua  orbita  rapporto  al  sole.  Riconobbe  la  stessa  cosa  per  la  terra,  confron- 
tando tra  loro  abruoe  ossenazioni  di  Marte,  la  cui  orbita  per  la  grandezza  della 
sua  parallasse  annua  è «dal latissima  a far  conoscere  le  dimensioni  respeltive  del- 
1*  orbita  terrestre.  Da  questi  resultati  Kepplero  concluse  che  i movimenti  reali 
dei  pianeti  sono  variabili,  e che  nei  due  punti  della  massima  e della  minima  ve- 
locità le  aree  descritte  in  un  giorno  dal  raggio  vettore  di  uu  pianeta  intorno  al 
sole  sono  le  stesse.  Egli  estese  questa  eguaglianza  dell'area  a tutti  i punti  del- 
l'orbita; il  che  lo  portò  alia  legge  delle  aree  proporzionali  ai  tempi.  Conlinuan- 
do  le  otservaiioni  di  Marte  verso  le  quadrature,  potè  conoscere  che  l'orbita  di 
questo  pianeta  è un'ovale  allungata  nel  senso  del  diametro  che  unisce  i punti 
delle  velocità  estreme;  e questo  lo  condusse  finalmente  al  moto  ellittico. 

Senza  le  speculazioni  dei  Greci  sulle  curve  che  forma  In  sezione  del  cono  per 
mezzo  di  un  piano,  queste  belle  leggi  sarebbero  forse  ancora  ignote.  L'ellisse  essendo 
una  di  queste  curve,  la  sua  figura  allungata  fece  nascere  nello  spirito  di  Kep- 
plero il  pensiero  di  mettervi  in  moto  il  pianeta  di  Marte;  e ben  presto  , per 
mezzo  delle  numerose  proprietà  che  gli  antichi  geometri  avevano  trovate  nelle 
sezioni  coniche,  si  assicurò  della  verità  di  questa  ipotesi.  La  storia  delle  scienze 
ci  offre  molli  esempi  di  tali  applicazioni  della  geometria  pura  e dei  suoi  van- 
taggi : imperocché  nella  catena  immensa  delle  verità  tutto  è collegato,  e spesso 
una  sola  osservazione  è stata  sufficiente  per  fecondare  le  più  sterilì  in  apparenza, 
trasportandole  alla  natura  i cui  fenomeni  non  sono  che  i resultati  matematici  di 
un  limitato  numero  di  leggi  immutabili. 

11  sentimento  di  questa  verità  diede  forse  origiue  alle  analogie  misteriose  dei 
pitagorici:  esse  avevano  sedotto  Kepplero,  ed  egli  fu  a loro  debitore  di  una 
delle  sue  più  belle  scoperte.  Persuaso  che  la  disianza  media  dei  pianeti  dal  sole 
e le  loro  rivoluzioni  dovessero  esser  regolate  in  conformità  di  queste  analogie, 
le  confrontò  per  lungo  tempo  tanto  coi  corpi  regolari  della  geometria  quanto 
con  gl' intervalli  del  tempo.  Finalmente,  dopo  ventidue  anni  di  inutili  tentativi, 
essendogli  venula  l'idea  di  confrontare  le  potenze  delle  distanze  con  quelle  del 
tempo  delle  rivoluzioni  siderali , trovò  che  i quadrali  di  questi  tempi  statino  Ira 
loro  come  i cubi  degli  assi  maggiori  delle  orbite;  legge  importantissima  eh'  egli 
ebbe  la  fortuna  di  scoprire  nel  sistema  dei  satelliti  di  Giove,  e che  si  estende 
a tolti  i pianeti. 

Dopo  aver  determinato  la  curva  che  i pianeti  descrivono  intorno  al  sole  e sco- 
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porto  L legge  «lei  loro  movimenti  f Kepplero  tra  troppo  vicino  al  principio  ila 
cui  queste  leggi  derivano  per  non  presentirlo.  La  ricerca  ili  questo  principio 
esercitò  sovente  1' attività  della  sua  immaginazione;  ma  il  momento  non  era  an- 
cora venato  di  fare  quest'ultimo  passo,  che  supponeva  I*  invenzione  della  dina- 
mica e del  calcolo  infinitesimale.  Lungi  dall'  approssimarsi  al  suo  scopo,  K op- 
pierò se  ue  allontanò,  ma  nelle  numerose  sue  aberrazioni  fu  sempre  guidato  da  ve- 
dute sanissime  sulla  gravitazione  universale,  nell'opera  in  cui  presentò  le  prin- 
cipali sue  scoperte. 

» Ogni  sostanza  corporea,  dice  egli,  è atta  » restare  in  quiete  In  qualunque 
r*  luogo  in  coi  fosse  solitaria  e fuori  della  sfera  di  un  altro  corpo.  La  gravità  è 
■»  un' affezione  corporea  e reciproca  tra  due  corpi,  in  forza  della  quale  tendono 
» essi  ail  unirsi  siccome  sì  scorge  nella  calamita;  in  guisa  che  la  terra  attira  una 
v pietra  molto  più  che  ella  non  n'  è attirata.  Se  la  forza  della  luna  si  stende  fino 
r>  al 1 1 terra,  a più  forte  ragione  quella  della  terra  si  stende  fino  alla  luna  e molto 
» più  lungi;  nulla  di  quanto  è analogo  alla  natura  della  terra  può  sfuggire  a 
n tale  forza  di  trazinne;  nulla  è leggero  assolutamente,  se  è materiale;  non  può 
» esser  leggero  che  comparativamente.  — Il  peso  dei  corpi  non  è diretto  verso 
» il  centro  del  mondo,  tua  verso  il  centro  del  corpo  sferico  di  cui  fanno  parte;  e 
» »e  la  terra  non  fosse  sferica,  i gravi  posti  ai  diversi  punti  della  sua  superficie 
» non  cadrebbero  verso  uno  stesso  centro.  — Due  corpi  isolati  si 'muterebbero 
» avvicinandosi  I’  uno  verso  1’  altro  come  due  caiamite,  percorrendo,  per  unirsi  , 
» degli  spazi  reciproci  alle  loro  masse.  Se  la  terra  e la  hina  non  fossero  ritenute 
» alia  distanza  che  le  sepaia  da  una  forza  animale,  o da  qualunque  alita  forza 

53 

v>  equivalente,  cadrebbero  1’ uua  sull'altra;  la  luna  farebbe  — del  cammioo  e 

» la  terra  farebbe  il  resto,  supponendole  egualmente  dense.  — Se  la  terra  cessasse 
» di  attirare  le  acque  dell'oceano,  queste  si  dirigerebbero  verso  la  lana  in 
* virtù  della  forza  attrattiva  di  quest' astro.  Questa  forza  che  si  stende  fino  alla 
vì  terra  vi  produce  i fenomeni  del  flusso  e del  riflusso  del  mare.» 

Il  miscuglio  di  tali  grande  idee  con  una  moltitudine  di  errori  e di  specula- 
zioni chimeriche  distingue  in  modo  particolare  tutte  le  opere  di  Re p pierò,  l’ar- 
dente immaginazione  del  quale  ti  compiaceva  di  spallare  nelle  congetture  le  più 
ardite  e le  più  arbitrarie.  Tutto  sembra  bizzarro  e inaspettato  nelle  ispirazioni 
irregolari  di  quell'  ingegno  originale  e profondo.  Condotto  dall'  analogia  alle  sco- 
perte più  sublimi,  questa  via  si  chiude  ad  un  tratto  per  lui,  e fa  veramente  mera- 
viglia ch'ei  non  abbia  applicalo  alle  comete  le  1 rggi  del  moto  ellittico:  secondo 
lui  questi  corpi  celesti  non  sono  che  meteore  generate  nell'etere.  Tali  bizzarre 
conlradizioni  furono  senza  dubbio  la  causa. per  la  quale  gli  astronomi  del  tempo 
di  Kepplero,  non  escluso  Cartesio  e lo  stesso  Galileo,  che  potevano  trarre  il  mag- 
gior partito  dalle  sue  leggi,  non  sembra  che  ne  abbiano  sentita  l'importanza. 

L'astronomia  e gli  altri  rami  delle  scienze  matematiche  debbono  nonostaute 
a Kepplero  lavori  di  un  ordine  superiore,  che  avrebbero  ancora  formalo  la  sua 
gloria  senza  le  grandi  scoperte  sulle  quali  abbiamo  dovuto  trattenerci.  Le  sue 
opere  sull'ottica  sono,  tra  le  altre,  piene  di  cose  nuove  e interessanti.  Vi  per- 
feziona il  telescopio  e la  sua  teoria;  vi  spiega  il  meccanismo  della  visione,  ignoto 
prima  di  lui;  vi  dà  la  vera  causa  della  luce  cenerina  della  luna.  L'invenzione 
importante  dei  logaritmi  attirò  pure  la  sua  attenzione,  e I'  onore  di  averla  fatta 
conoscere  alla  Germania  appartiene  interamente  a lui.  Ma  noi  apprezzeremo 
meglio  questo  carattere  notabilissimo  di  universalità  nella  vita  scientifica  di  Kep- 
plero percorrendo  rapidamente  la  lista  delle  principali  sue  opere.  La  più  im- 
por  laute  di  tutte  é scusa  contrasto:  1 Astronomia  nova,  seu  physica  coeletti* 
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tradita  commentariis  de  motibus  stellile  Marti*  ex  observalionibus  G.  V.  Ty- 
chonis  Brahe  , Praga,  1609  , in-fol.  lu  questo  acritlo  memorabile  Kepplero  ha 
apiegato  le  sue  leggi  dei  tuo  rimeriti  dei  piaoeli.  Il  Ad  l'itrllionem  para/ipo- 
mena, tjuihus  astronomiae  pars  optiea  traditur , Augusta  , i(x>4,  in-4  ; HI  De 
stella  nova  in  pede  Serpentoni , iei,  1606,  iu-4  ; a questa  osservazione  della 
stella  che  comparve  improvvisamente  nel  1604  nel  piede  del  Serpentario  , egli  ag- 
giunse una  dissertazione  sul  vero  anno  della  nascila  di  Gesù  Cristo,  che  com- 
parve separatamente  in  tedesco  a Strasburgo,  |6(3,  in-4;  e tradotta  in  Ialino 
a Francfort |6;4>  in-4i  IV  Phaenomenon  singultire , leu  Mercurius  in  sole  , 
Lipsia,  1609,  in-4- 

Kepplero  pretendeva  in  questo  scritto  di  aver  veduto  nel  1G08  il  pianeta  di 
Mercurio  sul  disco  del  sole,  ma  riconobbe  iu  seguito  l' errore  da  lui  com- 
messo preudendo  una  macchia  del  sole,  per  questo  pianeta.  V Ifarratio  de  ob- 
servatis  a se  ijuatuor  Jovis  satellitibus,  Francfort,  1611,  Kepplero  conferma  in 
questo  scritto  la  scoperta  che  Galileo  aveva  fatta  recentemente  di  quei  piccoli 
astri.  VI  Dioptrice , Augusta,  161 1,  in-4;  ristampala  in  seguito  all’  Institutio 
astronomica  di  Gassendi,  Londra,  i655,  in-8;  VII  Nova  stereometria  doliorum 
vinariorum , Lintz,  i6i5,  in-fol.  Tale  trattato  di  staratura  è dotto  ma  alquanto 
confuso.  Kepplero  vi  fa  uso  delta  velia  o stasa  trasversale  di  uua  sola  scala  cu- 
bica: egli  vi  ha  inserito  sull’  infinito  alcune  volute  che  debbono  avere  infloito 
sulla  rivoluzione  che  la  geometria  ha  provalo  alla  fine  del  decimosettimo  secolo, 
e sopra  di  esse  probabilmente  ha  fondato  Fermai  il  bellissimo  suo  metodo  dei 
massimi  e dei  minimi  ; Vili  Epitome  astronomiae  copernicanae , Francfort, 
■ 618,  1621,  1623,  in-8.  Quest'opera,  dice  Montucla,  contiene  l’esposizione  del 
sistema  dell’  universo,  le  ragioni  sulle  quali  lo  slab  ilisce,  ed  una  gran  quautiU  di 
congetture  ardite,  delle  quali  alcune  sono  stale  verificate  in  seguito,  ed  altre  so- 
no il  prodotto  di  una  immaginazione  ardente  ed  esaltata.  Egli  infatti  era  sempre 
attaccatissimo  alle  prime  sue  idee  arebelipe  ed  armoniche  : ne  diede  una  nuova 
prova  nell’  opera  seguente:  IX  Ilarmonices  mundi  libri  V , geometrìcus , ar- 
chiteetorius  , harmonicus , psycologicus  , et  astronomicus  , Linti,  iGrg,  in-fol. 
Quest’  opera  i infatti  un  seguito  e uno  sviluppo  del  suo  Misterium  cosniogra- 
phicum  , che  è il  suo  primo  scritto  e che  contiene  ipotesi  egualmente  insussi- 
stenti. Ma  se  le  aberrazioni  di  una  mente  ardila  e ricca  di  una  moltitudine  di 
cognizioni  profonde  in  ogni  ramo  di  sapere  possono  formare  uno  apetlacolo  in- 
teressante e curioso,  tale  libro  non  va  dimenticato.  X De  cometis  libri  ///, 
Augusta,  1619,  in-4;  XI  Hyperaspistes  Tychonis  contro  Scipionem  Clara - 
montium , Francfort,  i6a5,  in-4-  Questo  scritto  presenta  la  difesa  di  Tirone  e 
di  Galileo  contro  gli  attacchi  del  peripatetico  Chiaramonti  di  Padova.  XII  Joh. 
Eeppleri  et  Jacobi  Bartschii  Tabulae  manuales  ad  calatlum  astronomica m,  in 
specie  tabularum  Rudolphinarum  , compendiose  tractandum  mire  utile s , 
Strasburgo,  1700,  in-ia.  XIII  Epistolae  ad  Joh.  Kepplerum  scrìptae , insertis 
ad  easdem  responsionibus  Kepplerianis  , Lipsia,  1718,  in-fol.,  pubblicale  da 
T.  Hanscb.  XIV  Tabulae  Rudotphinae , Lima,  1637,  in-fol.  Kepplero  credè  di 
dover  dare  alle  sue  tavole  astronomiche  il  nome  dell'  imperatole  Rodolfo  suo 
proiettore.  Noi  non  abbiamo  bisogno  di  rammentare  di  quale  importanza  e di 
quale  utilità  questo  gran  lavoro  è stato  per  l’ astronomia.  Kepplero  ha  pub- 
blicato un  gran  numero  di  altre  opere,  di  cui  si  trova  l’elenco  nel  supplemento 
del  Dizionario  di  Joecher ; abbiamo  credulo  di  doverle  passare  sotto  silenzio 
insieme  eoo  quelle  nelle  quali  sembra  che  egli  si  conformi  ai  pregiudizi  del 
suo  tempo  relativamente  all’  astrologia  giudiziaria.  Dobbiamo  pelò  fare  os- 
servare che  in  questo  rapporto  la  debolezza  di  Kepplero  non  ha  almeno  un 
carattere  sistematico,  egli  era  troppo  illuminato  per  annettere  qualche  iut- 
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portaci»  alle  rane  speculazioni  ili  questa  falsa  seleni».  Infatti,  nelle  Effemeridi 
eh’  ei  pubblicò  dal  i filli  al  tG3o , l' illustre  Kepplero  ha  preao  cura  di  porre  la 
sua  memoria  al  coperto  di  una  tale  accusa,  ridendosi  egli  stesso  delle  predizioni 
di  astrologia,  che  secondo  l’uso  non  poti  dispensarsi  dell’  inserirvi.  Bisogna, 
diceva  egli , che  la  sorella  bastarda  nutrisca  la  sorella  legittima. 

Kepplero  viste  nell'  indigenza  ; sopportava  con  una  sublime  rassegnazione  le 
miserie  di  questa  vita,  ma  le  privazioni  della  sua  famiglia  laceravano  il  suo 
cuore.  Il  sentimento  di  profonda  tristezza  che  gl'  ispirava  la  sua  posizione  tra- 
sparisce nella  maggior  parte  dei  tuoi  scritti  ; ma  questa  gran  voce  che  doman- 
dava del  pane  agli  uomini,  in  ricambio  delle  verità  che  loro  annunziava  , non 
trovò  eco  nel  mondo,  e ad  una  circostanza  appunto  occasionata  dalla  trista  si- 
tuazione in  cui  viveva  deve  attribuirsi  la  sua  morte.  Era  stato  a Ralisbona  per 
sollecitare  il  pagamento  di  ciò  che  gli  era  dovuto,  aveva  fatto  si  viaggio  a cavallo 
ed  era  arrivato  malato,  estenualo  dalla  fatica,  consumalo  dalle  angosce:  mori  in 
questa  città  il  i5  Novembre  iG3o , in  un'età  poco  avanzata.  Fu  sotterrato  nel  ci- 
mitero di  S.  Pietro,  e fu  soltanto  nel  1808  che  venne  innalzato  un  monumento 
che  rammenti  il  suo  ingegno  e la  sua  gloria  per  le  core  del  principe  Carlo  Teo- 
doro Dalberg.  È posto  nel  giardino  botanico  di  Ralisbona,  a poca  dislaoza  dalla 
terra  in  cui  riposano  le  sue  ceneri. 

KEULEN  ( Lldolfo  V»a),  celebre  geometra  olandese,  nacque  a Hildesheim  verso 
il  i55o.  La  sua  famiglia  era  originaria  di  Colonia  , e a tal  circostanza  appunto 
deve  egli  il  soprannome  neerlandese  di  Ceulen  o Keulen  sotto  il  quale  è più  ge- 
neralmente conosciuto  nella  storia  della  scienza.  Professore  di  matematiche  a 
Un’ila,  e quindi  ad  Amsterdam  , van  Keulen  ai  era  acquistato  qualche  reputa- 
zione mediante  la  pubblicazione  di  alcuni  scritti  e per  1’  abilità  colla  quale  sa- 
peva facilitare  ai  numerosi  anoi  uditori  la  soluzione  dei  problemi  più  difficili, 
quando  si  rese  improvvisamente  celebre  per  1*  approssimazione  che  diede  dei 
rapporto  del  diametro  del  circolo  ella  circonferenza.  Il  resnltato,  al  quale  dopo 
immensi  calcoli  egli  giunse,  supera  di  gran  lunga  quelli  cui  erano  pervenuti  Ar- 
chimede , Mezio,  Vieta  e Adriano  Romano  , che  si  erano  logorati  a ristringere  i 
limiti  di  tele  rapporto.  Da  qualche  tempo  infatti  Adriano  Romano  aveva  apinto 
questa  approssimazione  fino  a 17  decimali.  Van  Keulen  la  portò  ad  una  esat- 
tezza assai  più  soddisfacente;  dimostrò  che,  rappresentando  il  diametro  del  cir- 
colo coll’  unità  seguita  da  trentacinque  zeri  , la  circonferenza  è maggiore  di 
3,i^t5g2f>53S8<)793a384GaG43383a7g5oa88  , ed  è minore  dello  stesso  numero  au- 
mentalo di  un’unità;  cosi  1’ errore  ò minore  di  una  frazione  che  abbia  l'uni- 
tà per  numeratore  e un  numero  di  trentasei  cifre  per  denominatore.  L’ im- 
maginazione si  confonde , dice  Snellio  citato  dai  biografi  di  Keulen , quando 
cerca  di  rappresentarsi  la  piccoletza  di  tale  frazione  : essa  è assai  più  piccola, 
rapporto  all’ unità,  di  quello  che  sarebbe  la  grossezza  di  un  capello  solla  eir- 
rmitercnza  di  un  circolo  , che  avesse  per  raggio  la  distanza  che  esiste  tra  la 
terra  e le  stelle  fisse  più  vicine.  Van  Keulen  espose  questa  approssimazione 
nel  suo  libro:  De  circuln  et  adscriptit , eh’ ei  pubblicò  in  olaudese  a Delfi 
uel  i5gG,  in-fol.,  e rhe  Snellio  tradusse  in  latino,  iGri)  , in-4-  È stato  con  ra- 
gione osservalo  che  questo  lavoro  del  geometra  olandese  annunzia  più  coraggio 
e pazienza  che  ingegno.  Ei  segui  semplicemente  il  metodo  indicato  da  Archi- 
mede,  raddoppiando  continuamente  il  numero  dei  lati  dei  poligoni  inscritti 
e circoscritti  Gito  a giungere  a due  poligoni  tra  cui  fosse  compresa  la  circonfe- 
renza , e i contorni  dei  quali  differissero  di  meno  di  nn’ unità  in  un  numero 
composto  di  trentacinque  cifre.  Nulladimenn  van  Keulen  rimase  maravigliato 
della  scoperta  della  sua  approssimazione  , che  la  scienza  determina  oggi  in  altro 
modo  (l'edi  Circolo);  e sull’ esempio  di  Archimede  volle  che  questi  numeri 
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fossero  (Colpiti  «ulta  tua  tomba.  Le  ullime  tue  volontà  furono  ripetute  : ci  moti 
a Laida  nel  1610  e fu  tepolto  nella  chieaa  di  San  Pietro  di  quella  città,  ove  an- 
ch’  oggi  si  vede  la  tua  tomba  coll’iscrizione  cbe  rammenta  la  sua  principale  sco- 
perta. Ludolfo  van  Keuien  è del  piccolo  numero  di  quei  geometri  distinti  che 
comparvero  nei  Paesi  Bassi  sul  principio  del  XVII  secolo.  Delle  altre  sue  opere 
citeremo  soltanto  le  due  seguenti:  Fundamenta  arithmetica  et  geometrica , tra- 
dotta in  latino  da  Snellio  , Leida  , i6i5  , in-4-  L’  originale  olandese  è stato  ri- 
stampato a Leida,  1716,  iu-fol.  Zetemala  seti  problemata  geometrica,  Leida.  In 
quest’  ultimo  scritto  Keuien  si  è innalzato  a considerazioni  algebriche  cbe  atte- 
stano la  sua  abilità  nel  servirsi  dell’  analisi  matematica. 

KEXLER  (Siaona),  dotto  matematico  svedese,  nato  nel  i6oa  nella  provincia  di 
Mericia  e morto  ihaa  Marzo  1669.  Ei  fu  per  molti  anni  professore  di  mate- 
matiche nella  università  di  Abo,  e si  rese  celebre  non  meno  per  l’ercellenzn  del 
suo  modo  d’ insegnare  che  per  le  molte  opere  elementari  che  pubblicò,  e che  per 
lungo  tempo  furono  riguardale  in  Svezia  come  classiche.  Le  sue  opere  sono: 
Arithmetica  geodetica  denaria,  Abo,  1649;  Arithmetica  astronomica  sexage- 
noria,  ivi,  1649;  Trigonometriae  /iter  I,  ivi,  1649;  De  planorum  triangu- 
iorum  constructione , ivi,  1649;  &e  spkaericorum  triangolar um  solanone,  ivi, 
1649;  Arithmetica  triplex  , ivi,  i658  ; Tractatus  brevis  de  tempore ; item  de 
calendario  chirometrico  , Jutiano  attjue  Aunico  , ivi , 16G1  ; Arithmetica  vul- 
garis,  ivi,  1G66. 

KHOWAREZMI  ( Mohajssssd  Bau  Moossa-Alkbowshsziii),  astronomo  arabo  cosi 
chiamato  dal  nome  dei  paese  da  cui  traeva  origine,  viveva  nella  prima  metà 
del  secolo  nono,  sotto  il  regno  di  Almamoun,  celebre  per  le  sue  cognizioni  e 
perla  protezione  coi  accordava  alle  scienze.  Khow. creimi  contribuì  efficacemente 
a diffondere  il  goslo  dell' astronomia  tra  gli  Arabi  ; compilò  delle  tavole  astrono- 
miche, di  cui  si  fece  uso  fino  al  tempo  di  Ulug  Beg,  che  ne  fece  fare  delle  nuo- 
ve dal  celebre  Nassireddyn.  Khowarezmi  corresse  non  pochi  errori  dei  suoi  pre- 
decessori, e tolse  da  Tolomeo  quanto  egli  dice  dell’inclinazione  dell' ecclittica. 
Quanto  alle  equazioni,  si  tenne  al  sistema  dei  Persiani.  Egli  il  primo,  secondo 
ciò  che  narra  Uazvvini,  fece  conoscere  agli  Arabi  l'algebra;  perciò  Cabdaso  (ile 
subti/itate,  lib.  X1F)  il  mette  nel  numero  de’  piti  belli  ingegni  che  siano  ap- 
parsi ; e gli  attribuisce  l’invenzione  della  soluzione  delle  equazioni  di  secondo 
grado,  ma  senza  foudamento,  perocché  Monlucla  dimostra  coinè  tale  soluzione 
era  già  conosciuta  da  Diofanto  ed  anco  da  Euclide  , Storia  delle  matematiche , 
Tom.  I,  pag.  383. 

KIL1AN  (Giacomo),  dotto  astronomo,  nato  a Praga  nel  1714,  e morto  nel  177$ 
a Kaunitz,  ove  crasi  ritirato  dopo  la  soppressione  dei  gesuiti,  all’ordine  dei  quali 
egli  apparteneva.  Delle  molte  sue  opere  citeremo  soltanto:  I Causa  efficiens 
motus  astro  rum  ex  princìpiis  pyrotechnicae  naturalis , Lamica  , 1769,  in-8; 
li  Prodromus  physico  - astronornicus  py  r decimici  sy  sternali*  porne  urn  , ivi, 
1770,  in-8. 

KIRCH  ( Goto  rat  do  } , abile  astronomo  tedesco,  nato  il  18  Dicembre  1639  a Gubcn 
nella  Lusazia  inferiore.  Studiò  sotto  il  celebre  Evelio,  e si  acquistò  reputazione 
per  le  effemeridi  che  pubblicò  a Lipsia  dal  1681  al  1703.  Mori  il  a5  Luglio 
1710  a Berlino,  ove  era  stato  fatto  direttore  dell’  osservatorio  col  titolo  di  astro- 
nomo reale.  Egli  aveva  formato  di  alcune  stelle  informi  tre  nuove  costellazioni, 
chiamate  il  Globo  universale , le  Spade  elettorali  di  Sassonia,  e lo  Scettro  di 
Brandebargo , di  cui  peraltro  gli  astronomi  hanno  fatto  poco  conto.  Un  gran 
numero  di  osservazioni  interessanti  di  Kirch  sono  inserite  nella  raccolta  intito- 
lata: Miscellanea  Berolinensia. 

KIRCH  ( CuaisrraizD  ),  figlio  del  precedente,  nato  a Guben  il  24  Dicembre  1G94, 
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superò  suo  padre  nella  scienza  dell'  astronomia.  Nel  1717  fu  chiamato  a Berlino 
per  succedere  a G.  K.  Hofmann  negli  impieghi  di  accademico  e di  direttore  del- 
r osservatorio , e morì  in  questa  città  il  9 Marzo  1740.  Era  membro  delle  acca- 
demie delle  scienze  di  Parigi  e di  Pietroburgo.  Le  sue  opere  sono:  I Trans i- 
tu  r Mercurii  per  soìem  ad  anni  proximi  1720  diem  8 Miti  , ex  variis  tabu- 
lis suppuratati  et  necessaria  commentatione  illustratus , Berlino,  1719*  *0“4  ? 
II  Observationes  astronomicae  selectiores,  ivi,  1780,  io»4  * raccolta  sommamen- 
te stimata  ; III  Ha  pubblicato  pure  un  gran  numero  di  Memorie , che  ai  leggono 
nella  raccolta  intitolata:  Miscellanea  Berolinensia , nelle  Transazioni  Ji  loso  fiche 
e negli  Atti  dell'  Accademia  di  Pietroburgo. 

KIRCHER  (Il  P.  Atanasio),  uno  dei  più  dotti  religiosi  che  abbiano  illustrato 
P ordine  dei  gesuiti,  nacque  il  2 Maggio  1602  a Geysen,  piccolo  borgo  della  Germa- 
nia. Ei  professava  la  filosofia  e le  liugue  orientali  nel  collegio  di  Wurtzburgo, 
quando  gli  avvenimenti  della  guerra  dei  treni' anni  vennero  a turbare  la  sua 
tranquillità.  Si  ritirò  dapprima  in  Avignone,  ove  strinse  amicizia  col  dotto  Pei- 
resc,  e quindi  passò  a Roma  ad  occupare  la  cattedra  di  matematiche  nel  Colle- 
gio Romano.  Esercitò  tale  incarico  per  otto  anni,  indi  i suoi  superiori  gli  accor- 
darono di  rinunziarvi  per  attendere  agli  altri  suoi  lavori.  Egli  morì  a Roma  il 
28  Novembre  1G80.  Pochi  uomini  hanno  accoppiato,  come  il  p.  Kircher,  a co- 
gnizioni estesissime  in  matematiche,  in  fisica,  in  storia  naturale,  in  archeologia  , 
nelle  lingue  antiche  ed  orientali,  uno  spirito  tanto  credulo  e tanto  ardente  a te- 
ner dietro  ai  resultati  chimerici  di  esperienze  maravigliose.  Quest’  uomo  celebre 
sembra  appartenere,  non  meno  per  la  sua  erudizione  prodigiosa  che  per  la  sem- 
plicità dei  suoi  pregiudizi,  a quel  venerabile  stuolo  di  dotti  del  i5°  e 1 6°  secolo 
i cui  strani  errori  e sapere  profondo  formano  nei  loro  scrìtti  un  contrasto  biz- 
zarro che  in  oggi  ci  sembra  inesplicabile.  Tuttavia  la  critica  moderna  è stata  per 
avventura  troppo  severa  versoi  il  p.  Kircher:  i suoi  scritti  formano  una  biblio- 
grafia immensa,  e anco  in  quelli  che  sono  i meno  stimati  •'  incontrano  sempre 
vedute  nuove,  concepimenti  ardili,  e soprattutto  un  sapere  che  non  è stato  co- 
mune in  nessun  tempo.  Le  cognizioni  matematiche  costituiscono  la  base  dei  prin- 
cipali, e in  tutti  tengono  un  posto  distinto.  Noi  ci  limiteremo  a citare  i titoli 
dei  più  notabili,  che  hanno  avuto  i loro  giorni  di  gloria  e di  successo. 

I Ars  magna  lucis  et  umbrae  in  X libros  digesto,  Roma,  1645,  164G; 
Amsterdam,  1671  , in-fol.  È questo  un  trattato  di 'ottica  e di  gnomonica  che 
contiene  cose  estremamente  interessanti.  L'  autore  vi  descrive  una  riunione  di 
specchi  piani  cui  arca  costrutti  secondo  quello  di  Archimede , e rende  conto  della 
piota  che  ne  aveva  fatta  e che  spinse  soltanto  fino  a produrre  un  calore  consi- 
derabile : vi  parla  altresì  di  un  numero  grande  di  sue  invenzioni,  in  generale  più 
curiose  che  utili,  e tra  le  quali  vi  è la  lanterna  magica , di  cni  è riguardato 
generalmente  come  l'inventore.  II  Musurgia  universali* , sive  ars  magna  con- 
soni et  dissoni , in  X libros  digesta , Roma,  iG5o,  2 voi.  in-fol.;  Amsterdam; 
1GG2  , in-fol.  Ili  Phonurgia  nova  de  prodigiosi s sonorum  effectibus  et  sermo - 
cinatione  per  machinas  sono  animatas , 1673,  in-fol.  In  queste  due  opere  si 
trovano  molle  cose  curiose  e singolari  sulla  natura  del  suono,  sulla  sua  propa- 
gazione, c sugli  strumenti  che  hanno  tale  oggetto.  IV  MunduS  subterraneus  9 
inatto  universae  naturae  majestas  ed  divitiae  demonstrantur , Amsterdam  y 
1GG4  , 1GG8  , 2 voi.  111-fol . ; V P rimiti ae  gnomonicae  catoptricae , hoc  est  horo- 
logiographiae  novae  specularis , Avignone,  iG33,  iG35  , in*4*  Sembra  che  Kircher 
ignorasse  come  esisteva  già  un'  opera  del  p.  Schoenbergher  sullo  stesso  argomento 
( y,  Montucla,  Storia  delle  Matematiche , tom . 1,  pag.  734).  VI  Specula  Meli - 
tensis  enciclica,  sive  sintagma  novorum  inst rumentorum  phy sico-mat /tematico- 
rum , Messina  , i638,  in- 12.  È la  più  rara  di  tutte  le  opere  di  Kircher:  la  pub- 
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blicò  tolto  H none  di  >Y  Salvatore  liabrollio;  Schott  l'ha  unita  al  libi o VI 
deila  tua  Tcc.knUa  ctfriosa  ( pag.  4*9-79).  E U descrizione  dì  una  macchina, 
cui  Kircher  nomina  Specula  , col  mezzo  della  quale  potevano  risolversi  i prin- 
cipali problemi  della  afera  c del  calendario,  li  p.  Kircher  si  è altresì  applicalo  a 
perfezionare  1*  geometria  pratica,  gd  fe  l'inventore  di  un  pantometro  , strumento 
destinato  a tener  luogo  di  tulli  gli^altri,  e cui  il  p.  Schott  ha  descritto  in  un 
opuscolo  intitolato.!  Puntarne! ruttò  k*rcherianumy  W lArlzburgo,  iU6q,  in*4-  Circa 
al  suo  Organo  matematico , del  quale  lo  stesso  p.  Schott  ha  latto  una  descrizione 
sommamente  particolari  zzata  Col  titolo  d 'Or  g unum  mathematicum , Wurtzburgo, 
1668,  in- 4 > è una  cassa  couleovule  diversi  slrumeoli  alti  .ad  agevolare  le  ope- 
razióni matematiche  di  ogni  genere.  VII  A rii  limolo  già , sic  e de  occulti*  nume- 
r or  uni  mysteriis , Roma,  iM">,  so-4-  Vili  Tariffa  Kireheriftna, , #*Ve  mensa 
Pythagorica  expansa^  Roma.  1679*  \n-i2,  di  4°°  Pag*  fi  una  tavola  di  molti- 
plicazioni dall'  1 lino  ai  zòo:  ogouuo  «dei  cento  moltiplicandi  presenta  in  quattro 
pagiue  dirimpetto  a ciascuno  dei  cento  moli  i pii  calori  (a  venticinque  per  pagina  ), 
i%°  il  prodotto  semplice,  o la  superficie  del  rettangolo  ; a.°  la  superficie  del  trian- 
golo di  coi  il  moltiplicando  è la  base;  B.°  la  solidità  del  prisma,  e 4*°  quella  della 
piramide  che  hanno  per  base  il  quadrato  del  moltiplicando,  mentre  il  moltipli- 
catore esprime  sempre  l’altezza.  Tale  libro  non  avendo  uè  prelazione  nè  descri- 
zione che  ne  spiegasse  l'uso,  il  p Benedetti  ne  compose  una  col  seguente  titolo  : 
Tariffa  mira  artey  combinata  methodo , universnlem  geornetriae  et  arithme- 
ticae  practicae  sumntam  continens  , Roma  , 1679  , in  8 : vi  si  trova  pure  una 
breve  descrizione  del  Pantometro.  Più  minute  notizie  e più  estese  indicazioni 
sulle  opere  di  questo  dotto  si  troveranno  nell*  articolo  che  lo  riguarda  nella  Bio- 
grafia universale. 

KLINGENSTIERNA  (Samcblk),  matematico  e filosofo  svedese,  nato  nel  1689  a Tole- 
fors  presso  Linkoeping,  manifestò  di  buon'  ora  ii  suo  gusto  per  le  matematiche 
abbandonando  per  dedicarsi  a questa  scienza  lo  studio  della  giurisprudenza,  alla  quale 
era  stalo  destinalo  dalla  sua  famiglia  ed  in  cui  sperare  poteva  non  pochi  vantaggi. 
Viaggiò  per  la  Germania,  la  Francia  e l'Inghilterra,  ed  ebbe  occasione  cosi  di  co- 
noscere e stringere  amicizia  coi  dotti  più  celebri  del  suo  tempo,  Ira  i quali  cite- 
remo Eulero,  ('Ih iratil  , Wolf,  Mairan,  Fonteuelle.  ÀI  suo  ritorno  in  patria,  nel 
173»,  Klingeustierna  fu  fatto  professore  di  matematiche,  e dalla  sua  scuola  uscirono 
i matematici  più  distinti  della  Svezia.  Ascritto  fino  dalla  sua  prima  comparsa 
nell' arringo  della  scienza  alla  Società  Reale  di  Upsal  e poco  dopo  all' Accademia 
di  Stockholm,  arricchì  gli  Atti  di  questi  dotti  corpi  di  paiecchie  memorie,  nelle 
quali  tutte  si  scorge  l' impronta  di  un  ingegno  creatore.  L'  ottica  soprattutto  fu 
l'oggetto  delle  sue  ricerche  e meditazioni.  Formòli  valente  ottico  svedese  Carlo 
L'  hnberg,  aiutò  co' suoi  consigli  il  famoso  Dollood,  e rettificò  diversi  calcoli  del 
grande  Eulero.  Si  legge  pure  di  lui,  nelle  Transazioni  filosofiche  per  l'anno 
1731,  uua  dotta  memoria  sulla  quadratura  generale  delle  curve  iperboliche  com- 
prese in  equazioni  trinomio  : pubblicò  ancora  un'edizione  latina  degli  Elementi 
di  Euclide  e una  traduzione  svedese  della  Fisica  di  Muschenbroek.  Questo  dotto 
stimabile  morì  il  28  Ottobre  1785. 

KNUTZEN  (Martino)  , professore  di  matematiche,  nato  a Koenigsberg  nel  1713  e 
morto  nel  1761,  ha  pubblicato:  I Arithmetica  medianica^  o Descrizione  di  una 
macchina  da  calcolare  in  forma  di  cassetta^  Koenigsberg,  17^4»  »n-8;  Il  Dtsm 
seriazione  storico-matematica  sugli  specchi  ustorj\  e particolarmente  su  quello 
ili  Archimede. 

KltAFT  (Giorgio  Volfgargo),  fìsico,  matematico  e naturalista  tedesco,  nato  nel 
1701  , si  fece  di  buon'ora  distinguere  per  gran  talento  ed  assiduità  allo  studio. 
Dii.  di  Mat.  Poi.  VI.  36 


Digitized  by  Google 


*2S2  KRA 

Non  appena  ebbe  egli  conseguito  a Tabinga  i gradi  accademici , che  gli  venne  nel 
1718  conferita  la  cattedra  di  matematiche  nel  eollegio  di  Pietroburgo.  Nel  1738 
fu  fatto  membro  dell'  Accademia  di  Berlino , * aei  armi  dopo,  nel  t}44,  ritornò, 
dietro  le  istanze  del  re  di  Wurfemberg,*  Tabinga  a prenderei  possesso  dell*  cat- 
tedra di  matematica  e di  fisica  , coi  oécupò  con  pari  zelo  e lode  fino  alla  sua 
morte  aeeenola  nel  1754.  Le  principali  sue  opere  sono!  I Brevis  introducilo 
ad  geometriam  theoreticam , Pielrobargo,  1-74°,  in-8;  II  De  atmosphaera  soUs 
diutrtationes  duae,  Tubinga,  1746,  in-4  ; IH  Institutiones  geomefriae  su- 
hlintioris , iti,  1753,  in-4;  IT  Un  numero  grande  di  Memorie  inserite  nella  rac- 
colta dell-  Accademia  di  Pietroburgo  di  cui  era  socio. 

KRAFT  ( WoLrosnGO  Lumi),  figlio  del  precedente,  nato  a Pietroburgo  nel  1743, 
mori  nella  stessa  città  nel  >814  , dopo  avervi  occupato  varie  cattedre,  ed  es- 
sere stato  maestro  di  matematiche  del  graudoca  Costantino.  Nel  1767  fu  man- 
dato ad  Orembnrgo  onde  osservasse  il  passaggio  di  Venere  sol  disco  del  sole;  e 
molto  lavorò  con  Eulero  sulle  tavole  della  luna.  Ha  scritto:  I Dissertatio  de 
rat  ione  ponderum  sub  polo  et  aeyuatort , Tobinga,  >764,  in-4;  H Parecchie 
Memorie  di  aritmetica  politica  nella  Raccolta  dell’ Accademia  di  Pietroburgo. 
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LAOHAPELLE  (l>'Afa«le  Di),  matematico  ftanmc,  nato  a Parigi  vario  il  ijto  r 
morto  nel  1793.  Le  principali  eue  opere  jooo  : f Discourt  tur  l' elude  de*  ma- 
thématiqutt , Parigi,  1743,  in- r» ; li  Imtitution*  de  geometrie,  ivi,  1746,  a 
voi.  in-8  ; III  Traité  det  tectians  conique*  et  autret  courbe s ancienne*,  appli- 
qui** et  applicable*  à ta  pratique  de*  dijfirtnt*  art*  , ivi,  1750,  in-8. 

DAGNf  (Tornio  Faktet  m),  valente  matematico,  nacque  a Lione  nel  16G0.  Dui 
auoi  geo ì tori  era  «ratinato  al  foro,  ma  la  lettura  dell'  Euclide  del  p.  Fournier, 
e dell  'Algebra  di  Giacomo  Peletier  avendogli  inspirato  una  paaaione  iuviocibde 
per  le  matematiche,  a quelle  rivolte  unicamente  i tuoi  atudj.  Il  ano  amore  per 
la  scienza,  e le  tue  1 pararne  di  gloria,  (ondale  tui  tuoi  lavori,  lo  oooduttero  di 
dieiotto  anni  a Parigi.  Al  pari  di  molti  uomini  atimaltili  che  perdono  nel  fondu 
delle  province  un  tempo  prexioio  a inventar  cote  da  lungo  tempo  già  note , il 
giovine  Lagny  recava  a Parigi  il  piano  di  parecchi  metodi  che  dovevano  niente 
meno  che  farti  aprire  le  porte  dell'Accademia  delle  acienie.  Sfortunatamente  tro- 
vò che  le  tue  teeperte  erano  già  itale  fatte:  ma  il  merito  tuo  reale  il  fece  ben 
presto  distinguere  ed  entrò  nell'  Accademia  nel  itigli.  Fu  in  seguito  nominalo  pro- 
fili ore  reale  d'  idrografia  a Rocbefbrt.  Nel  1716  il  duca  d'  Orleans,  reggente  , lo 
Dominò  toltogli  latore  della  banca  generale.  Dopo  la  toppreaaione  di  quella  iati- 
turione,  riprese  con  ardore  i tuoi  larori  accademici,  e mori  a Parigi  il  ta  Aprile 
17S4.  Fontenclle  racconta  che  negli  ultimi  tuoi  momenti,  e quando  gii  non  po- 
teva conoacere  più  qnelli  che  circondavano  il  tuo  letto  , Maupertuis  ai  avvitò  dì 
domandargli  quale  fotte  il  quadralo  di  dodici-,  a che  egli  nipote  subito  144. 
Si  era  molto  applicato  alta  rifusione  dell’aritmetica,  dell’  algabra  e della  geo- 
metria elementare  , ed  ebbe  la  torte  d' incontrarli  più  volte  con  Leihniti  : la  sua 
fama  sarebbe  più  alto  alita  ae  non  ai  fotte  occupalo  oon  troppo  cadutivi  «Ielle 
fondamenta  del  grande  edifixio  della  geometria,  quando  già  ai  pensava  a costruir- 
ne il  colmo.  Al  suo  titolo  di  accademico,  Lagnv  riuniva  quello  di  membro  della 
Società  Reale  di  Londra,  e di  conservatore  della  biblioteca  del  re.  Oltre  un  gran 
numero  di  memorie  inserite  nella  raccatta  dell'Accademia  delle  Sciente,  abbia- 
mo di  Ini  : I Mèthode*  nouvetle * et  abregéet  pour  l'extraclion  et  i approxima- 
tion  de*  raeine*  carri**,  cubique »,  ec.  Parigi,  1691-93,  in-4  ■'  vi  ai  rinvengono 
diverti  melodi  per  la  ritoluriooe  dei  problemi  indeterminati,  genere  di  analisi 
in  coi  era  particolarmente  versato;  II  Houveaux  clément  <T arithmitique  et 
d' algibre,  ivi,  1697,  in-ia  ; III  La  cubature  de  la  tphire  , La  Rochelle,  1703, 
in- 13.  Parlando  di  quest’opera  nell’elogio  di  Lagny , Fontanelle  dice  che  è uno 
scrìtto  nuovo,  singolare,  e che  solo  basterebbe  a palesare  nel  suo  tutore  un  gran 
geometra.  IV  Aritkmitique  nouuelle  (binaria),  Rochefort,  1703,  iu~4  ; V Attu- 
iate gioirai*  de*  mithode*  netticeli**  pour  ritoudre  h*  problimet,  Prigi,  1733, 
ln-4-  Tale  opera,  che  forma  il  tomo  XI  della  raccolta  dell’Accademia,  è alata  ri- 
vedala e perfer ionata  dell’abate  Ricber,  intimo  amico  di  Lagny.  I lavori  di  que- 
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sto  «lollo  e modesto  matematico  si  trovano  esaminati  e benissimo  apprezzali  da 
Moni  urla.  Storia  delle  matematiche , Tora.  Ili , pag.  aG. 

LAG41ANGE  (Giuseppe  Luigi).  Non  abbiamo  ivè  la  pretensione  nè  i mezzi  di  esporre 
in  questo  Dizionario  la  storia  della  vita  e delle  opere  di  questo  geometra,  il  più 
illustre  dei  tempi  moderni  : lo  spazio  ci  mancherebbe  per  innalzare  un  tal  monu- 
mento alia  sua  memoria  ; esso  esigerebbe  un*  opera  separata  e la  Titano  di  un  dotto 
più  valente  assai  di  quella  a cui  è confidata  la  compilazione  di  queste  brevi  no- 
tizie storiche  ; ci  sarà  dunque  permesso  di  riassumere,  nel  sistema  medesimo  che 
fin  qui  abbiamo  tenuto,  i principali  avvenimenti  della  sua  lunga  e brillante  car- 
tiera , e di  rammentare  soltanto  i principali  dei  suoi  titoli  all' ammirazione  del 
mondo. 

Lagrange  «nacque  a Torino  il  a5  Geonajo . ij36.  Suo  padre,  tesoriere  di  guer- 
ra in  quella  città,  era  aipolo  di  un  ufìziale  francese  passalo  al  servizio  di  Ema- 
nuele Il  nel  1G72,  e Maria  Tefesa  Grò*,  sua  madre,  era  figlia  di  up  medico  di 
Cambiano  che  aveva  U stessa  origine.  Le  sue  rare  disposizioni  per  la  scienza  non 
si  manifestarono  immediatamente  ne' primi  aludj  cjie  fe<e  nel  collegio  di  Turino. 
Soltanto  nel  suo  secondo  anno  di  filosofìa  cominciò  a 1 applicarsi  allo  studio  dei 
geometri  antichi  « dei  loro  mot  odi  ; rea  una  lettura  di  unq  memoria  di  Halley,  in 
cut  questi  Citceva  risaltare  la  superiorità  dei  metodi  analitici  , svelò  in  lui  il  suo 
vero  destino  Fino  da  quell' istante  i *uoi  fludj  cangiarono  direzione,  e si.  ap- 
pli  ò solo  e sei» z'  altra  guida  che  il  su#  ingegno  , e con  quella  passione  generosa 
che  trionfa  delle  più  granili  difficoltà,  allo  studio  dello  miglio»  opere  di  analisi. 
Aveva  allora  17  anni,  e in  meno  di  due  anni  giunse  a possedere,  talmente  la  scienza 
nel  suo  passato  fante  nei  suoi  progressi  più  recenti  da  qntrafe  in,  corrispondenza 
coi  primi  geometri  del  tempo.  Non  aveva  che  Uiciollo  anni,  quando  pubblicò  nel 
Luglio  i;f»4  una  lettera  indirizzata  a Fagliano v nella  quale,  esponeva  una  serie  di 
sua  invenzione  per  i differenziali  e gl  integrali  di  un  ordine  qualunque,  analoga 
a quella  di  Newton  per  le  potenze  e le  radici.  L’  anno  seguente  comunicò  ad 
Eulero  i primi  saggi  del  Metodo  delle  variazioni , in  rispostasi  desiderio  mani- 
festalo da  quell*  illustre  geometra 'nella  sua  opera:  Methodus  i/wcniendi  , ec. , di 
trovare,  per  la  soluzione  delle  questioni  difficili  che  presenta  il  problema  degli 
isoperimetri ^ un  metodo  di  calcelo  indipendente- da  ogni  considerazione  geo- 
metrica. Da  dieci  anqi  Eulero  aveva  fallo  invano  questo  invito  ai  dotti  dell'  Eu- 
ropa, e con  sur  somma  maraviglia  fu  un  giovane  sconosciuto  che  gli  rispose.  La- 
grange  era  allora  professore  di  matematiche  nella  scuola  di  artiglieria  di  Tori- 
no, quantunque-avesse  appena  diciannove  anni,  e già  aveva  gettato  i fondamenti 
dell'alta  reputazione  a cui  giunse  ben  presto.  In  un'  appendice  all'opera  che  di 
sopra  abbiamo  ertalo,  Eulero  aveva  presentato  la  scoperta  di  una  proprietà  no- 
tabile del  moto  nei  corpi  isolati , che  impropriamente  si  dice  iu  meccanica 
princìpio  della-  minima  azione.  Nel  Lagrange  gl' inviò  una  nuova  applica- 

zione del  suo  metodo,  che  permetteva  vii  generalizzare  un  tal  principio,  e per 
conseguenze  di  estenderlo  al  moto  dei  corpi  che  agiscono  gli  uni  sugli  altri  in 
un  modo  qualunque , estensione  importante  ilei  suo  leorei.ua  che  quel  gran  geo- 
metra medesimo  disperava  di  poter  trovare.*  - 
A questo  bel  lavoro  di  Lagrange  Eulero  diede  in  seguilo  il  nome  di  Metodo 
delle  variazioni , facendo  brillare  la  gloria  dell' inventore  di  questo  nuovo  ramo 
della  scienza  dei  nomerà.  1 

In  questo  tempo,  Lagrange  fondò  insieme  col  medico  Cigna  e il  cavalier  di 
Saluzzo,  «ma  dotta  società  in  Torino,  ohe  oligli  ne  l'approvazione  del  re  di  Sar- 
degna e l’  autorizzazione  -di  pubblicare  delle  memorie  come  le  altre  accademie 
d'Europa.  Il  primo  volume  di  tali  memorie  comparve  pel  1769,  ed  ebbe  un  suc- 
cesso prodigioso,  che  fu  dovuto  alla  parie  considerabile  che  vi  occupavano  i ìa- 
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Tori  di  Lagrange.  Egli  tì  trattava  i punti  i più  importanti  e i più  difficili  del- 
I'  analisi  e della  meccanica.  Vi  aveva  soprattutto  inferito  varie  ricerche  sulla  pro- 
pagazione del  suono,  argomento  spinoso  , sul  quale  lo  stesso  Newton  si  era  in- 
gannalo , e di  cui  non  si  aveva  per  anche  nium  buona  teoria  : vi  si  trovava  al- 
Itesi  una  dotta  discussione  del  quesito  delle  «orde  vibranti  , in  r4ii  le  opinioni 
sommamente  discrepanti  fra  loro  dei  più  grandi  geometri  di  quell'  epoca  , Eu- 
lero , d’  Alembert  e Daniele  Brrnoulli  , si  trovavano  giudicale  con  molla  saga- 
cità , mentre  il  quesito  stesso  era  trattato  eoo  uo*  analisi  non  meno  nuova  phe 
profonda.  Le  porte  ilrll*  Accademia  di  Berlino  non  tardarono  a dischiudersi  per 
un  unno  che  si  annunciava  con  tanta  superiorità.  Eulero  , direttore  della  elesse 
di  matematiche  di  quell’  accademia  , gliene  diede  la  nuova  con  ooa  lettera  som- 
mamente lusinghiera  del  di  2 Ottobre  1759.  Nel  1762;  comparve  un  secondo  vo- 
lume della  Società  di  Torino,  che  non  fece  meno  onore  a Lagrange:  vi  esten- 
deva le  sue  rii-erebe  precedenti  rapporto  alle  corde  vibranti  e alla  teoria  del  suo- 
no; e soprattutto  vi  pubblicava  i suoi  primi  lavori  sul  metodo  delle  variazioni, 
e sulle  numerose  applicazioni  che  aveva  saputo  fare  di  tal  nuovo  ramo  di  cal- 
colo. Lagrange  riporlo  nel  176$  il  premio  proposto  dall'  Accademia  di  Pa- 
rigi per  la  teoria  della  librazione  della  luna.  La  sua  memoria  , che  presentava 
una  soluzione  compiuta  del  quesito  proposto,  conteneva  inoltre  i primi  germi 
del  gran  concello  che  servi  in  seguito  di  base  alla  Meccanica  analitica.  Tale  me- 
moria fu  nceolta  con  ammirazione,  perché,  dice  uno  de1  suoi  biografi,  mostrava 
già  ai  geometri  tutta  la  generalità  dal  principio  fecondo  delle  celerità  virtuali, 
e il  suo  stretto  legame  con  gli  altri  principi  della  dinamica. 

Nell'  elà  in  cui  si  comincia  appena  a prodursi  nel  mondo  senz'  altro  appoggio  che 
quello  di  speranze  bene  spesso  deiose,  Lagrange  «Veva  in  Europe  la  reputazione 
di  un  dotto  di  primo  ordine.  Ebbe  egli  allora  il  vivissimo  desiderio  di  conoscere 
gli  uomini  eminenti,  che  con  tanta  premura  avevano  accolto  ciò  che  egli  chia- 
mava modestamente  i suoi  saggi  ; ma  soprattutto  verso  la  Francia  erano  rivolti  i 
suoi  -sguardi.  Finalmente  gli  ardenti  suoi  voti  furono  soddisfatti:  ei  si  recò  a 
Parigi,  ove  Clairaut,  d'  Alembert  e i loro  principali  confratelli  lo  accolsero  con 
le  più  lusinghiere  attenzioni.  Una  malattia  pericolosa  lo  costrinse  a ristringere 
il  suo  soggiorno,  e,  di  ritorno  a Torino,  si  applicò  con  nuovo  ardore  ai  lavori  che 
sopra  di  Ini  avevano  attirato  1*  attenzione  dell'  Europa  dotta. 

Lagrange  si  diede  allora  a nuove  e profonda  ricerche  sul  calcolo  integrale,  sulle 
differenze  parziali  , sol  moto  dei  fluidi  e sui  metodi  di  approssimazione  , nei 
quali  introdusse  notabili  perfezionamenti.  Nello  slesso  lavoro  ne  fece  un'appli- 
cazione importantissima  ai  movimenti  di  Saturno  e di  Giove,  e vi  diede  il  pri- 
mo le  espressioni  esatte  delle  variazioni  di  tre  elementi  planetarj,  applicazione 
che  può  considerarsi  come  uno  dei  fondamenti  della  beila  teoria  alla  quale  ò il 
suo  nome  inseparabilmente  associato.  Nel  ip€6  ottenne  pure  il  premio  |>roposto 
dall'  Accademia  delle  Scienze  per  una  teoria  dei  saettili  di  Giove,  problema  emi- 
nentemente difficile,  e che  si  potrebbe  chiamare  de' sei  corpi.  In  progresso  ot- 
tenne un  simile  onore  in  tre  altri  concorsi , e forse  non  si  valuterebbe  giusta- 
mente quanto  siffatti  trionfi  hanno  in  sé  di  onorevole,  ove  non  s!  aggiungesse  che 
erano  i punti  i pia  importanti  della  scienza  , sui  q unii  si  chiamavano  gli  sfarzi 
dei  geometri,  e che  i grandi  progressi  dell' astronomia  fìsica  nel  secolo  scorso, 
sono  dovuti  per  la  maggior  parte  ai  quesiti  che  furono  in  tal  guisa  proposti  e 
risoluti.  Fu  in  quel  tempo  eh'  ei  lasciò  Torino  per  non  più  ritornarvi.  Il  6 No- 
vembre del  17GG  prese  possesso  del  posto  di  direttore  dell'  Accademia  di  'Berlino, 
posto  offertogli  da  Federico,  quando  Eulero,  che  ditirapegnava  per  P ovanti  tale 
ufficio,  tornò  a Pietroburgo, ove  lo  richiamavano  gravi  inTéressi  di  famiglia.  Egli 
uou  lardò  a provare  quanto  fosse  degno  di  occupare  quel  posto  importante,  fli- 
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cerche  piene  di  originalità  tulio  tautocrone  , e fui  modo  di  concludere  la  paral- 
lasse del  sole  dietro  il  passaggio  di  Venere,  a cui  tolte  le  menti  erano  allora  ri- 
volle, resero  segnalalo  il  suo  arrivo,  non  che  un  gran  lavoro  sulle  equazioni  nu- 
meriche, che  é la  base  del  trattato  cui  pubblicò  in  progresso  su  tale  argomento, 
e la  memoria  sulle  equazioni  letterali,  in  cui  si  trova  l’utile  e famoso  teorema 
che  porla  it  suo  nome.  Poco  dopo,  pubblicò  le  sue  riflessioni  sulla  risoluzione 
algebrica  delie  equazioni,  che  serviranno  luogo  tempo  di  faro  ai  geometri  in  tele 
spinosa  materia,  ed  il  saggio  si  ingegooao  sui  principj  del  calcolo  differenziale  e 
integrale,  prima  sorgente  della  sua  Teoria  delle  funzioni  analitiche  y nel  quale 
un  uso  felice  ed  ardito  dell'  induzione  c dell'analogia  lo  mise  io  possesso  di  un 
numero  grande  di  teoremi  non  meno  nuovi  ohe  importanti.  A tali  lavori  tennero 
dietro  infiniti  altri:  poiché  in  più  di  venti  anni  che  fu  direttore  dell'Accademia 
di  Berlino,  pubblicò  nella  sua  raccolta  da  sessanta  dissertazioni  su  tutte  le  parli 
delle  matematiche , e principalmente  sulle  differenze  parziali,  sugl' integrali  par- 
ticolari , sulle  differenze  finite  , sulle  probabilità  , sulla  teoria  dei  numeri  , e 
sulle  questioni  più  alte  dell'  astronomia  generale  e della  meccanica  celeste;  il  clic 
non  gl'  impediva  d'  inviare  anche  memorie  all'  Accademia  di  Torino,  superba  «k 
essere  siala  il  teatro  de’  suoi  primi  successi  , ed  a quella  «li  Parigi  che  sino  dal 
1772  si  era  falla  sollecita  di  crearlo  uno  de’  suoi  otto  soéj  stranieri.  « Non  vi  vo- 
ti leva  meno,  è stalo  detto  con  ragione,  di  una  si  grande  estensione  d' ingegno 
n e di  una  fecondità  si  prodigiosa  per  succedere  ad  un  uomo  come  Eulero  y ma 
n fu  d'  uopo  altresì  convenire  che  Eulero  aveva  uo  degno  successore». 

La  perdita  di  una  sposa  che  adorava  inspirò  a Lagrange  alcun  disgusto  pel 
soggiorno  di  Berlino;  e tale  disgusto  si  accrebbe  if\  seguito  per  la  morte  di  Fe- 
derico  che  addusse  rilevanti  mutamenti  in  Prussia,  i dotti  stranieri  , che  aveva- 
no dato  all'accademia  di  Berlino  il  lustro  di  cui  aveva  brillalo  momentaneamen- 
te , non  vi  godevano  più  la  stessa  considerazione  , e Lagrange  ricevè  le  pii*  van- 
taggiose esibizioni  dai  .ministri  delle  corli  di  Napoli,  di  Toscana  e di  Sardegna 
che  avrebbero  ambito  di  possedere  un  uomo  del  suo  merito.  11  celebre  àlirabeau. 
che  allora  trovava»»  a Berlino,  era  riuscito  a penetrare  nella  società  intima  di 
qoeslo  gran  geometra  , e l'aveva  veduto  I'  oggetto  del  più  tenero  rispetto  per 
parte  dello  scarso  numero  di  persone  che  polevauo  apprezzarlo.  Adescalo  dai  van- 
taggi che  riusciti  sarebbero  per  I'  onore  dell'  Accademia  di  Parigi  dal  possedere 
un  sì  raro  ingegno,  scoperse  senza  fatica  la  segreta  tendenza  che  Lagrange  avea 
sempre  avuto  per  la  Francia,  e si  adoprò  perchè  dal  ministro  di  Luigi  XVI  gli 
venisse  profferta  una  pernione  di  6000  franchi,  l'alloggio  nel  Louvre  e il  titolo 
«li  Pensionario  veterana  col  diritto  del  voto  in  tutte  le  deliberazioni  dell'  Ac- 
cademia. Con  premura  accettò  Lagrange  tali  proposizioni,  e venue  nel  1787  a 
stabilirsi  uella  capitale  della  Francia,  ove  i suoi  nuovi  confratelli  si  mostrarono 
fortunati  e gloriosi  di  possederlo.  La  Meccanica  analitica  copi  parve  nel  1788, 
e quest'opera  di  geuio  , opera  che  sola  basterebbe  alla  gloria  di  Lagrange,  fu 
pubblicata  io  un'  epoca  in  cui  pareva  che  la  più  strana  rivoluzione  si  effet- 
tuasse uella  sua  mente.  Per  luogo  tempo,  dice  Delarobre  nell'  elogio  di  questo 
grande  geometra,  ei  comparve  distratto  c malinconico.  Sovente  , in  una  compa- 
gnia che  doveva  essere  perfettamente  conforme  al  suo  gusto,  in  mezzo  ai  dotti 
che  era  veoulo  a cercare  sì  di  lontano  , fra  gli  uomini  i più  distinti  di  tulli  i 
paesi  che  ogui  settimana  si  adunavano  in  casa  dell' illustre  Lavoisier,  vedeyasi 
pensoso,  appoggiato  ad  una  finestra  ove  nulla  richiamava  i suoi  sguardi,  restando 
estraneo  affatto  a quanto  si  diceva  intorno  a lui.  Egli  stesso  confessava  di  aver 
perduto  il  gusto  delle  ricerche  matematiche , « di  nnu  provar  più  quell'entu- 
siasmo che  si  riaccese  in  seguito  con  tanto  calore.  Quale  è duoque  la  causa  di 
questa  malinconia  profonda  nella  quale  il  genio  aiua  talvolta  d'isolarsi? 
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Cominciò  frattanto  iì  gjran  dramma  della  rivoluzione  francese  , e Lagrange  si 
trovò  ben  presto  espmsto  alle  orarteli  vicissitudini  che  ne  segnalarono  le  diverse 
peripezie.  Strano  accecamento  delle  fazioni  che  abbandonò  al  ferro  dei  carnefici 
gli  uomini  detta  scienza  e del  progresso  in  nome  di  una  rivoluzione  che  si  van- 
lava  di  volere  iucoragg ire  il  progresso!  Il  carattere  pacifico  di  Lagrange  lo  allon- 
tanò dalla  scena  procellosa  delle  passioni  di  quel  tempo;  quantunque  T attiva  sua 
curiosità  fosse  stata  eccitata  da  quella  terribile  commozione.  Ei  credeva  poco  ai 
pretesi  roigliorameuti  che  i riformatori  promettevano  al  popolo , pure  prese 
patte  ad  una  delle' innovazioni  le  più  felici  di  quell’  «poca , vale  a dirè  alto  sta- 
bilimento d’  un  sistema  metrico  , generale  ed  uniforme  , la  cni  base  era  presa 
nella  natura.  Nel  4791  , l'assemblea  nazionale , sulla  proposizione  del  deputato 
Duséjour  , membro  dell'  accademia  , gli  conservò  con  un  decreto  la  pensione 
che  gli  aveva  accordata  Luigi  XVI.  La  stessa  assemblea  lo  nominò  successiva- 
mente membro  «li  una  commissione  incaricata  di  ricompensare  le  invenzioni 
riconosciute  utili  ed  uno  dei  tre  amministratori  della  zecca.  Ma  ei  non  volle  oc- 
cupare quest' alt  imo  impiego  che  persei  mesi,  t nel  Maggio  1792  sposò  mada- 
migella Leroonnier,  e visse  nella  ritiratezze  fino  al  1793,  epoca  in  cui  Un  de- 
creto del  16  Ottobre  obbligava  talli  gli  stranieri  ad  uscire  dalla  Francia.  Ad 
onta  delle  disgrazie  che  opprimevano  .questo  paese,  Lagrange  temeva  il  momento 
di  una  separazione  che  avrebbe  considerata  come  un  esilio.  Ma  Guy ton-«le- Mor- 
resti ottenne  dal  comitato  di  salute  pubblica  un  ordine  che  poneva  t*  illustre 
autore  della  Meccanica  analitica  in  requisizione  per  continuare  dei  calcoli  sulla 
teoria  dei  projetti,  e lo  conservò  cosi  alla  Francia  che  tanto  amava.  Prima  che 
giorni  migliori  sorgessero  nel  nostro  desolato  paese,  Lagrange  ebbe  il  dolore  di 
vedere  immolare  i snoi  migliori  amici,  Pailly  e Lavoisier.  La  morie  di  quest'  ul- 
timo soprattutto  lo  immerse  neP' afflizione.  w Un  solo  momento,  diceva  egli  a 
* Delambre,  è bastato  loro  per  far  cadere  quella  testa , e cento  anni  forse  nou 
v»  basteranno  per  riprodurne  una  simile  !n 

Tuttavia  osci  finalmente  l’ordine  dal  caos  rivoluzionario,  e gli  atti  del  governo 
regolare  e sociale  vennero  a rassicurare  la  società,  si  a lungo  e sì  profondamente 
lacerata.  La  scuola  normale  e la  scuola  politemiica  furono  creale,  e questi  sta- 
bilimenti, di  coi  l'ultimo  specialmente  sì  nazionale  e sì  grande  ha  brillalo  di 
tanta  luce  fra  le  glorie  nuove  della  Francia , annoverarono  Lagrange  nel  mimerò 
«lei  loro  professori.  Fu  per  gli  alunni  della  scuola  politenhica  che  Lagrauge,  ri- 
prendendo le  antiche  sue  meditazioni  sui  fondamenti  del  calcolo  differenziale, 
diede  loro  quell*  aspetto  che  sviluppò  nella  sua  Teoria  delle  funzioni  analitiche. 
fc  difficile  il  farsi  un'idea  dell' entusiasmo  col  quale  gli  uditori  di  Lagrange  ascol- 
tavano le  sue  lezioni  e del  loro  religioso  silenzio  quando  un'interruzione  improv- 
visa indicava  nell'  illustre  geometra  una  di  quelle  distrazioni  profonde  in  cui 
talvolta  P immergeva  qualche  idea  improvvisa.  Quei  giovani  ardenti  e consacrati 
al  servizio  del  loro  paese  portavano  lungi  nella  Francia  f e nei  campi  , e ne» 
paesi  stranieri,  ove  gli  chiamava  il  loro  dovere,  la  memoria  del  loro  illustre 
maestro , e SI  tenero  affetto  con  cui  lo  amavano.  Il  nome  di  Lagrange  era 
allora  uno  dei  più  popolari  della  Francia.  In  quell'epoca  fu  creato  l'Istituto  na- 
zionale, e Lagrange  fu  il  primo  scritto  sulla  lista  de* suoi  membri.  Pochi  anni 
dopo,  un*  utile  imitazione  di  un  paese  vicino  fece  che  in  Francia  fosse  istituito 
un  ufizio  delle  longitudini,  e Lagrange  vi  fu  pure  il  primo  nominalo.  Tali  onori 
non  erano  sterili  : rianimavano  il  suo  ardore  come  se  avesse  avuto  bisogno  di  pro- 
vare quanto  erano  legittimi,  e di  mostrare  al  mondo  dotto  i suoi  diritti  ad  otte- 
nerli. Histampandn  allora  le  sue  memorie  sulle  equazioni  numeriche,  vi  aggiunse 
col  titolo  di  Note  un  ristretto  ammirabile  delle  teorie  più  profonde  sulla  loro 
risoluzione.  Vi  si  osservarono  sojnal  tùlio  le  «lolle  analisi  di  tutti  i melodi  che 
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avevano  preceduto  i snoj  : analisi  (he  faranno  la  dispersione  di  chi  vorrà  un 
giorno  scrivere  la  storia  della  scienza,  e che  egli  solo  ha  potuto  eguagliare  in  al- 
cuni altri  luoghi  delle  sue  opere.  11  direttorio  % commosso  dal  lustro  che  i lavori 
di  quest1  uomo  sommo  recavano  alla  Francia  , lustro  che  refluiva  sulla  sua  am- 
roinislrazione,  gli  decretò  una  di  quelle  ricompense  yhe  rammentano  l'eroismo  e 
la  nobile  semplicità  «Ielle  antiche  repubbliche*  Nel  momento  io  cui  il  Piemonte 
io  seguito  delle  vittorie  «Ielle  armi  repubblicane  restò  sottoposto  al  governo  fran- 
cese, non  si  dimenticò  che  era  quello  il  paese  nativo  di  Lagrange,  e che  suo 
padre,  in  età  di  90  anni  , viveva  ancora  a Torino.  11  ministro  degli  affari  esteri 
ricevè  allora  l'ordine  di  scrivere  al  commissario  civile  del  -direttorio  in  quella 
città:  * V»  recherete  dal  venerabile  padre  dell*  illustre  Lagrange,  e gli  direte  che 
v>  nei  recenti  avvenimenti  politici  , i primi  sguardi  del  governo  francese  si  sono 
» rivolli  verso  di  lui,  e che  vi  ha  incaricato  di  recargli  la  testimonianza  del  vi- 
si vissiroo  interesse  che  gl'  inspira,  ec.  *1. 

11  commissario  del  diietlorio  rispose  che  appena  ricevuta  tal  lettera  si  era  tra- 
sferito alla  casa  del  padre  di  Lagrange,  seguito  dai  generali  dell' armata  e d« 
parecchi  cittadini  distinti  delle  due  uazioui , ed  ivi  dopo  averli  letto  il  dispaccio 
officiale:  71  Felice  padre,  gli  aveva  soggiunto,  godete  della  riconoscenza  di  tutti 
» gli  amici  della  verità  ; io  sono  in  questo  islaote  1*  interpetre  dei  loro  senii- 
n menti.  Candele  della  fortuna  di  aver  dato  la  nascila  ad  un-  uomo  che  col  suo 
« sublime  ingegno  onora  P uman  genere,  che  il  Piemonte  va  orgogliosodi 
si  aver  veduto  nascere,  e che  la  Francia  si  vaola  ora  di  annoverare  Ira  i suoi 
« cittadini,  n Ecco  la  risposta  del  rispettabile  vecchio  : n Questo  è il  più  felice 
91  giorno  «Iella  mia  vita,  e lo  debbo  a mio  figlio.  Testificale  al  governo  francese 
91  la  mia  riconoscenza.  E mio  figlio!  sono  3a  anni  che  non  l'ho  veduto...!* 
Ki  non  doveva  più  rivederlo.  In  tal  tempo  nuovi  onori  sopraggiunsero  a rendere 
un  luminoso  omaggio  ali'  ingegno  di  La  grange.  1 destini  della  Francia  erano  can- 
giali, e il  capo  dello  stato,  che  era  stato  suo  collega  nell'  Istituto,  lo  nominò 
membro  del  senato,  grande  ufficiale  della  legione  d'onore,  e fioco  dopo  conte 
dell' impelo  e gran  croce  dell'ordine  della  riunione.  Lavori  dell'ordine  il  piu 
elevalo  segnati»  questo  pcri<xlo  della  sua  vita.  Gauss  aveva  pubblicato  nel  1801 
le  sue  dotte  Disquisitiones  jarithmeticac\  esse  terminavano  con  un  metodo  som- 
mamente originale  per  la  risoluzione  delle  equazioni  a due  termini,  di  un  grado 
espresso  da  un  numero  primo.  Lagrange,  colpito  dalla  bellezza  «li  tale  scoperta, 
fece  un’applicazione  sì  felice  dei  principi  ohe  aveva  altra  volta  stabiliti  per  la 
risoluzione  generale  «Ielle  equazioni,  che  seppe  rendere  la  teoria  di  Gauss  affatto 
indipendente  dalle  equazioni  ausiliari  che  bisognava  considerarvi,  e liberarla  da I- 
F inconveniente  che  nasceva  dall’ambiguità  delle  radici.  Tale  importante  lavoro 
pni  progressi  all’analisi  algebrica,  formò  la  materia  di  due  profonde  memorie,  di 
cui  arricchì  una  nuova  edizione  delle  sue  Equazioni  numeriche , pubblicata  nel 
1808.  Nello  stesso  anno  inventò  la  celebre  teoria  della  variazione  delle  costanti 
arbitrarie  , e ne  fece  1’  applicazione  alle  più  grandi  questioni  di  dinamica  e di 
meccanica  celeste.  Deliberò  fin  d’  allora  di  ripubblicare  la  Meccanica  analitica , 
alla  quale  divisava  da  molti  anni  di  fare  importanti  aggiunte,  riferibili  princi- 
palmente al  sistema  del  mondo.  Voleva  trattarne  i grandi  fenomeni  coi  metodi 
«li  una  rara  eleganza  che  gli  erano  proprj,  e ripubblicare  con  nuova  diligenza  le 
belle  applicazioni  contenute  nelle  memorie  di  Berlino  per  gli  anni  1780-84*  ^ 
primo  volume  di  tale  grande  opera  comparve  nel  1811,  e , fra  le  numerose  ag- 
giunte clic  vi  si  facevano  osservare,!  geometri  distinsero  parecchie  importanti  ri- 
torcile sull  attrazione  delle  sferoidi  e sulla  figura  dei  piaurti  traila  dalle  leggi 
«lell  idrostatica,  non  meno  che  un'analisi  .profondissima  dei  moli  oscillatori  di 
uu  sistema  di  piccoli  corpi  , iu  cui  perfezionava  ancora  le  antiche  sue  soluzioni 
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Uel  problema  delle  corde  vibranti.  Attenderà  con  somma  attività  agli  altri  'vo- 
lumi , quando  con' piò  ardore  che  prudenza  intraprese  in  pari  tempo  a rivedere 
ed  ati mentire  la  sua  Teoria  delle  funzioni  analitiche^  di  cui  pubblicò  una  se- 
conda edizione  uel  principio  del  »8i3.  Tale  eccesso  di  fatica  aveva  e»au&le  Je 
sue  forze,  e frequenti  deliqui  cominciarono  ad  assalirlo;  ei  però  non  ces*ò 
di  attendere  alla  revisione  delia  sua  Meccanica  : taje  - applicazione  aggravò  il 
male  da  cui  era  attaccato,  e non  tardarono,  a m ini  Colarsi  i sintomi  1 più  allar- 
manti. Conobbe  il  pericolo  in  cui  trova  vasi  ; ma  , dice  Delavnbre,  conservando  la 
sua  imperturbabile  serenità  studiava  ciò  che  accadeva  in  lui;e1corae  se  non  avesse 
fatto  che  assistere  ad  una  grande  e rara  esperienza,  vi  dava  tutta  lasua  atten- 
zione. Spirò  in  mezzo  ai  tuoi  amici  il  \o  Aprile  »8i3:  tre  giorni  dopo,  le  sue  spo- 
glie mortali  furono  depesle  nel  Panteon.  • / * 

Questo  sarebbe  il  luogo  conveniente  per  esaminare  ed  esporre  nel  loro  insieme 
i gloriosi  suoi  lavori  e le  scoperte  memorando  delle  quali  per  tento-  tempo  ha  ar- 
ricchito la  scienza.  Ma  tale  rivista  oltrepasserebbe  i limiti  del  nostro  piano,  perciò 
ci  ristringeremo  a dar  qui  la  listn  di  quelli  tra  i suoi  scritti  che  sono  stati  pub- 
blicati se  parata  meni  e,  e*  periorrendo  i quali  ci  risale  alla  sorgente  di* ‘un  gran 
liirme  vici  quale  abbiamo  fin  qui  ammirala  il  coeso  maestoso.  1 Additions  à 
l'Algèbrc  d)  Euler\  tali  addizioni  occupano  trecento  pagante  del  secondo  vplumc 
di -quest' opfTJ,  che  è stata  stampata  a Lionp  nel  177$  in  due  volumi  in-8;  ri- 
stampala nel  179G,  e riprodotta  da  Garnier  nel  1807  a Parigi,  li  Mécanique  una- 
Ijtiqucy  Parigi,  1787.  La  seconda  edizione  ha  due  volumi:  il  primo  comparve 
nel  181 1 « ed  «1  secondo  nel  181E».  dopo  la  morte  dell'autore,  per  le  cure  dei  jigg. 
Prony  , »Garnier  e Rinet.  ili  Thdorie  des  fonctions  analytiques , Parigi,  anno 
V (1797),  in-4  ; a*  ediz.,'i8i3;  IV.  Resolutioa  des  òquations  numérù/ues,  Parigi, 
anno  VI  (1798),  in-4‘,  aa  <diz.  1808;  3“  ed  U- , 182G;  V Lecons  sur  le  caletti  des 
fonctions , Parigi  , 180G,  in-8;  VI  Lecons  cf  arit/imetù/ue  et  d' al  gè òr e , donnees 
ù f Eco  le  normale:  esse  comparvero  diverse  volte  iu  differenti  raccolte:  la  rai- 
gliote  .edizione  si  trova  nei  fascìcoli  J,  e 8 del  Giornale  della  scuola  politecnica. 
VII  Essai  d'  arithmètiqne  polii t*/ue  , nella  raccolta  pubblicata  «la • Roederet  f su- 
do IV  ( 1 79G  ).  Esistono  inoltre  di  Lagfange  cento  e più  memorie  nelle  colle- 
zioni accademiche  di  Torino,  di  Parigi  e dì  Berlino,  ut  R* Effemeridi <f»  quejt’ ul- 
tima città,  nella  Connuissance  des  te/nst  e pel  Giornale  della'  scuola  poli  Unnica. 
Egli  ba  lasciato  pure  una  gran,  quantità  di  manoscritti  plic  Carnet,  ministro 
dell'interno'  nel  i8i5,  fece  acquistare  dal  governo  e donò  all' Istituto.  « 
EAIIIKE  (Filippo  di),  distinto  geometra , ed  àuto  dei  membri  più  laboriosi  e più 
utili  dell’  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi,  nacque  in  q inasta- città  il,  18  Marzo 
1G40.  Alt' età  di  17  anni  perde  sao  padre,  Lorenzo  dl-Lahlrc,  pittore  ordinario 
del  tc  , il  quale,  lo  destinava  a rimpiazzarlo -ntll' arte  sua,  di  cui  gl' insegnò  i 
primi  elementi.  Ma  altre  disposizioni  attiravano  il  giovane  Labire  ad  un  diverso 
arringo;  e,  secondo  Fonlenelle  , si  potè  di  buon'  ora  prevedere  che  il  giovane 
pittore  satebbesi  presto,  cangialo  in  un  gran  geometra.  U dolore  che  ebbe  a pro- 
sare per  la  perdita  crudele  da  lu»  sofferta  ed  una  gravissima  affezione  fisica- lo 
condussero  iu  Italia,  .ove  con  secaesro  si  applicò  allo  studio  della  geometria.  Al 
suo  ritorno  a i'arigi , Dcsargucs  lo  incaricò  di  condurre  a termine  la  seconda 
parte  del  suo  Trattato  del  taglio  cURe  pietre , Tale  lavoro  fu  stampalo  se- 
paratamente, é fece  conoscere  vantaggiosamente  ai  doti»  il  suo  uutpre.  ftel  »Gj3 
e 1676,  LaUirc  pubblicò  diversi  trattati  sulle  sezioni-  paniche  e sulla  cicloide, 
curva  allora  in  moda,  i quali  posero  il  suggello  alla  sua  -reputazione  e lo  (fiero 
entrare  nell' Accademia  delle- Scienze  nel  .1G78.  Il  titolo  di  accademico  nyo  ral- 
lentò puntoli  suo  zelo  per  la  scienzq , e ncUauno'v.be  tenue  dieRo  al  suo.riccv»- 
Uis.  di  Mal.  +ol.  VL.  ' % * ...  . • 3? 
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m«nlo  pubblicò  in  uno  (lesto  volume  Ire  trattati  che  sembrano  avere  avuto  per 
oggetto  lo  sviluppo  <li  alcuni  passi  oscuri  «Iella  geometria  «li  Descartes:  il  primo 
i consacrato  alle  seiioni  coniche,  il  secontlo  ai  luoghi  geometrici,  e il  terzo  alla 
costruzione  delle  equazioni..  Fu  in  tale  epoca  che  l’ illustre'  Colbcrt  concepì  il 
piano  «li  una  carta  generale  del  regno  di  Francia.  Picard  e Lahire  furono  scelti 
per  andare  in  Bretagna  onde  farvi  delle  osservazioni  che  dovevano  servire  di 
riprova  all"  esattezza  di  questo  bel  lavoro:  i due  geometri  percorsero  io  seguilo 
il  littorale  della  Guascogna  di  cui  rettificarono  la  forma  , dimostrando  che  era 
pressoché  diritto  invece  che  curvo  eoroe  era  stalo  supposto.  Nel  1G81,  Lahire 
ebbe  ordine  «li  separarsi  da  Picard  e di  andare  a determinare  la  posizione  di 
Calais  e di  Dunkerquc.  Misurò  in  pari  tempo  la  larghezza  del  passo  della  Ma- 
nica dalla  punta  del  bastione  del  Ilisban  fino  al  castello  di  Douvres,  e la  trovò  di 
zi3Go  lese.  Lahire  misurò  quindi  sulla  spiaggia  del  mare  una  base  di  a5oo  tese, 
che  fu.il  fondamento  de’ suoi  triangoli,  e visitò  nel  i<J8a  le  cosle  della  Provensa 
per  terminare  la  grande  intrapresa  di  Colbert.  In  tutti  questi  viaggi , dice  Foule- 
nrlle.  ei  non  si  limitava  alle  operazioni  che  erano  lo  iCQpo  suo  principale;  fa- 
ceva ancora  delle  osservazioni  sulle  variazioni  dell'ago  magnetico,  sulle  refla- 
zioni, sull’altezza  delle  montagne,  aul  barometro,  ec.  Ei  non  seguiva  solamente 
gli  ordini  del  re,  Ai%  anco  il  suo  gusto  e la  sua  ardente  passione  di  apprendere. 

Nel  iG8a  ; questo  laborioso  geometra  pubblicò  uu  trattato  di  gnomonica  , che 
è alato  ristampato  con  aggiunte  nel  1G98.  La  morte  di  Colbert  interruppe  ad  un 
tratto  i lavori  per  suo  ordine  intrapresi  all' oggetto  di  ultimare  la  meridiana  co- 
minciata da  Picard,  che  Lahire  continuava  dalla  parte  di  settentrione,  mentre 
Cassini  la  proseguiva  dalla  parie  di  mezzogiorno,  Allora  Lahire  fu  impiegalo  da 
Louvois,  successore  del  gran  ministro  che' la  Francia  avea  di  recente  perduto,  nei 
lavori  di’  livellamento  ebe  avevano  per  oggetto  di  condurre  a Versailles  le  acque  del- 
1’  Eure.  Nel  jG85  , P infaticabile  Lahire  pubblicò  in  un  sol  corpo  di  opera  il  re- 
sultato di  lutti  i suoi  stuilj  sulle  sezioni  cooiebe.  Questa  teoria  compariva  allora 
per  la  prima  volta  nel  suo  insieme  dedotta  da  principi  semplici  e nuovi;  cosi 
1'  opera  di  Lahire  ottenne  in  tutta  1’  Europa  nn  immenso  successo.  Due  anni  do- 
po, pubblicò  le  tavole  del  sole  e della  luna,  ed  un  metodo  per  facilitare  il  cal- 
colo itegli  ccclissi.  Tulli  i rami  delle  matematiche  finalmente  sono  siali  l'oggetto 
dei  lavori  di  Lahire,  dei  quali  meglio  si  comprenderli  l'importante  cumpleiso  dalla 
nota  dello  opere  òhe  ha  pubblicale  sulle  diverse  materie  ebe  ne  sono  P oggetto. 

Lahire  ha  fatto  poco  per  la  teoria  della  scienza,  ma  le  operazioni  che  ba 
condotte  a termine  danno  un’ alta’  idea  della  sua  sagacith,  del  suo  amore  pel  la- 
voro e de’suoi  talenti.  Non  possono  troppo  onorarsi  i nomi  dei  più  grandi  geo- 
metri che  sacrificano  la  gloria  delle  .sublimi  speculazioni  alla  feliciti  di  fenderti 
utili  ai  loro,  paese  per  mezzo  di  pratiche  applicazioni.  Quegli  ili  cui  abbiamo 
rapidamente  esposto  r lavori  ebbe  una  vita  pacifica-  di  cui  lo  sludiq  occopò  tulli 
.gl’  istanti.  Alieno  da  ogni  ambizione,  di  costumi  dolci  e puri,  Lahire  mori  a 
Parigi  i)  21  Aprile  1719,  senza  aver  provalo  le  infermità  che  opprimono  la.  vec- 
chiaia * amalo  e rispeltato  da  tulle  quelle  persone  in  mezzo  alle  quali  era  vis- 
suto. vt  Tutte  le. sue  giornate,  soggiunge  Fontenelie  nel  terminare  il  suo  elogio, 

erano  interamente  dedicate  allo  studiose  le  sue  notti,  spesso  interrotte  dalle 
n osservazioni  astronomiche.  Niun  divertimento  inori  che  quello  di  cangiar  di 
rr  lavoro;  niun  altro  esercizio  corporale  che  quello  di  andare  alTOsscrvalorio,  al- 
vi l'Accademia  delle  Scienze,  a quella  di  turchi  lettura,  e al  Collegio  Reale  dì  cui 
« era  professore.  Ha  avuto  la  fortuna  ch$  l'età  non  l’ha  consunto  lentamente,  nè 
r>  Ali  ha  fatto*  soffrire  una  lunga  e langucute  vecchiaja.  Quantunque  carico  di  anni, 
n non  è stalo  vecchio  che  pèr*  un  mese  , almeno  da  nou  potersi  recare  ali1  acca- 
di demia;  in  quanto  alla  sua  mente,  non  ha  mai  invecchiato. 
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Ecco  i titoli  e l'elenco,  per  ordine  di  data,  delle  opere  di  Lahire.  1 Nou- 
% fèlle  mètìiode  de  geometrie , pour  la  seetion  der  super ficies  coniane!  et  cy- 
lindriquef , Parigi,  1673,  io-ij;  Il  De  Cycloide , ophscu/um , ivi,  167G,  u>-4  ; Ili 
tfouveahx'tlémens  des  sectiorm  coniqùes  ; tes  Lieux  géomdtriques  ; ìq  Const ril- 
ettoti ou  ejfetlioa  des  équations  , ivi  , 1679  , in-12;  gli  Elementi  delle  sezioni 
coniche  vennero  rifusi  ne' suoi  da  Muudail:  gli  altri  due  trattati  sviluppano  la 
geometria  di  Cartesio;  IV  La  Gnomòniche , ou  V art  de  tracer  des  cadrans  , 
ivi,  1682,  in-12;  nuova  edizione  sommamente  aumentata,  ivi,  1698.  Quest'opera 
utilissima,  che  sembrò  eccèllente  nel  tempo  in  cui  fu  pubblicala,  é stata  eccliseala 
dv  Quella  di  D.  Bedos  de  Celles,  sullo  stesso  argomento;  V S celione*  conica*  in 
IX  libros  dis tributo*,  ivi,  iG85,  itl-fol.:  è Un'opera  preziosa  per  quelli  cui  è famiglia- 
re il  lingaaggio  degli  antichi  geometri.  Si  veda  -ciò  che  ne  dice  Montucla  'bella 
sua  Storiò  delle  Materna  ti  che,  Tom.  Ilf,  pag.  7.  VJ  Tabutae  astronomicae,  Lu- 
dovici magni  jussu  et  munijicentia  exoratae,  ivi,  *702,  in-<j.  La  prima  parie  di 
queste  tavole,  come  abbiamo  dello  di  sopra,  era  già  comparsa  nel  1687.  Lahire 
vi  aveva  aggiunto  la  descrizione  di  una  macchtua  di  sua  invenzione  che  indicava 
tutti  gli  ecclissi  passati. e futuri,  non  meno  che  i mesi  e gli  anni  lunari  con  le 
epa  Ite.  Questa  macchina  ero  di  una  costruzione  semplicissima,  e poteva  mettersi 
nella  cassa  di  un-  pendolo.  Fontenelle  soggiunge  che  tennero  costruite  parecchie 
di  queste  macchine ,, una  delle  quali  . destò,  il  massimo  stupore  all' imperatore 
della  China  a cui  era  stata  inviata'  insieme'  cón  parecchie  altre  curiosità  di  Eu- 
ropa. Quanto  alle  tavole  astronomiche , ebbero  un  gran  successo,  quantunque 
un  tale  Lcfèvre  ne  disputasse  la  ‘proprietà  a Lahire:  questi  le  tradusse  in  fran- 
cese, ma  non  furono  stampate  in  questa  lingua  che  nel  1735.  Furuuo  pure  tra- 
dotte fn  tutte  le  lingue  di  Europa;  ma  le  tavole  di  flalley  le  hanno  fatte  di- 
menticare affatto.  VII  L' Ecoìe  des  arpenteurs,  avec  un  abrégé  d'u  inveì lemeni , 
Parigi,  1689,  in-8;  ed  ivi,  1692,  1.728 ; Vili  Traile  de  mécaniquc  oà  fon 
èxpìique  tout  Ce  qui  est  necessaire  dans  la  pratique  des  arts , ivi,  1675,  in-12. 
Tale  opeVa  che  aveva  il  merito  di  esser  compiuta,  e che  d'altronde  era  un  trat- 
tato di  questo  ramo  della  scienza  notabilissimo  per  quel  tempo  , era  accompa- 
gnala da  uria  dissertazione  tulle  epicicloidi,  e sul  loro  uso  nella,  meccanica.  Fa 
maraviglia  che  tale  lavoro  abbia  somministralo  a fìossut  P occasione  di  denigrare 
il  carattere  è il  talento  di  Lahire  nella  stia  Storia  delle  matematiche. «Quésto 
scrittore  pretcnJe  che  Lahire  era  conosciuto  per  un  geometra  assai  mediocre: 
tale  asserzione  è affatto  gratuita,  ed  è poi  smentita  dai  lavori  pregevoli  dell'au- 
tore del  Trattato  di  meccanica  che  adesso  abbiamo  rammentato.  Si  trovano 
pure,  nella  raccolta  dell1  Accademia  delle  Scienze,  moltissime  memorie  di  Lahire, 
che  è slato  inoltre  l'editore  del  Traile  du.nivellemcnt  di  Picard,  e del  Traile 
du  mouvemeni  des  eaux  di  Mariotle,  cd  .ebbe  grati  parie  con  Boivin  e Theve- 
not  nell' edizione  dei  Veteres  mathemutici , Parigi,  iGg3,  in-fol. 

LALANDK  (Giuseppe  Girolamo  Lb-Faahcais  de),  uno  degli  osservatori  moderni i più 
rinomali,  nacque  a Bourg  in  Eresse  il  dVn  Luglio  1732.  Pochi  uomini  di'talento 
sono  giunti  al  gfado  di  celebrità  al  quale  è pervenuto  quest'astronomo,  celebrità 
popolare  anche  oggigiorno  in  Francia,  ove  il  nome  del  modesto  ed  illustre  abate 
La  tUilie  ly'n  è conosciuto  che  dalle  persone  che  si  occupauo  della  scienza.  Se 
L,il»dde  mimi  ha  fatto- veruni  grande  scoperta  che  giustifichi  la  sua  ‘reputazione, 
i »uni  numerosi  e pregevoli  Lavori  nou  meritano  meno  di  esser  rammentati,  quan- 
do ancora  itosi *afes*cro  avuto  altro  resultato  che  quello  di  render  popolari  ie  co- 
gnizioni astronomiche  e diffonderne  il  gusto  in  Francia.  % * * 

LalaAde  fu  allevato  ila  genitori  religiosissimi , ed  ebbe  a Lione  , per  protettore 
di  matematiche  il  p.  Beraud.  Sottoposto  lino  dalla  sua  infamia  alle  pratiche  piu 
minuziose  della  devozione,  e componendo  nei  suoi  primi  attui  romauzi  ni- 
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siici,  ed  anco  dei  sermoni  cui  recitava  in,  pulpito  in  veste  di  gesuita,  è dive- 
nulo  in  seguito  uno  dei  più  veementi  e audaci  apostoli  della  sella  euciclope- 
dica.  Quantunque  avesse  di  buon1  ora  palesato  un  talento  non  comune  , la  sjia 
inclinazione  pareva  che  lo  traesse  piuttosto  .agli  sludj  letterari  che  verso  le 
alte  spcculaziom  della  scicoza , quando  il  grand'  ccclisse  del  a5r  Luglio  17^8, 
eh'  ei  vide  osservare  a Lione  dal  p.  Bcraud,  determinò  la  sua  vocazione  per  1’ a- 
slronomia.  1 suoi  genitori  poco  lusingali  dalle  speranze  di  gloria  che  già  con- 
cepiva il  giovane  Lalande,  credettero  di  poter  distorglicrto  da  una  incliuazione 
.che  essi  consideravano  come  fuuesla  inviandolo  a Parigi,  oVc  fu  messo  a dozzina 
presso  un  procuratore.  Ma,  questo  procuratore  abitava  nel  palazzo  di  Cluni , ove 
Delisle  aveva  eretto  un  osservatorio  che  i lavori  di  Messier  avevano  reso  celebre. 
Lalande  assiste  ai  corsi  di  diritto  e divenne  avvocalo  per  compiacere  i suoi  genitori 
che  amava  moltissimo;  nel  tempo  stesto  assiste  alle  lezioni  che  Messier  dava  nel 
collegio  di-  Francia  e divenne  astronomo  per  soddisfare  alici  propria  incliuazione. 
Pare  che  il  corso  di  Messier  si  trovasse  spesso  deserto,  c die  Lalande  fosse  presse  a 
poco  il  sólo  suo  uditore:  perciò  il  vecchio  professore  gli  si  affezionò  e cercò  di  svi- 
luppare le  felici  <Uspo>it ioni  che  in  lui  aveva  scorte.  Quasi  nello  stesso  tempo, 
Lemonnier,  a cui  è dovuta  la  misura  di  un  grado  al  circolo  polare , apri  un  corso 
di  fisica  matematica,  e distinse  Lalande  tra' suoi  alunni.  Questi  non  tardò  a rea  bi- 
li re  tulle  le  speranze  che  aveva  fallo -concepire  a' suoi  due  maestri  che  fecero  a 
gara  per  affezionarselo  esclusivamente.  Lemonnier  ebbe  il  credito  di  fjrsi-  rimpiaz- 
zare dal  suo  protetto  per  la  determinazione  della  parallasse  della  luna  che  doveva 
eseguirsi  ngir  osservatorio  di  Bcrliqo,  dietro  l'opinione  di  La  Caillc  che 'deside- 
rava che  delle  osservazioni  falle  in, Europa  stabilissero  una  concordanza  utile  ai 
progressi  della  scienza  con  quelle  che  era  per  fare  al  Capo  di  Buona  Speranza. 
11  giovane  Lalande,  lrefo  di  essere  stato  incaricalo,  di  questa  commissione,  parli 
per  Berlino  , munito  di  tutte  le  istruzioni  non  meno  che  delle  raccomandazioni 
c degli  strumenti  neccsjarj  ; fu  presentato  a Federico,  che  lo. accolse  benissimo. 
Foco  tempo  dopo,  glande,  cui  la  sua  giovinezza  impedito  non  ave*  di  essere 
incaricato  di  pna  missione  importante, .e  che  veniva  consideralo  come  un  pro- 
digio , fu  ricevuto  membro  dell-  Accademia  di  Berlino.  Tale  circostanza  lo  pose 
in  relazione  con  Eulero,  <)a  cui  ebbe  la  fortuna^di  ricevere  dcllp  lezioni;  ma  nel 
tempo  medesimo  strinse  amicizia  eoo  lutti  i filosofi  di  Federico,  e in  mezzo  ad 
essi  perde  i sentimenti  di  religione  nei  quali  era  stalo  allevato.  Prima  di  tor- 
nare in  Francia,  pubblicò,  negli  fida  eruditorum  , le  particolarità  della  sua 
missione  pollo  questo  titolo:  V.  Dtlalaade  astronomi  regii , de  obseryationibus 
suis  berolinensitus  , ad  parallaxin  lutine  definiendam  , epistola  (1762).  Nel 
1753,  Lalande  in  età  appena  fli  ^cnti  anni  fu  ammesso  all'Accademia  delle 
Scienze  di  Parigi.  Il  suo  lavoro  sulla  luna  gli  somministrò  occasione  di  strin- 
gere amicizia  con  La  Caille;  ma  tale  amicizia  dispiacque  al  suo  maestro  Lcmon- 
uicr  , c da  quel  tempo  divennero  nemici. 

Accenniamo  ora  rapidamente  i lavori  di.  Lalande  giunto  si  giovane  agli  onori 
accademici.  Per  trarre  dalle  osservazioni  fatte  a Berlino  e al  Oapo  di  Buona  Spe- 
ranza il  partilo  più  sicuro  e più  vantaggioso  , era  necessario  conóscere  con  e- 
slrenta  precisione  il  diametro  della  luna.  Latomie  .fece  costruire  un  eliometro  di 
|H  piedi.,  il*  più  grande  che  sia  stato  mai  fatto  ; lo  verificò  diligentemente  nel- 
P oserr.it 01  io  del  Lussemburgo  , e per  unto  lunga  serie  di  osservazioni  precise 
determinò  tale  diametro,  e la  sua  relazione  costante  colla  parallasse  orizzontale. 
Una  delle  occupazioni  sue  più  costanti  fu  la  trorii^dei  pianeti  che  in  tutto  la 
sua- vita  cercò  di  completare  mediante  P osservazione.  Due.  passaggi  ilr  Mcruurio 
sul  sole,  che  osservò  mediante  il  suo  eliometro,  gli  fecero  immaginare  nuovi  me- 
todi per  [i spogliare  tali-  osservaxiqni  dagli  effetti  della  parallasse.  All’ occasione 
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«lei  due  passaggi  di  Venere,  che  erano  di  ben  altra  importanza  . e dei  quali  av- 
vicinavasi  1'  epoca  , sviluppi  il  metodo  di  Del  iste  per  rappresentare  sopra  una  carta 
geografica  Torà  del  principio  e quella  della  fino  del  passaggio  per  tutti  i diffe- 
renti paesi  della  terra,  e. porre  gli  astronomi  in  grado  di  scegliere  su  lutto  il 
globo  le.  stazioni  più  vantaggiose.  Per  tale  scelta  potévasi  per  verità  usare,  di  un 
altro  metodo  del  pari  sicuro  e più  speditivo  , ma  una  prova  della  stima  che  si 
fece  allora  della  soluzione  di  Lalaqde,  è che  Lagrange,  attuili  anni  dopo,. ne  fece 
il  soggetto  di  una  grande  memoria,  io  cui  l'aualisi  più  profonda. lo  conduceva 
agli  stessi  melovli  che  Deli&lc  o Lalande  avevaho  indicato  i primi , poiché  è dif- 
ficile r assegnare  quanto,  è dovuto  all'  uno  e.  all' altro  di  questi  due  astronomi, 
ilalley,  che  luogo  tempo  prima  aveva  raccomandato  tali  passaggi  all'  attenzione 
degli  astronomi,  si  era  ingannato  nel  calcolo  dei  luoghi  più  fayorevoli,  e tale 
errore  si  trova  ron  somma  chiarezza  dimostrato  in  una  memoria  ili  Lalande. 
Questi  si  occupò  pure  mollissimo  di  gnomonica , ed  espose  tutti  i melodi  relativi 
all'arte  di  costruire  gliaorologi  solari  nell' articolo  dell’  Enciclopedia  metodica 
consacralo  a tale  argomento.  Successore  di  Alaraldi  odia  compilazione  della  Con - 
naissance  des  tempi , Lalande  introdusse  in  quest'  opera  un  gran  numero  di  mi- 
glioramenti , vi  fece  usò  delle  migliori  tavole  che  allora  si  conoscessero,  cioè  di 
quelle  di  La  Caille  pel  sole  e per  le  stelle,  di  quelle  di  Mayer  per  la  luna,  c di 
quelle  di  Ilalley  pei  pianeti,  e vi  espóse  dei  metodi  nuovi  di  cpi  dà  la  spiegazione  nella 
sua  Esposizione  dei  càlcolo  astronomico.  Verso  il  17G2,  Delisle,  pressoché  ottuage- 
nario, gli  rcnuuziò  il  suo  impiego  di  professore  di  astronomia  nel -collegio  di  Fran- 
cia: Lalande  seppe  dare  a tale  cattedra  un  lustro  tutto  nuovo,  c ne  adempì  le 
funzioni  con  uno  zelo  ed  una  .assiduità  straordinaria  fino  agli  ultimi  suoi  giorni, 
cioè  per  46  anni.  ì^el  1764,  pubblicò  la  prima  edizione  del  suo  gran  Trattato  di 
astronomia  , opera  utilissima  e la  più  compiuta  che  fosse  comparsa  nella  lingua 
francese,  e che  era  degna  sotto  molti  aspetti  del  successo  prodigioso  che  ottenne.  Fu 
Lalande  clic  somministrò  a Clairaut  gli- elementi  che  servirono  a questo  geometra, 
per  determinare  il  ritorno  della  cometa  del  1759*  In.  quell’ epoca,  un  terror  pa- 
nico s'impadronì  di  tutte  le  menti.  Lalande  aveva  esaminato  la  questione  dj  su- 
pere se  le  perturbazioni  che  le  attrazióni  planetarie  imprimevano  al  cammiuo 
delle  comete  polesieró  alterare  le  orbile  di  questi  a^tri  in  modo  da  tagliare  in 
qualche  punto  quella  della  terra.  Ei  doveva  leggere  all!. Accademia  fa  sua  lue- 
moria  intitplata  : Riflessioni  sulle  comete  che  possono  avvicinarsi  alla  terra. 
Questa  lettura  non  ebbe  luogo,  e la  \oce  subito  .si  sparse  nel  puhhlico  elio  La- 
laude  prediceva  positivamente  in  qucsjp  scritto  lo  scontro  della  cometa  colla  terra 
o qualche  altro,  terribile  cataclisma.  J1  terrore  giunse  al  colmo,  e il  luogotenente  di 
polizia  fu  obbligalo  a fare  stappare  la  memoria  per  disinganuarc  il  popolo  di 
Parigi.*  Tale  circostanza  c molte  altre  presso  a poco  simili  hanno  • non  poco  con- 
tribuito a render  popolare  il  nome  di  Lalande» 

TScl  1778  Lalande  ^pubblicò  le  sue  Riflessioni  sugli  ecolissi  del  solé  % che.con- 
teugono  alcune  osservazioni  nuove  ed  importanti  sulle  circostanze  di  questo  fe- 
nomeno, Nel  1780,  si  lece  editore  delle  Lezioni  elementari  d' astronomìa  di 
La  Caille,  e pubblicò  successi vameàl£  un  numero  grande  di  opere  c di  articoli  nelle 
l'accolte  scientifiche  fino  al  i7g3,  epoca  in  cui  comparve  il  suo  Ristretto  di  na- 
vigazione, stòrico , teorico  e pratico , con  tavole  orarie  calcolate  dalla  signora 
Lalaude  sua  nipote.  * 

La  vita  di  Lalande,  dopo  la  sua  ammissione  all'  Accademia  delle  Scienze  di 
Parigi,  è troppo  noia  perchè  noi. ci  accingiamo  a rammentarne  tutte  le  partico- 
larità. Il  suo  amore  per  la  celebrità  lo  spinse  sovente  a idee  stranissime.  Ei  vo- 
leva ad  ogni  coslp  cbé  tulli  si  occupassero  di  ](ji,  e nessuno  trascurava  dei 
mezzi  che  possono  attirare  sopra  uu  uomo  1'  attenzione  del  pubblico,  più  di- 
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sposto  ■ maravigliarsi  d»  qualche  curiosa  bizzarria  che  ad  onorare  il  vero  ta- 
lento. Ad  onta  dei  grati  errori  in  che  Io  trassero' e il  suo  carattere  e i tristi 
fróncipj  che  attinse  nella  società  degli  enciclopedisti , Lalande  si  conservò  sema 
m'aochia,  e si  mostrò  sempre  virtuoso  netla  vita  sua  privata.  Non  cessò,  mai  di 
venerare  i suoi  genitori,  e di  amare  la  città  sua  nativa,  ove  la  sua  memoria  tara 
per  lungo  tèmpo  onorata.  Mori  a Parigi  con  una  calma  degna  di  più 'nobili  con* 
viniioni  filosofiche,  il  4 Aprile  1807,  dopo  aver  ascoltato  la  lettura  che  abitual- 
mente si  faceva  fare  dei  giornali,  e regolato  a sangue  fréddo  tolte  le  disposi- 
tioni  necessarie  per  suoi  funerali. 

Se,  dice  Delarabre  autore  del  suo  elogio  accademico  e della  sua  biografia.  La- 
lande  non  ha  rinnovalo  la  sdenta  astronomica  fino  dai  suoi  fondamenti  come 
Copernico  e Kepplero  , se  non  si  è reso  immortale  come  Bradley  per  due  sco- 
perte brillanti,  se  non  è stato  al  pari  di  La  Caille  un  osservatore  ed  un  c^ko- 
latore  esatto,  se  fiualmente  , sotto  ogni  aspetto  voglia  considerarsi,  non  è stato 
che  un  astronomo  di  second'  ordine,  é d'uopo  confessate  che  Tu  il  ^riroo  di  lutti 
còme  professore.  Più  di  alcun  Miro  ha  saputò  diffondere  1'  istruzione  e il  gusto 
par  la  scienza.  Tale  fu  infatti  Lalande,  e la  posterità  -non  caugerà  tale  giudizio 
benevolo  , ma  giusto. 

Gli  scritti  principali  di  Lalande  sono  i seguenti:  X Traili  d'  astronomie , Pa- 
rigi, 1764  > 2 voi.  ivi,  3.*  edfi.  1592, 3 voi.,  in-4  ; II  Abrégé  d'astro- 

nomie , Amsterdam,  i 7^4  » *n"4»  2.*  *diz.,  Parigi,  1795,  in-8  ; UI  Astronomie 
des  darhfS  , Parigi,  V795  , in-18;  IV  Exposition  du  calcai  astronornique,' ivi, 
1761;  tale  scritto,  che  ha  per  oggetto  di  spiegare  agli  astronomi  e ai  navigatori 
1*  uso  delle  tavole  contenute  nella  Connaissance  des  temsy  è affatto  dimenticato 
dopo  la  pubblieazioue  dèli'  Astronomia  pratica  di  Francoeur,  che  sotto  forma 
più  semplice  presenta  il  complesso  di  tutte  le'regole  e di  tutti  i calcoli  neces- 
sari I*cr  Fuso  e per  la  formazione  di  quel  celebre  almanacco.  V Abrégé,  de  na- 
vigar ion^  histonìque , théorique  et  pratique , avec  des  tablei  horàires , Parigi, 
1 7t)3,  in-4  ; VI  iCataloguc  de  mille  étòiles  circumpolaires  , ivi  , 1796  « in*4  ; 
VM  Bibliographiè  astronornique , iti,  f8oa  , 10-4,  opera  piena' di  erudizione  o 
di  «uià  utilità  incontestabile  per  la  scienza;  VII!  Histoire  celeste  francaise 
compire  nane  les  observatibns  de  pltesieurs  astronomes  francale , ivi,  in-4;  IX. 
Traiti  des  canaux  da  navi  gali  on  , ivi  1778,  io-fol,  ; X Centocinquanta  e più 
memorie  nella  raccolta  dell*  Accademia  di  Parigi,  ed  un  numero  grande  di  arti- 
coli' inseriti  'nei  Dizionario  di  matematiche  formante  parte  dell  'Enciclopedia 
metodica.  XI  Lalande  ha  inoltre  pubblicalo  la  Connaissance  des  teme  dal  1760 
M 1.775  inclusi  ve,  occupazione  che' riprese  poi  nel  179},  e continuò  fino  al  1807. 
Dal  1 776  al  1788  n' era  stato  incaricato  Jeaurat , ed  a questi  era  poi  succeduto 
Méchain  , che  nei  (793  dovè  abbandonarla  per  attendere  insieme  con  Delamhre 
alla  misura  de)  meridiano.  Lalande  è stato  pure  editore:  i*  della  quarta  edizione 
delle  Lezioni  elrmerttari  di  astronomia  di  La  Caille,  1780;  2®  del  Trattato  di 
navigazione  Ili  Bouguer , 1793;  3°  del  Trattato  della  sfera  e del  calendario 
di  Rivard;  4°  degl»  ultimi  due  volumi  della  Storia  delle  matematiche  di  Mon- 
tucla , ec.  In  questa  succinta  enumerazione  degli  scriili  di  Lalande  abbiamo 
omesso  quelli  di  minor  conto  , non  meno  che  le  opere  Estranee  all'  astronomia 
delle  quali  ha  pubblicato  un  numero  grandissimo.  La  maggior  parte  di  esse  porta 
disgraziatamente  la  manifesta  impronta  della  cattiva  direzione  delle  sue  pretese 
sdee  filosofiche,  e 1 progressi  della  ragióne  le  hanno  falle  cadere  iq  un  oblio  dal 
fjuale  non  Vogliamo  'contribuite  a-trarle. 

LAMA  CLASTICA.  \Geam.  e Mec.  ) La  curva  formata  da  una  lama  di  mòlla  fissata 
orizzontalmente  per  una  delle  sue  cstrèrairtà  ad  un  piauo,  verticale  e caricata  al- 
l'altra estremità  da  un  peso  che  la  fà  piegare,  fu  per  la  prima  volta  considerata 
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da  Giacomo  Bcrnoulli,  che  gli  diedo  il  nome  di  cuna  elastica.  (Vedi  Menoma 
us  l’Acad.  dbs  Scieacss,  J7o3).  Dopo,  molli  geometri  si  sodo  occupali  di  que- 
sto problema  , e se  oc  trovano  diverse  soluzioni  nel  tomi)  3 , delle  Memorie  di 
San  Pietrbkurgo.  . . , 

Giovanni  Bernoulli , ha  dimostralo,  nel  suo  Essai  sur  unt  nouvelle  t/ieorie 
de  la  maneuvre  des  vaisseaux , che  questa  curva  è la  stessa  di  -quella  clic  for- 
merebbe una  linea  perfettamente  flessibile , fissata  orizzontalmente  per  le  sue  due 
estremità,  e caricala  di  un  fluido  pesante.  Per  trovare  la  sua  equazione,  comin- 
cia da  stabilire:  i°  che  il  peso  tenJente  esercita  sopta  ciascun  punto  della  lama 
una  forza  proporzionale  alla  sua  distanza;  2°  che  la  curvatura  in  ciascun  punto 
sta  in  ragione  inversa  della  forza  che  tende.  Cosi  prendendo  la  linea  di  direzione 
del  peso  tendente  per  Passe  delle  y , e il  punto  di  applicazione  di  questo  peso 
per  P origine;  se  indichiamo  con  P , il  peso  o la  forza  che  fa  curvare  la  lama, 
il  momento  di  questa  forza  sarà  Px,  e questo  momento  deve. fare  equilibrio  al- 
l'elasticità della  lama  al  punto  X,y\  dunque  indicendo  l’elasticità  assoluta  della 
lama  con  ò,  siccome  essa  è in  ragione  inversa  del  raggio  di  curvatura  a questo 
punto,  e conseguentemente  proporzionale  a « . 
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( vedi  CcavSTcns)  avremo  l'equazione 


Px= 
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hdxd*y 


0 **  1&)1  '(**■•+&)' 


moltiplicando  i due  membri  per  dx,  e inseghilo  integrando,  prendendo  Ax  per 
una  quantità  costante , otterremo  » * • 

hdy  ‘ 


'(~T> 


c essendo  una  costante  arbitraria. 

Finalmente  ricavando  il  valore  di  dy  da  quest’ equazione,  viene  , 


dy  = 


Kt) 


dx 


Tale  è r equazione  della  lama  elastica.  Non  possiamo  integrarla  che  svilup- 
pando in  serie  il  sno  secondo  membro.  Per  tutte  le  ulteriori  particolarità  , ri- 
mandiamo alla  Meccanica  del  Poisson  , ove  la  curva  elastica  è trattata  con 
molta  chiarezza  e grahdi  sviluppi. 

LAMBERT  (■Giovanni  fasico),  matematico  distinto  ed  uno  dèi  più  dotti  scrittori 
del  XVI11  secolo,  nacque  a Mulbausen  il  2 9 Agosto  1728.  Fu  uno  di  quegli  uo- 
mini semplici  e modesti  che  con  talenti  superiori  passano  sconosciuti  nel  mondo, 
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mn  die  dopo  di  sà  lasciano  uua  lunga  striscia  ili  luce  che  perpetua  la  loro  me- 
moria, per  la  quale  la  posterità  prende  un  generoso  e giusto  interesse.  Gli  sto- 
rici moderai  delle  matematiche  rammentano  appena  il  nome  di  Lambert,  e tale 
nome,  si  celebre  in  Germania,  sarebbe  presso  a poco  ignoto  in  Francia,  alla 
quale  nòti  è peraltro  straniero,  le  un  dotto  lessicografo  non  avesse  di  recente 
vendicato  questo  inconcepibile  oblio  in  una  interessante  notizia  biografica.  Noi 
siamo  perciò  fortunati  di  poter  prendere  da  questo  lavoro  ragguurdavole  i traiti 
principali  del  rapido  cenno  che  siamo  per  esporre. 

La  famiglia  di  Lambert  era  del  numero  di  quelle  che  la  funesla  revoca  del- 
1*  editto  di  N'aplei  costrinse  ad  uscire  dalla  Francia.  Suo  padre  era  un  povero 
sarto  sopraccaricato  da  una  numerosa  famiglia  , che  a stento  poteva  nutrire.  11 
giovioè  Lambert,  che  palesò  di  buon'ora  le  più  felici  disposizioni,  potò  appe- 
na profittare  dei  mezzi  d'  istruzione  gratuita  che  offriva  il  collegio  municipale 
di  Mulhaiisen  per  farvi  gli  studj  elementari  sul  principi  della  lingua  latina  e 
francese.  Non  ostante.  Lambert  si  destinava  da  sè  stesso  all'  insegnumento  ilf  og- 
getto d'imporsi  come  un  obbligo  lo  studio  che  tanto  amava,  e fu  a tutto  rigo- 
re da  sè  solo  che  giuuse  ad  acquistare  in  brevò  tempo  cognizióni*  abbastanza 
elevato  per  potere  entrare  a Basilo*  in  qualità  di  segretario  del  dottore  Iselin 
consigliere  del  Margravio  di  Badpn.  Ei  non  aveva  allora  che  diciassette  anni. 
Tale  circostanza  e la  semplicità  di  carattere  che  In  distingueva  hanno  dato  qual- 
che verisimigliauia  a diversi  aneddoti  raccolti  dai  suoi  biografi  , e dei  quali  è 
egli  il  soggetto.  Si  racconta  che  presentato  a Federico,  questo  piincipe  gli  do- 
mandò con  quel  tuono  brusco  chi  gli  era  abituale:  Che  sapete  voi?  — Tutto, 
rispose  Lambert.  — Come  1*  avete  imparalo?  — Da  me  stesso.  — Sieto. dunque 
un  altro  Pascal?  — Si. 

Comunque  sia,  Lambert  potè  almeno  nella  sua  nuova  posizione  disporre  di 
di  una  biblioteca,  e con  ardore  si  diede  allo  studio  della  filosofìa  , .del  diritto 
pubblico  e soprattutto  delle  scienze  matematiche,  nelle  quali  un  felice  istinto  gli 
fece  trovare  quegli  esempj  chiari  e sicuri  di  cuj  ere  ve  bisogno  per  1’  applicazione 
delle  regole  del  ragionameolò  e del  metodo  di  procedere  nella  ricerca  della  verità 
che  imparato  aveva  in  Volfìo,  Mallebranche  e Lpcfec,  sue  prime  guide.  Ma  gli 
mancava  di  poter  conferire  a viva  voce  con  persone  istruite  sugli  oggetti  delle 
sue  letture  e di  trovare  finalmente  dei  eonlraditlori  e dei  cornigli  illuminali 
nelle' materie  difficili  delle  quali  si  occupava.  Una  felice  circostanza  lo  pose  fi- 
nalmente in  tale  posizione  favorevole  : nel  1748,  il  conto  Pietro  de  Salis,  uomo 
di  stato,  distinto  per  la  sua  istruzione,  lo  chiamò  . da  Basilea  a Coira  per  affidargli 
F educazione  de’ suoi  nipoti.  Si  applicò  alloia  con  nuovo  ardore  allo  studio,  e nel 
tempo  stesso 'attese  alla  fìsica,  all?  meccanica  , all'  astronomia  , e alla  letteratura, 
dovendo  in  tali  .cognizioni  istruire  i suoi  alunni.  Fu  in  tale  epoca  che  comin- 
ciò a scoprire  la  sua  vocazione  di  scrittore  i ei  si  fece  beu  presto  conoscere  vau- 
taggiosamente  colla  pubblicazione  di  alcuni  aiticoli  scientifici  nei  giornali  del  tem- 
po, e preparò  due  dei  suor  principali  trattati  : U Logica  algebrica  e 1 Organon. 
Gli  onori  accademici  cominciarono  a ricompensare  tale  incredibile  attività  di 
spirito  e i talenti  che  essa  rivelava.  Nel  1756,  Lambert  intraprese  co*  suoi  alunni 
diversi  viaggi  per  l'Europa;  così  potò  far  conoscenza  coi  dotti  più  illuslii  del 
suo  tempo',  e mantenne  ìu  seguito  ,eon  essi  un'. ali  iva  corrispondènza.  Dopo  i 
suoi  viaggi.  Lambert  rimase  alcun  tempo  a Coira  presso  i signori  de  Salis  , cui 
non  lascio  che  nel  1759.  Essendo  stato  aggregato  all’ Accademia  elettorale  di  Ba- 
viera, col  titolo  di  professore  onorario,  con  uno  stipendio  e colla  permissione 
di  dimorare  nèi  dintorni  di  Monaco,  si  stabilì  ad  Augusta.  Rilurnatu  a Coira  nel 
1761,  venne  utilmente' impiegato  nella  determinazione  dei  confini  tra  il  territi*- 
rio  dei  Grigiori  e il  Milanese.  Si  retò  finalmente  a Berlino  nel  17G4.  La  sua 
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reputazione  lo  aveva  preceduto  in  tale  cittì,  e verro  la  fine  >li  quell’anno  vi  fu 
immurato  membro  della  celebre  accademia  fondata  da  Federico.  Ricevè  da  que- 
sto principe  frequenti  allettali  di  stima  e di  alletto,  e i vuoi  lieuefizj  gli  procu- 
rarono una  e'ittenza  onorevole  fino  al  1777,  poiché  il  a 5 Settembre  di  tale  alino 
Lambert  inori  a Berlino,  in  età  di  {9  anni,  non  un  nume  illurlre  elle  è divenuto 
popolare  in  Germania. 

bel  corto  di  quetta  vita  avrnliiralaniente  troppo  corta  e di  cui  ci  rincresce 
che  le  esigenze  dei  noalro  piano  non  ci  permettano  di  tar  meglio  conoscere  ludi 
i particolari  , Lambert  ha  rompo, lo  un  numero  considerabile  di  opere;  ma  noi 
non  par  eremo  qui  che  dei  suoi  lavori  riguardanti  le  malemal ielle,  di  cui  la  teoria 
e F applicazione  furono  del  pari  l'oggetto  dei  suiti  sludj  In  tulli  i suoi  scritti 
si  si  orge  sempre  l’idea  dominatrice  che  le  matematiche  sono  suscettibili  di  ap- 
plicazioni più  numerose  di  quello  che  comunemente  si  crede:  perciò  Lambert 
si  fa  distinguere  come  ano  dei  più  universali  tra  i geometri  che  si  souo  occupali 
delle  application!  della  acienza. 

Nel  campo  della  teoria  , Lambert  ha  prodotto  profonde  ricerche  sui  divisori 
dei  numeri,  sulle  frazioni  Continue,  sulla  teoria  delle  parallele  , sulla  trfgonu- 
mrtria:  ha  dato  lo  aviluppo  drl  binomio  che  porla  il  suo  nome  e Che  Ita  ottenu- 
to il  doppio  ooore,  e di  essere  slatta  preso  per  téma1  da  Eulero  iu  quattro  memo- 
rie, e di  essere  stalo  reso  generale  da  Lagrange,  che  vi  trovò  il  geriue  di  una  delle 
•ne  più  belle  scoperte  analitiche,  la  serie  conosciuta  sotto  il  nome  di  Serie  di 
Lngrange\  un  metodo  parlieolarizzato  di  tetragono mrtriu  ; i principj  estesi  o se 
si  vuole  gli  elemeuli  di  un  nuovo  ramo  di  geometria,  io  cui  la  riga  è il  volo 
strumento  permesso,  e che  venne  ìli  seguilo  chiamala  Geometria  deila  riga ; la 
celebre  dimostrazione  dell' incommensurabilità  del  rapporto  della  Circonlèrenza 
al  diametro  , dimostrazione  che  acquistò  molto  in  eleganza  e soprattutto  in  fa- 
cilità passando  nelle  mani  di  Legendre  che  I’  ha  inserita  nella  sua  Geometria. 
bel  campo  delle  applicazioni,  ei  perfeziona  i melodi  di  geodesia,  propone  nuove 
idee  per  U proiezione  delle  carte  geografiche,  e semplifica  le  pietiche  della  pro- 
spettiva ; quest'ultimo  lavoro  è il  solo  che  venga  menzionato  da  Montitela.  In 
astronomia , le  ricerche  di  Lambert  non  anno  meno  notabili:  occupandosi' delle 
orbile  delle  comete,  scopre  il  rapporto  ohe  esiste  Ira  il  tuiD|>o  che  impiega  un 
astro  a percorrere  un  arco  della  sua  orbita  , la  curda  di  quest’  arco  e i due  raggi 
vettori  estremi,  rapporto  la  cui  espressione  semplice  ed  elegante  ha  ricevuto 
nella  seirn tf  il  nome  ili-  teorema  di  Lambert.  Iu  iiieccaniCti  poi  ha  trattalo  gli 
argomenti  i più  imporljiili  e i più  spinosi  ; il  problema  dei  tre  corpi  , quello 
delle  corde  vibranti,  il  problema  balistico,  gii  attriti,  le  ruote  idrauliche  ferma- 
rono successivamente  la  sua  attenzione  e formano  il  soggetto  di  molle  belle  me- 
morie. Il  calcolo  «teli’  intensità  - e delle  leggi  matematiche  che  regolano  la  luce, 
il  fuoco  e l’aria  lo  tenne  pure  occupalo  e diede  origlile  alle  sue  opere  intito- 
lale: Fotometria,  Pirometria  c Igrometria  : et  rivolse  poro  Ir  sue  meditazioni 
alle  tavole  di  mortalità  e alle  tavole  vitalizie,  pel  calcolo  delle  quali  immaginò  foi- 
mule  semplici  ed  eleganti. 

Ci  occorre  ora  di  ripetere  che  qui  uon  dobbiamo  fare  altro  che  enunciare  i 
lavori  principali  di  Lambert  che  sono  esposti  nelle  opere  seguenti:  1 Prospet- 
tiva libera  (in  tedesco),  Zurigo,  1759,  iu-#;  ed  ivi,  1773,  a voi.  iu-#  cou  molte 
aggiunte;  II  Pholometria , live  eie  graditali  lamini t,  coiorum  et  umbra a.  Au- 
gusta, 17G0,  in-#;  Ili  Inngniorei  orbitile  comelarum  prop'ietales , ivi,  17G1, 
ass-8  ; IV  Lotterà  cosmologiche  ( in  tedesco),  ivi,  1761,  in-#:  ne  esiste  una  tra- 
duzione francese  fatta  da  d’ Arquier,  e pubblicala  ad  Amilcrdaiu,  1801,  in-H  ; V 
Scale  logaritmiche  (iu  tedesco),  Ki , 1761,  iu-ia;  VI  Supplemento  al  tra I- 
Dii.  di  Mal.  Fot.  FI.  3# 
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tato  di  livellati  Olle  di  Picard  (in  tedesco),  ivi,  17G1  , in- la  : quelli  due  opu- 
scoli sono  destinali  a spiegare  i perfezionamenti  cui  Brander  aveva  introdotti  nella 
livella  di  Picard  c nelle  scale  inglesi  ( Pedi  Gusthes);  VII  Novum  organon  (in 
tedesco),  Lipsia,  1763,  a voi.,  in  8;  Vili  Supplemeata  tabularum  logarithmica'iim 
et  trigonometrica  rum,  Berlino,  1770,  in-8;  IX  Igrometria  (in  tedesco).  Augu- 
sta, 1770,  in-4;  X Beytraege  tur  mat/iematii,  Berlino,  1765  al  1773,  3 voi. , 
in-8:  1 accolla  di  memorie  interessanti  su  tutte  le  parti  delle  matematiche , C<1  in 
cui  si  trova  ancora  la  sua  Logica  algebrica ; XI  Pirometria  (in  tedesco),  opera 
postuma,  Berlino,  1779,  in-4-  Noi  omettiamo  un  gran  numero  di  scritti  di  Lambert 
meno  importanti  e che  appartengono  più  alle  scienze  fisiche  che  alle  scienze  ma- 
tematiche. Questo  illustre  dotto  ha  somministralo  pure  una  gran  quautilà  di  me- 
morie interessanti  agli  Acta  eruditorum  di  Lipsia  , agli  Archivi  di  Bindio- 
bourg , alla  Raccolta  dell’Accademia  di  Berlino,  a quella  di  Baviera,  agli  Acta 
htlvetica , cc.  Dal  1781  si  1787,  é stata  pubblicala  a Berlino;  in  cinque  volumi 
in-8,  la  corrispondenza  scientifica  di  Lambert,  col  titolo  di  tf.  ^sailcrr  Beii/- 
sche'-Gele/ir-ter-lIriefwechtel. 

LAMI  (BEaxaauo),  dotto  matematico,  nacque  a Mani  nel  1645  e mori  a Rouen 
nei  1715.  Le  sue  opere  matematiche,  che  utilissime  riuscirono  nell’ epoca  in  coi 
furono  pubblicate,  sono:  I Traiti  de  michanique,  de  l’ eqailibre  des  solide t et 
del  liqueurs , Parigi,  1679,  in-ta;  Il  Traiti  de  la  grnndeur  en  generai  , qui 
comprend  f arithmitique , l'algibre , F analyse,  ee.,  ivi,  1G80,  in-ia;  nel  1691 
ne  comparve  una  nuova  edizione  sotto  il  titolo  di  Élemenls  de  mathimatiques : 
si  ammira  in  tale  libro  il  talento  dell'autore  nel  facilitare  ai  giovani  lo  studio 
di  una  scienza  astratta  come  l’algebra;  III  Élemenls  de  giomitr.it,  ivi  , 1684 , 
iu-13;  ed  ivi,  7.*  ediz.  1758;  IV  Traiti  de  perspective,  ivi,  1701,  in-8. 

LAMINATOIO.  (Mac.).  Nome  generico 'dato  alle  macchine  metallurgiche,  compo- 
ste di  due  cilindriche  sono  destinali  a schiacciare  i metalli  e a distenderli. 

L’  invenzione  doi  laminatoi,  fatta  da  Oliviero  Aubry  circa  Panno  1040,  è l'ori- 
gine della  auperioriih  incontestabile  che  hanno  i moderni  aopra  gli  antichi  per 
il  lavoro  dei 'metalli.  L’uso  di  queste  macchine  eminenlemeute  semplici  non  è 
non  ostante  divenuto  generale  che  mollo  dopo  averle  scoperte,  poiché  non  è più 
di  circa  a quaranta  anni  che  esse  sono  stale  sostituite  in  Inghilterra,  all'uso  dei 
martelli  e dei  roazsi,  dei  quali  ci  serviamo  ancora  nelle  nostre  fucine  per  bsttere 
il  fprro  a rublo,  e distendere  il  ferro.  Questo  cangiamento  di  processi,  dicono; 
i signori  Elis  di  Beaumont  e ’Jufrénoy,  nella  loro  descrizione  de(/e  fucine  del- 
l' Inghilterra,  ha  prodotto  un’  economia  considerabile  nella  mano  d'  opera , ed 
ba  permesso  di  fabbricare  una  quantità  molto  maggiore  di  ferrosa  motivo  della 
prodigiosa  rapidità  delle  nuovo  operazioni.  Cosi,  nel  mentre  rhe  altre  volle 
una  ferriera,  adnprando  un  martello,  producete  appena  io  migliaia  di  ferro  in 
barre  per  settimana,  al  giorno  di  oggi  u ila  ferriera  di  media  grandezza,  lavo- 
rando con  cilindri,  ne  produce  ilio  migliaia  nel  medesimo  tempo,  senz’al- 
tro motore  che  una  macchina  a vapore.  La  consumazione  del  ferro  non  polendo 
che  aumentarsi  continuamente,  poiché  questo  metallo  prezioso  deve  sostituirsi 
al  legno,  la  cui  penuria  si  fa  di  già  sentire,  é essenziale  di  occuparsi  seria- 
mente di  perfezionare  le  fucine,  e specialmente  quelle  dì  Francia,  fopratutlo 
quando  in  quest’ ultima  vi  sia  I’  intenzione  di  eseguire  tutte  le  grandi  linee  di 
strade  ferriate  ideate,  sorgenti  di  ricrhrzta  nazionale  e del  ben  essere  partico- 
lare, per  quello  ohe  ne  dicano  i prospetti  degli  appaltatori  di  Francia. 

1 Laminatoi  sono  impiegali  nelle  diverse  fabbricazioni;  essi  servono  sgli  ore- 
fici, ai  Gioiellieri,  ai  fabbricanti  di  oggetti  incrostati  di  argento,  alle  manilat- 
lure  di  galloni,  ec. , ec.  Con  d’aiuto  di  cftindri  uniti  o scanalati,  secando  i bi- 
sogni, si  forma,  con  una  celerilà  degna  di  osservazione  delle  foglie  dì  rame, di 
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piombo  e «li  stagno  di  tutte  le  grosserie;  un  gran  numero  di  oggetti  utili,  come 
coltelli , chiodi,  barre  guarnite  di  ornamenti  e di  modanature,  i quali  sembrereb- 
bero esigere  un  lavoro  lungo  e minuzioso,  sono  eseguile  con  la  maggiore  facilità 
da  quelli  apparecchi,  dei  quali  possiamo  vedere  la  descrizione  nel  tomo  VI  de 
la  Mtnaniqtte  nppliquee  aux  Arti , del  signor  Borgnis. 

LANA-TERZI  (I#P.  Frarcksco),  celebre  fisico  e matematico  italiano,  nato  a Bre- 
scia il  i3  Dicembre  t(i3i,  entrò  giovanissimo  nell’ ordine  dei  gesuiti.  Quauluu- 
que  coltivasse  le  belle  lettere,  e con  successo  insegnasse  la  rellorica  in  varie  città 
d'  Italia,  la  sua  inclinazione  lo  portava  più.  particolarmente  allo  studio  della  chi- 
mica % della  fìsica  e della  meccanica,  nelle  quali  scienze  ebbe  a maestro  il  cele- 
bre Kircher.  Dopo  che  ebbe  professato  alcun  tempo  con  molta  reputazione  le 
matematiche  a Ferrara , si  ritirò  nella  città  sua  nativa,  ove  morì  il  26  Febbra- 
io 1G87  , dopo  avervi  fondalo  un'  accademia  scientifica  , che  peraltro  poco  sus- 
sistè dopo  la  morte  del  suo  fondatore.  Le  opere  che  hanno  acquistato  celebrità 
al  p.  Lana  sono  le  seguenti:  I P/olromo , ovvero  saggio  di  alcune  invenzioni 
nuove  , premesso  alf  arte  maestra , opera  c/te  prepara  il  p.  Francesco  Lanay 
Brescia,  1670,  in-fol.  Fra  gl'  innuinerahili  segreti  clic  intorno  a tutte  le  scienze 
e a tutte  le  arti  il  p.  Lana  iusegna  in  quest' opera,  trovasene  uno  che  lo  ha  fatto 
considerare  siccome  il  primo  autore  di  uua  scoperta  , la  quale  iterala  verso  la 
fine  del  secolo  deciraottavo  nc  formò  lo  stupore,  nè  serve  più  che  pei  divertii 
menti  del  decinmnono,  quella  dei  palloni  aerostatici.  F.gli  infatti  vi  descrive  una 
barca  volante  di  sua  invenzione,  sospesa  a quattro  globi  composti  di  lastre  di 
metallo,  dai  quali  sia  estratta  l'aria  per  renderli  più  leggeri  di  un  egual  vo- 
lume di  aria  atmosferica.  Ne  fu  parlalo  in  quel  tempo  con  molto  calore  nel  Col - 
legiuni  physicum  experimcntale  di  Sturmio.  Leibnitz  fece  intorno  a ciò  dei 
calcoli  che  si  possono  vedere  nella  sua  Hypothesis  physica  nova:  egli  approvava 
i fondamenti  di  quelli  del  p.  Lana,  ma  dubitava  che  l'  esperimento  potesse  cor- 
rispondervi. Intorno  alla  parte  che  è dovuta  al  p.  Lana  nella  invenzione  dei  globi 
aereoslalici  si  potranno  consultare  : La  descrizione  degli  esperimenti  della  mac- 
china nereostatica  di  Faujas  de  Sa  ini- Food,  1783*,  La  storia  dell' aereostatica 
I di  Cavallo;  ed  altre  opere  citale  all'articolo  A crostai  10.1  a.  Il  Magisterium  na- 
turae  et  artisy  Opus  physico-mathematicum  P.  Fr.  Tertii  de  Lanis  in  quo  oc- 
cn/tiora  nnturalis  phi/osophiae  principia  manifesiantur , Brescia,  168$  , 1G8G  , 
e Parma,  1692,  3 voi.  io-fol.  É la  spiegazione  del  Prodromo , e doveva  com- 
prendere nove  volumi  : gli  ultimi  sei  però  non  vennero  mai  in  luce,  e il  terzo, 
pubblicalo  dopo  la  morie  dell' autore , è ratissimo. 

LANDEV  (Giovarsi),  celebre  geometra  inglese,  nato  nel  Gennajo  1719  a Pea- 
kirk,  presso  Peterhorough , e morto  il  i5  Gennajo  1790  a Milton.  La  pubbli- 
cazione di  un'opera  avente  per  titolo:  Mathematical  Lucuhrarions  cominciò  la 
reputazione  europea  di  questo  dotto,  già  vantaggiosamente  conosciuto  in  Inghil- 
terra per  una  memoria  sopra  diverse  proprietà  del  circolo  c delle  curve  coniche, 
inserita  nelle  Transazioni  filosofiche  per  l'anno  1 "54.  Quest'opera,  che  contie- 
ne una  moltitudine  di  bellissimi  teoremi  relativi  alla  rettificazione  delle  linee 
curve,  alla  sonirnazionc  delle  serie,  alla  intrgraiioue  dellecquaxioni  differenziali 
e ad  altri  argomenti  di  matematiche  sublimi , fu  a breve  intervallo  seguita  da 
altri  lavori  importanti , nel  numero  dei  quali  dobbiumo  particolarmente  distin- 
guere una  memoria  intitolata:  Specimen  pf  a new  method  of  compar  ing  enr - 
vilineal  arcai,  nelle  Transazioni  filosofiche  per  il  1767.  Eletto  nel  Gennajo 
17G6  membro  della  Società  Reale  di  Londra,  l.anden  noo  si  addormentò  »ul 
seggio  accademico,  e le  sue  ricerche  posteriori  sulla  sorumazione  delle  serie  con- 
vergenti, e sulle  leggi  del  molo  di  rotazione  gli  assegnano  un  posto  Jislinto  tra 
i matematici  del  XV HI  secolo  sì  fertile  in  sommi  geometri. 
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Kmdtn  non  è nolo  in  l;r«ici»  che  per  un#  «.operi»  geometrie#  ««»>  Mugo- 
lare e InMjWH.t.:  rnn.lMe  e»a  nell’ »rer  foralo  che  un  .reo  iperbolico  qu.- 
luniiue  è «empre  eguale  » due  archi  ell.lliei  .«egn.bili  ; rer.là  di.no.lr.la  ...  «• 
euilo  in  un  modo  mollo  pii.  .empiicela  U-endre  uella  «uà  Ttu.-ta.Ulh  f unio- 
ni ellittiche.  Ha  menalo  altre.»  gran  rumore  il  .uo  Untati.*  di  «MUIo.ro  «I 
delle  flussioni  , fino  allora  seguilo  scrupolosamente  da»  geoiue%»  tUflcsi,  uii  «Un» 
metodo  puramente  algebrico  o elementari-,  cui  chiama  analisi  residuate.  Scwji- 
do  questo  metodo  , invece  di  lare  uso  delle  diligerne  i.ifiu»l..«u«  ute  piccole  delle 
quantità  variabili,  Landen  considera  » valor*  differenti  di  queste  quantità,  che 
eoli  eguaglia  in  seguilo,  dopo  aver  fatto  .vanne  il  fattore  che  tale  eguagliane 
rende  nullo:  si  consulti  la  sua  memoria  intitolata*  Thè  residuai  analysis,  a new 
brandi  oj  thè  a/grbric  art,  nelle  Transazioni  filosofiche  del  i ;G, . (Jue.i ’-oa- 
lisi  residuale,  i di  cui  metodi  imbrattanti  e complicali  fanno  perdere  al  calcolo 
differenziale  i suoi  principati  vantaggi  matematici,  cioè  la  Mhuplicitfc  e I «.tre- 
nta facilità  delle  operazioni , deve  oggi  a riporsi  nel  numero  d*  tutti  quei  me- 
todi indiretti  che  in  que.ti  ultimi  tempi  hanno  voluto  usurpare  il  posto  del 
calcolo  influitesi ncilr , e il  • ni  valore  tipo*»  tutto  su  quanto  e.si  tolgono  impli- 
citamente e a loro  insaputa  dai  principi  superimi  di  questo  caltelo. 

L*  ultima  opera  di  Landen  stampala  in  un»  raccolta  di  varie  sue  memorie  pub- 
blicate in  due  volumi  poco  prima  «Iella  sua  morte,  contiene  tra  gli  altri  oggetti 
importanti  la  spiegazione  e la  causa  di  un  errore  commesso  da  New  lo*»  nella  so- 
luzione «lei  celebre  problema  del  movimento  degl»  equino»}.  Si  sa  che  d Alem- 
bert ha  dato  il  primo  la  soluzione  rigorosa  e compieta  di  questo  problema 
LA'  GB  (Gogi.iki.mo),  professore  di  matematiche  a Copenaghen,  nato  nel  i(»a2  e 
morto  nel  16K2,  ha  puhbtiialn  : I De  aiinit  Christi  libri  1/ /so,  Leida,  1(1^9,  iu*4* 
opera  profonda,  dall»  quale  Grevio  ha  esliailu  il  Irammeuto , De  onere  anno 
Hotnanormu , inserito  nel  Tomo  Vili  del  suo  Thesaurus  an/iquitatnm  rorna- 
nirnm  ; Il  Exercitntiones  mathematica*  TU , de  annua  emendazione  et  mo- 
ta apogaei  solisy  Copenaghen,  i65o , in*4‘,  III  De  veritatiLut  geometrici s , ivi, 
iG5G , in*4 

l.ANSBERG  (Filippo*),  matematico  ed  astronomo  nato  nell»  Zelanda  nel  i5Gi, 
moil  » HI iddelhurgo  nel  iG3a,  «topo  aver  pubblicalo  parecchie  opere,  delle  quali 
le  più  importanti  sono:  I Geometria  triangnlorumy  1591;  a.*  edi».  aumentala, 
Amsterdam»,  »63*  , in-4  ; H P rogymnasmatfi  astronomine  restitutae , Middel- 
hurgo,  1619*,  in-4;  IH  Progymnasmuturn  astronomine  institutae  liber  /,  de  mo- 
ni soliSf  ivi,  iG»8,  in-4»  ^ Commentationes  in  motum  tetra*  diurnum  et  na- 
ti un  m , et  in  veruni  adspectabi/is  coeli  typuin  , ivi,  «63o  , in-4  ; V Uranome - 
trine  libri  fresi,  ivi,  1 G3 1 , in-4*,  VI  Tabutae  rnotuum  coelestium  perpetuar , 
ivi;  »G3a  , iu-fol.;  VII  Cyclometriae  novae  libri  II , ivi,  tOftl , in»4?  Vili  In 
quaìiraatem  tuia  uff ronomicu  n , tnm  geometricum , nec  non  in  astrolabium 
introducilo , flarlem  , iG3G,  iu  fol.  IX  Observationum  alt  r ano  mi  cor  um  thesau- 
rus. La  laccolla  di  tulle  le  opere  di  Lansberg,  ad  eccezione  di  quell*  indicata  di 
sopra  al  numero  II,  è siala  pubblicata  a Middelburgo,  iGG3,  in-fol.  Nella  Stona 
delle  matematiche  Ili  Mouluda,  Toid.  Il,  pag  334,  •*  l«ggc  un  fMn,e  giudizioso 
«Irgli  scritti  di  tale  astrònomo. 

LANTERNA.  { $fec.)  i*ezio  *r  ingranaggio  il  quale  serve  a trasmettere  il  molo  da 
un  albero  die  gir»  ad  un  nitro  altiero. 

Una  lanterna  si  compone  di  ci  1 indi i in  legno  o in  metallo  inseriti  ciicolarmeute , 
a distanze  eguali,  in  due  piatti  paralelli;  questi  piatti  portano  il  nome  «li  for/e, 
e i cilindri  quello  di  fusi.  Il  movimento  è impresso  alla  lanterna  per  mezzo  di 
una  ruota  i citi  denti  ingranano  con  i fusi  ( Tedi  Ruota  destata  ) 

L\N  TERNA  MAGICA  (Ofi  ).  Strumento  d' ottica  conosciutissimo,  per  mezzo  del 
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quale  si  fanno  apparire  in  grande  «opra  un  muro  bianco  delle  figure  dipinte  in 
piccolo  con  colori  lfaa|MMntl  sopra  sottili  lastre  di  retro.  Questa  macchina  è 
stala  intentala  dal  p.  Kirrher  gesnila. 

Questo  strumento  si  compone  di  tma  lanterna  ordinaria,  alla  quale  si  aggiunge 
un  tubo  armalo  di  due  lenti  che  hanno  la  proprietà  di  allontanare  i raggi  clic 
partono  dall'oggetto,  di  renderli  di  tergenti,  e per  conseguenza  di  projelt.ire  sul 
muro  i.pposto  delle  immagini  mollo  più  grandi  degli  oggetti.  Questo  tubo  è 
adattalo  in  modo  da  potervi  introdurre  i vetri  dipinti  tra  le  due  lenti  e il  lume 
rinchiuso  nella  lanterna.  La  figura  i delia  Tavola  CLVI  rende  sensibile  questa 
costruzione.  Muscheubroeck  nei  suoi  Saggi  di  fìsico,  e Nolfel  nelle  sue  Lezioni 
di  fisica  si  sono  occupati  di  lutti  i dettagli  della  lanterna  magica,  il  cui  per- 
fezionamento non  è sembrato  ad  Eulero  indegno  della  sua  attenzione.  Sì  con- 
sulti il  lom.  Ili  dei  Novi  commentarii  dell1  Accademia  di  Pietroburgo. 

LAl’LACB  (Pietio  Simomk),  uno  dei  più  illustri  geometri  moderni,  nacque  il  ai 
Marzo  I7Ì9  a Beau  ruout -co -Auge  |ina  ,|j  poveri  e laboriosi  agricol- 

tori. Al  solo  suo  ingegno  egli  è perciò  debitore  e dei  suoi  successi  nella  scienza, 
e dell’elevato  grado  sociale  al  quale  è pervenuto.  I lavori  immortali,  che  hanno 
segnatalo  la  sua  carriera,  hauno  fatto  ricercare  con  premura  la  sorgerne  a cui  at- 
tinse egli  le  alle  cognizioni  , mediante  le  quali  potè  effettuarli.  Ad  onta  del- 
P oscurità  che  nasconde  i suoi  primi  anni,  oscuriti  che  quest'uomo  celebre 
aveva  la  debolezza  di  non  voler  dissipare,  lo  vediamo  di  buon'ora  primeggiare  tra 
i suoi  condiscepoli  per  un'attitudine  particolare  ad  ogni  ramo  di  sapere,  e per 
una  memoria  prodigiosa  che  facile  gli  rendeva  ogni  studio.  Pure  i suoi  primi 
successi  furono  negli  studj  teologici.  Ei  trattava  con  un  talento  e con  una  saga- 
cia straordinaria  i punti  i più  difhcili  delle  controversie.  S*  ignora  come  dalle 
discussioni  filosofiche  passasse  all'esame  e alla  cognizione  dei  problemi  dell'alta 
geometria:  ma  nel  corso  di  quest'opera  abbiamo  troppo  spesso  fatto  vedere 
I’  intimo  legame  che  nei  loro  principi  esiste  Ira  questi  sviluppi  della  ragione, 
per  partecipare  dello  stupore  che  in  altri  ha  eccitato  siffatta  circostanza  della 
vita  di  Laplace.  Fino  dall'  istante  in  cui  quest'  ultima  scienza  ebbe  fissato  la  sua 
attenzione,  ei  si  abbandonò  senza  riserva  all' impulso  della  sua  inclinazione,  e, 
come  Lagrange,  col  quale  ebbe  nella  sua  corsa  scientifica  parecchi  punti  di  somi- 
glianza, non  tarsiò  a rendersi  proprie  le  cognizióni  le  piu  elevale  delle  mate- 
matiche. Ei  si  scult  troppo  ristretto  nella  sua  provincia,  desiderò  di  vedere  e di 
conoscere  i grandi  maestri  che  possedeva  allora  la  Francia  e si  trasferì  a Parigi. 

Po*  hi  dotti  sono  stati  costantemente  felici  al  pari  di  Laplace,  la  cui  vita  non 
è contrassegnata  da  nessuna  di  quelle  vicende  che  hanno  turbato  il  corso  dei 
piu  bell' ingegni.  Egli  indirizzò  a d*  Alembert,  che  l’accolse  con  premura,  una 
lettera  interessante  sui  principi  della  meccanica;  e quel  celebre  geometra,  che  al- 
lora allora  avea  additato  Lagrange  all*  attenzione  del  re  di  Prussia  , apri  tosto 
l'arringo  al  giovine  Laplace,  facendolo  nominare  professore  di  matematiche 
nella  scuola  militare  di  Parigi. 

Ci  sarà  permesso  di  trascurare  alcune  delle  particolarità  dèlia  vita  e dei  la- 
vori di  Laplace  per  occuparci  unicamente  di  quelle  delle  sue  opere  che  hanno 
maggiormente  contribuito  all’  alta  sua  reputazione  , e che  sono  i suol  veri  titoli 
alla  immortalità.  Possessore  delle  cognizioni  le  più  estese  nella  scienza  dei  nu- 
meri, aveva  già  risoluto  vai ic  questioni  principali  dell'  astronomia  teorica  ; e que- 
sta scienza  sublime  divenne  lo  scopo  costante  c pressoché  unico  de*  suoi  sforzi  c 
de' suoi  lavori.  Egli  aveva  concepito  un  piano  immenso,  degno  del  suo  ingegno: 
ei  voleva  rifare  la  teoria  del  cielo,  coordinando  i grandi  fislesoi , correggendo 
gli  errori  ili  cui  era  e»»»  siala  I’  oggetto,  esponendo  infine  le  canse  ancora  ignote 
di  alcuni  fenomeni  importanti.  A questo  pensiero  , che  tutta  riempie  la  vita  di 
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Laplace,  è debitrice  la  scienza  della  Meccanica  celeste , opera  ammirabile  che 
Fourier  ha  ingegnosamente  chiamala  1'  Almagesto  di  questo  secolo  , ma  che  su- 
pera quello  di  Tolomeo  di  tutta  la  differenza  che  esiste  tra  lo  stato  attuale  della 
scienza,  e gli  elementi  di  Euclide.  Laplace  aveva  ricevuto  dalla  natura  tutta  la 
forza  dell'  ingegno,  tutta  la  perseveranza  che  poteva  esigere  un'impresa  di  tale 
estensione.  Non  solamente  ei  riunì  nel  suo  almagesto  del  XVIII  secolo  tutto 
quello  che  le  scienze  fisiche  e matematiche  avevano  già  stabilito  come  incontra* 
stabile,  e che  serve  di  fondamento  all’ astronomia  , ma  ha  aggiunto  a questo  ra- 
mo del  sapete  scoperte  fondaraeolali  , che  gli  souo  proprie,  e che  erano  sfuggile 
alle  indagini  de'  suoi  predecessori. 

Cosi,  si  osservava  nei  movimenti  della  luna  un'  accelerazione  di  cui  non  sapeva 
assegnarsi  la  causa.  Le  prime  ricerche  di  Laplace  sull'  invariabilità  del  sistema 
solare,  e la  sua  spiegazione  dell'  equazione  secolare  della  luna.  Io  hanno  condotto 
a tale  soluzione.  Egli  aveva  esaminato  primieramente  se  1'  accelerazione  dei  mo- 
vimenti lunari  potesse  spiegarsi  supponendo  che  l'azione  della  gravila  nou  fosse 
istantanea,  ma  sottoposta  ad  una  trasmissione  successiva , coinè  quella  della  luce. 
Ma  non  potè  scoprire  la  vera  causa  per  tal  via.  Finalmente,  net  19  Marzo  1787, 
presentò  all' Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  una  soluzione  chiara,  inaspettata, 
di  questa  difficoltà,  e provò  evidentemente  che  l' accelerai ioue  osservata  è un 
effetto  necessario  della  gravitazione  universale.  Questa  grande  scoperta  rischiarò  tu 
seguito  i punti  i più  importanti  del  sistema  del  mondo.  Infatti  la  stessa  teoria 
gli  fere  conoscere  che  se  1'  azione  della  gravitazione  degli  astri  non  è istantanea, 
bisogna  supporre  che  essa  si  propaghi  più  di  cinquanta  milioni  di  volle  più 
presto  della  luce  , la  cui  velocità  si  sa  bene  essere  di  sellantamila  leghe  per  se- 
condo. Potè  altresi  concludere  dalja  sua  teoria  dei  movimenti  lunari  ,jche  il  mez- 
zo nel  quale  muovonsi  gli  astri  nou  oppone  al  corso  dei  pianeti  che  una  resi- 
stenza per  cosi  dire  insensibile , perchè  siffatta  causa  dovrebbe  alterare  partico- 
larmente il  movimento  della  luna,  la  quale  non  ne  risente  effetto  alcuno  osser- 
vabile. La  discussione  dei  movimenti  lunari  è stala  oltremodo  feconda  di  conse- 
guenze importanti.  Per  esempio,  se  ne  può  adesso  concludere  che  il  moto  di  ro- 
tazione della  terra  sul  suo  asse  è invariabile.  La  durata  del  giorno  non  ha  can- 
giato nemmeno  della  centesima  parte  di  un  secondo  da  2000  auui  fino  a questo 
giorno.  Ma  una  conseguenza  ancor  più  interessante  è quella  che  si  riferisce  alla 
figura  della  terra;  perchè  la  forma  stessa  del  globo  terrestre  produce  alcune  ine- 
guaglianze nel  corso  della  luna.  Tali  ineguaglianze  non  avrebbero  luogo  se  la 
forma  de. la  lena  fosse  perfettamente  sferica.  Si  può  determinare  la  quantità  dello 
schiacciamento  terrestre  mediante  1’  osservazione  dei  soli  movimenti  lunari  , e i 
resultati  che  se  ne  sono  dedotti  si  accordano  colle  misure  effettive  che  si  sono 
ottenute  per  mezzo  dei  grandi  viaggi  geodetici  all'  equatore,  nella  regione  bo- 
reale , uè  1'  India  e in  diverse  altre  contrade:  cosi  1'  osservazione  e la  teoria  con- 
corrono dei  pari  a dare  un  grado  di  certezza  irrefragubilc  alla  valulaziooe  di 
questi  diversi  fenomeni  celesti.  Tale  in  generale  è il  carattere  e il  resultalo  dei 
bei  lavori  di  Laplace  , a cui  è dovuta  la  maravigliosa  perfezione  alla  quale  sono 
giunte  le  teorie  moderne. 

Le  ricerche  di  Laplace  sull' equazione  secolare  de)U  luna,  e la  sua  bella  «co- 
ltella dell' invariabilità  delle  distanze  medie  dei  pianeti  dal  sole,  erano  state  pre- 
cedute dalla  scoperta  non  meno  importante  e non  meno  difficile  della  causa  delle 
grandi  ineguaglianze  di  Giove  e di  Saturno.  Le  celerilà  angolari  medie,  o piut- 
tosto i movimenti  medj  di  questi  due  pianeti  sono  lali  che  cinque  volte  quello 
di  Saluruó  è presso  a poco  eguale  a due  volte  quello  di  Giove.  Secondo  i cal- 
coli di  Laplace,  questo  rapporto  produce  negli  elementi  delle  orbite  dei  due  pi.r- 
ueti  quelle  variazioni  considerabili,  i cui  periodi  abbracciano  non  meno  di  nove 
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secoli,  e che  sono  la  sorgente  «li  t|iielle  grandi  alterazioni  che  gli  astronomi  vi 
hanno  osservato.  Il  movimento  medio  di  Saturno  prova  una  ineguaglianza,  il  cui 
periodo  è di  circa  cenlodiriannova  anni,  e la  cui  quantità  , che  va  diminuendo 
por  gradi  insetnibili , era  nel  i;5o  di  4#'  W-  M movimento  medio  di  Giove, 
è sottoposto  ad  una  ineguaglianta  corrispondente  il  cui  periodo  é esattamente  lo 
stesso,  ma  il  cui  valore,  rhe  ha  un  segno  contrario,  è minore  nel  rapporto  di  3 
a 7.  A queste  ineguagli  irne  tino  ad  ora  sconosciute  deve  attribuirsi  , dire  La- 
place, l’apparente  rallentamento  di  Saturno  e l’accelerazione  apparente  di  Giove. 

I movimenti  medj  di  questi  due  pianeti  danno  luogo  ad  altre  ineguaglianze 
rhe  Laplace  ha  fatto  egualmente  conoscere.  Egli  ha  dato  una  teoria  compiuta  del 
movimento  dei  satelliti  di  Giove,  nella  esposizione  della  quale  si  trovano  i due 
seguenti  curiosissimi  teoremi:  V uno,  che  il  moto  medio  del  primo  satellite 
più  due  volle  quello  del  terzo  è rigorosamente  eguale  a tre  volle  quello  del  se- 
condo; I1  altro,  che  la  longitudine  media  del  primo  satellite  meno  tre  volle  quella 
del  terzo  è esattamente  e costantemente  eguale  a 180  gradi.  È noto  altresì  che 
DeUmbre  ha  calcolato  le  sue  tavole  per  i movimenti  di  Saturno  e di  Giove  die- 
tro le  teorie  di  Laplace. 

Questo  carattere  di  scrupolosa  investigazione  e di  nobile  perseveranza  nell*  esa- 
minare sotto  tutti  i punti  di  vista  possibili  le  questioni  le  più  difficili,  per  giun- 
gere alla  loro  soluzione,  distingue  eminentemente  tutti  i lavori  di  Laplace;  egli 
brilla  soprattutto  di  uno  splendore  tutto  speciale  nella  sua  Analisi  delle  proba- 
bilità. Quivi  doveva  egli  esercitarsi  sopra  una  scienza  di  creazione  moderna  , il 
coi  oggetto  sovente  male  inteso  ha  potuto  dar  luogo  a false  ini erpet razioni  , ma 
le  coi  applicazioni  sono  suscettibili  d’  un* immensa  estensione.  L’  ingegno  di  La- 
place fecondò  questo  nuovo  ramo  della  scienza  dei  numeri.  Nato  ad  un  tratto 
nella  mente  feconda  di  Pascal,  il  calcolo  «Ielle  probabililà  era  stalo  coltivalo  da 
Fermai  e da  Huygens;  Giacomo  Bernoulli  aveva  il  primo  esposto  la  sua  teoria; 
i cui  perfezionamenti  successivi  erano  dovuti  ad  una  felice  scoperta  di  Slirling 
e alle  ricerche  d’  Eulero  e di  Lagrange.  Laplace  ne  riunì  e ne  fissò  i principj , 
ma  sviluppandoli  e appropriandoseli  per  cosi  «lire  mediante  una  moltitudine  «li 
considerazioni  nuove  e felici.  In  tale  opera  ,'uno  dei  nn*nun»'»nti  piii  preziosi 
della  vita  scientifica  di  Laplace,  espose  egli  la  sua  Teoria  delle  funzioni  gene - 
ratriciy  bella  el  immensa  dottrina,  la  cui  utilità  è innegabile,  ed  alla  quale 
un  celebre  e dolio  geometra,  in  una  critica  che  ne  ha  fatta,  altro  in  sostanza  noti 
rimprovera  che  1’  estensione  troppo  grande  e d*  autorità  troppo  assoluta  che  si  è 
voluto  darle. 

Questo  rapido  cenno  dei  principali  lavori  di  Laplace  , le  cui  opere  sono  d'al- 
tronde cosi  diffuse,  deve  bastare  per  l'oggetto  che  ci  siamo  proposti,  quello  cioè 
di  caratterizzare  I*  ingegno  dei  graudi  geometri.  Non  entreremo  nemmeno  nelle 
particolarità  della  vita  politica  di  quest’  uomo  celebre  , quantunque  abbia  essa 
servito  «li  testo  a non  poche  accuse  sovente  più  appassionate  che  giuste.  Dob- 
biamo soltanto  aggiungere  che  nessuno  degli  onori  pubblici  , di  cui  crasi  reso 
degno  per  la  superiorità  de’ suoi  latenti,  è mancalo  alla  sua  persona.  Membro 
dell'Istituto  alla  creazione  di  auel  corpo  scientifico,  fu,  dopo  il  18  Bruraujo, 
chiamalo  per  un  istante  al  ministero  «lell’  interno,  n Geometra  di  primo  ordine, 
» ha  scritto  in  seguito  Napoleone  in  propalo  di  questa  circostanza,  Laplace  non 
r»  tardò  a mostrarsi  amministratore  più  che  mediocre  : al  suo  primo  lavoro  mi 
« accorsi  subito  che  mi  era  ingannalo.  Laplace  non  vedeva  nessuna  questione 
-n  sotto  il  suo  vero  punto  di  vista;  dappertutto  cercava  delle  sottigliezze,  non 
w aveva  che  idee  problematiche , in  somma  portava  nell*  amministrazione  lo  spi- 
vi rito  degl’  infinitamente  piccoli  u.  Napoleone  può  avere  avuto  ragione  senza  che 
la  reputazione  di  Laplace  possa  in  nulla  risentirne;  ma  bisogna  confessare  che 
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vi  è una  contr*«lizinne  n»nnifi?sU  tra  questo  giudizio  severo  dell’  imperatore,  e le 
funzioni  pubbliche  che  affidò  al  dotto  illustre  che  ne  era  il  suggello.  I.ifatti  La- 
place sedè  ori  senato,  e fu  nominato  vice-presidente  di  quell' assemblea.  Dob- 
biamo ancora  rammentare  che  il  calendario  gregoriano  fu  ristabilito  dietro  un  suo 
rapporto:  fu  fatto  m seguito  grande  ufficiale  della  Legione  di  Onore,  grande  uf- 
ficiale dell' ordine  della  riunione,  conte  dell'impero,  e,  sotto  la  restaurazione, 
pari  di  Francia  cui  titolo  di  marchese.  Laplace  apparteneva  pure  a tutte  le  gran- 
di Accademie  dell*  Europa.  Fino  ad  un'età  avanzatissima  conservò  la  memoria 
straordinaria  che  lo  aveva  fatto  distinguere  fino  dalla  sua  prima  giovinezza.  L'or- 
goglio eccessivo  che  gli  è stato  rimproveralo  v che  forse  non  ero  che  una  slima 
foHilata  di  sé  medesimo,  ed  una  giusta  considerazione  del  suo  melilo  elevalo,  uon 
si  palesò  almeno  in  lui  all'  ora  asticina  in  cui.  1'  uomo  si  spoglia  liberamente 
di-  tulle  lo  illusioni  che  possono  avorio  per  luogo  tempo  acciecalo.  Le  persone 
che  assistevano  agli  ultimi  suoi  momenti  rammentandogli  i titoli  della  sua  gloria 
c le  immense  sue  scoperte,  ei  rispose:  r>  Ciò  ohe  sappiamo  è poco,  ciò  che  igno- 
n riamo  è immenso  n.  Laplace  mori  a Parigi  il  7 Marzo  1827.  Il  suo  elogio  fu 
ledo  da  Fourier  all’ Accademia  delle  Scienze,  nella  quale  la  sua  perdila  lasciava 
mi  gran  vuoto. 

Si  hanno  di  lui  le  seguenti  opere:  I Tftéarie  du  mouvement  et  de  la  figure 
e/li/f tigne  Jet  planètcr. , Parigi  , 1784  » ùi-4  ; H Théorie  des  uttrnctions  des 
spltér  oides  el  de  la  figure  des  planètes,,  ivi,  1785,  in*|;  III  Exposition  du  sy- 
stèrne  du  monde , ivi,  1.796,. a voi.,  in-8;  1799,  in-4;  i8i3,  in^,  5P.  «dia.  rivi- 
sta dall' autore,-  1824,  in  4;  6«*  ediz.,  i835,  in-4  1 IV  Traité  de  mccanique  téle - 
ste ^ ivi  , 1798,  a voi.  in-4;  tomo  111,  i8o3;  tomo  IV  , i8o5;  tomo  V , «8a5  ; 

V Théorie  anuly  tigne  des  proòaòilités  , ivi,  1812,,  in-4;  edit.  1820,  in-4  * 

VI  Essai  philosophique  sur  les  probahilités  , ivi,  1814  , »n-8;  G.B  ediz.  1840 , 
in-8;  VII  Procis.de  /’ histoire  de  V astronomie , ivi,.  1821,  in-8;  Vili  Qua- 
trième  supplcmcnt  à la  littorie  des  probalilitès  , ivi  , 1825  , in. 4.  Laplace  ha 
som  ni  ini*  Irato  inoltre  un  numero  grande  di  memorie  all'  Accademia  delle  Sciente 
ili  Parigi,  all' Istituto,  e al  Giornale  della  Scuola  polilennioa. 

LATITUDINE  ( Geogr .),  Si  dà  questo  nome  alla  disturna  di  un  luogo  terrestre 
dall*  equatore  della  terra,  misurala  sul  meridiano  di  questo  luogo,  lu  altri  ler- 

* mini,  è Parco  del  meridiano  ili  un  lungo  compreso  ira  questo  luogo  e P equa- 
tore. 

Per  determinare  la  posizione  di  un  punto  sopra  una  superficie  , in  generale  è 
necessario  di  riferirlo  a qualche  linea  condotta  su  questa  superficie  e la  cui  po- 
sizione sia  (issa  e data;  cosi,  in  geografia,  si  sceglie  come  linea  fissa  P equatore 
della  terra,  che  è un  circolo  massimo  immaginario  situalo  ad  egual  distanza  dai 
due  pulì,  e che  per  conseguenza  si  trova  nel  piano  dell' equatore  della  sfera  ce- 
iosie ( Vedi  ÀAJHLLaaB);  s*  immagina  quindi  che  per  ciascun  punto  delia  super- 
fìcie della  terra  passi  un  circolo  massimo  perpendicolare  all'equatore,  e questo  cir- 
colo che  passa  pure  jiei  poli  si  chiama  il  meridiano  del  punto  terrestre,  e cor- 
risponde al  meridiano  celeste  , vale  a dire  al  circolo  massimo  della  sfera  celeste, 
die  passa  pei  poli  della  sfera  e.  per  lo  zenit  del  punto.  Si  sceglie  inoltre  a»  me- 
ridiano determinato,  che  si  chiama  il  primo  meridiano, , e al  quale  si  riferiscono 
tutti  gli  altri,  misurando  la  loro  disianza  da  questo  sull*  arco  dell' equatore  com- 
preso tra  essi.  Allora  la  posizione  di  un  punto  qualunque  della  superficie  della 
terra  ss  trova  interamente  determinata,  quando  si  conosce  : i°  la  grandetta  del- 
l'arco del  meridiano  compreso  tra  quello  [muto  e l'equatore-,  che  è ciò  che  si 
dice  la  latitudine  «lei  puuto  ; 2*  P arco  dell'  equatore  compreso,  tra  il  meridiano 
del  punto  e i primo  metidiauo,  che  è ciò  che  diccti  la  longitudine  di  questo 
(•nulo  ( Vedi  LodGITUOIRB  ). 
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Se  »l  rappresenta  con  EAP  (Top.  CLVI , Jig.  a)  il  meridiano  terrestre  di  un 
punto  A della  superficie  della  terra,  e con  11/11’  il  meridiano  celeste  corriaponden- 
te,  il  puuto  Z,  determinato  da  una  perpendicolare  TZ  all'orizzonte  razionale  1111', 
sarà  lo  zenit  di  A ; e se  TP'  rappresenta  l' intersezione  del  piauo  dell'equatore  con 
quello  del  meridiano,  l’arco  AK  , distanza  del  puuto  A dal  punto  È in  cui  il 
meridiano  terrestre  incontra  l'equatore,  sarà  la  latitudine  di  A;  ma  quest,’  arco 
AK  misura  l'angolo  F'TZ,  rbe  può  essere  egualmente  misurato  dall'arco  ZI" 
del  meridiano  celeste  completo  tra  io  zenit  Z e il  puntò  1"  dell'equatore  cele- 
ste; coti  gli  archi  AE  e ZI"  avranno  lo  stesso  numero  di  gradi,  donde  segue  che 
la  latitudine  espressa  in  gradi  è eguale  all’arco  del  meridiano  celeste,. compreso 
tra  lo  zenit  e I equatore,  ed  espresso  egualmente  in  gradi.  La  ricerca  della  latitu- 
dine di  un  punto  terrestre  si  riduce  dunque  in  ultima  analisi  a quella  della  di- 
stanza dello  zenit  di  questo  punto  dall’  e (Untore  celeste.  Ora,  indicando  con  1* 
uno  dei  poli  della  terra,  e con  E'  il  polo  celeste  corrispondente  ; 1’  arco  P'E', 
compreso  Ira  questo  polo  e l'equatore,  i eguale  al  quarto  della  circonferenza,  o, 
il  che  è la  stesso,  é un  angolo  di  90°  sessagesimali;  lo  stejso  deve  dirai  dell'arco 
ZUr,  compreso  tra  lo  zenit  e I' orizzonte,  cosi  ai  ha 

P'E'  = ZH' , 

e sottraendo  da  questi  due  archi  l’arco  ZE',  che  è comune  ad  entrambi,  si  ot- 
tiene . 4 , 

P'E'  — ZE’  = ZH'  - ZE' , o P'Z  saJE'H'. 


Di  qui  si  conclude  che  Iti  latitudine  di  un  luogo  terrestre  è eguale  all ’ a/» 
tezza  del  polo  al  di  sopra  dell'  orizzonte  di  questo  luogo. 

Siccome  i {(radi  dell' arco  del  meridiano  si  contano  cominciando  dall'equatore, 
cosi  le  latitudini  si  distinguono  in  settentrionali  e in  meridionali  seoondoché  i 
luoghi  ai  quali  si  riferiscono  sono  situati  nell'  emisfero  settentrionale  o nell'  emi- 
fero  meridionale.  La  latitudine  ha  tempre  la  medesima  denominazione  del  polo 
elevato  sull’ orizzonte.  ^ 

La  cognizione  della  lafilmline  dei  lunghi  è della  massima  importanza  della  geo- 
grafia, nella  navigazione  e nell’ astronomia.  All' articolo  Altezza  del  polo  abbia- 
mo veduto  con  qual  metodo  possa  essa  determinarsi  : ma  non  agra  qui  inoppor- 
tuno 1’  entrare  ih  alcune  partioolarità  ohe  oon  potevano  inserirai  in  quell'  arti- 
colo. • t , . 

Qualunque  sia  la  figura  della  terra,  deve  ritenerti  che  la  latitudine  di  uno  dei 
suoi  punti  è sempre  l'angolo  che  la  verticale  condotta  pgr  quello  punto  fa  eoi 
piano  dell'  equatore.  Il  punto  in  cui  la  verticale  incontra  la  sfera  celeste  che  ha 
per  centro  il  centro  stesso  della  terra  ai  chiama  zenit  apparente,  li  raggio  ter- 
restre poi  corrispondente  al  piatte  della  verticale  0 al  luogo  dell'  osservatone  , 
prolungalo  indefinitamente,  incontra  la  sfera  releste  in  un'psfnlo  che  si  dice  ze- 
nit vero.  Finalmente  l'angolo  che  questo  raggio  fa  col  piano  dell'equatore  si 
chiama  latitudine  geocentrica.:  perciò  questa  latitudine  è eguale  alla  latitudine 
geografica  meno  1'  angolo  della  verticale  col  raggio  terrestre , perchè  la  terra  è 
aehiaeriata  ai  poli. 

Sia  H 1’  altezza  del  polo  e G la  latitudine  geocentrica  corrispondente  ; ai  ha 
per  conseguenza  ‘ 1 . 


1 H — 


» sen  aH 


indicando  con  a lo  schiacciamento  della  terra. 
l)iz.  di  Hat.  Voi.  V l. 
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La  latitudine  geocentrica  è tln  elemento  del  calcolo  del  luogo  apparente  dei 
pianeti  e della  loro  paralU»e  in  ascensione  retta  e in  declinazione.  Si  vedano 
queste  parole  nel  CitioDarib.  • 

Da  che  si  conosce  il  circolo  ripetitore,  la  latitudine  geografica  si  ottiene  con 
gran  precisione  per  mezzo  delle  distanze  zenittali  circum-iueritliane  delle  stelle 
o del  sole , vale  a dire  per  mezzo  delle  osserrazioni  fatte  pochi  istanti  avanti  c 
dopo  il  passaggio-  pel  meridiano.  Sia  P (7W.  CL \’l,/ig.  3)  il  polo  del  mondo,  D 
la  declinazione  dell'astro  E,  Z la  sua  distanza  zenillale  ridotta  al  centro  della 
terra  , se  ciò  sia  necessario  ( l'tdi  Pazau.ahk),  e H la  latitudine  cercala.  Nel 
triangolo  sferico  il  lato  ZE  è eguale  a Z , ed  il  Iato  EP  è eguale  a 90° — .D, 

quando  la  declinazione  è boreale:  perla  proprietà  fondamentale  di  questo  trian- 
golo , si  ha 

* cosZ  =sen  Hscn  D-t-cos  li  cos  D cos  P ....  (1). 

Ma  siccome  1!  astro  E si  suppone  vicinissimo  al  meridiano,  è evidente  che  quan- 
do vi  passerà  si  avrà  ...  , ,. 

Z-+*go°‘ — H — xziago0  — D , ■ • 
essendo  x una  quantità  piccolissime.  Cosi  in  questo  caso  ai  ha 
Z = H — D-»-x,  o H=sZ — x-+-D, 
c l’equazione  (1)  diviene 

coi  (H  — ■ D -+■  x )=  sen  11  sen  D + cos  H cos  D cos  P. 

^sviluppando  il  primo  membro  in  virtù  della  relazione 
cos  ( A ■+•  x ) = cos  A coi  x — sen  A sen  x , 


cd  osservando  che 

cosP  = i — asen'jP,  - 

si  avrà 

• : * • « . * 

cos  (H  — D)cosx  — seu(  H — D )senx=:CQj(H— D)  — acosHèosDsen1  j P; 

e siccome  per  supposizione  la  riduzione  x al  meridiano  è piccolissima,  si  potrà 
fare  • 

■ cosx  = 1 e sen  xc=  x 


e quindi  si  avrà 

a cos  H eos  D sen*  J P 
sen  (li  — JDjsen  i'r 

Ma  questa  riduzione,  che  è espressa  in  secondi  di  grado  a motivo  del  fattore 
sen  i,r  nel  denominatore,  don  potrebbe  calcolarsi  senza  aver  prima  un  valore 
approssimato  della  latiludine  11,  il  che  d'  altronde  è sempre  possibile.  Quanto 
all' elemento  H più  essenziale  a determinarsi,  cioè  l'angolo  orario  P,  si  ottiene 
sottraendo  dall’ora  del  passaggio,  data  daLpendoIo,  l'ora  dell'osservazione,  tanto  se 
il  pendolo  è regolato  sul  tempo  sidereo,  quanto  te  segna  il  tempo  medio  del  sole. 
Infine  è Utile,  quando  P osservazione  si  fa  sul  sole,  di  fare  per  quanto  possi- 
bile lo  stesso  numero  di  osservazioni  avanti  e dopo  il  passaggio  pel  meridiano  e 
in  tempi  egualmente  distanti  dal  mezzogiorno,  per  evitare  P incomodo  di  dover 
calcolare  il  movimento  dell'astro  in  declinazione. 

L1  Uso  del  circolo  ripetitore  procurando  diverse  distanze  zenittali  avanti  e do- 
po il  passaggio  pel  meridiano  , si  calcolano  le  riduzioni  x corrispondenti , e il 
medio  della  loro  somma  è la  riduzione  da  assegnarsi  alla  distanza  zen  il  tale  inedia 
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osservata,  per  avere  I»  distaci»  meridiana  Z — x.  Bene  inteso-  per  ò -die  Ih  prima 
d latenza  dere  estere  aumentata  della  refrazione  dipendente  dallo  stato  del  baro- 
metro e del  termometro,  diminuita  delia  parallasse,  e corretta  convenientemente 
del  semidiametro  apparente  del  sole,  quando  si  otterrà  uno  dei  tuoi  orli. 

Questo  metodo,  dì  cqi  Delambre  e Slécbain  hanno  fatto  si  numerose  applica- 
zioni nell'occasione  di  misurare  l'arco  del  meridiano  in  Francia,  si  trota  spie- 
gato in  tutte  le  sue  piu  minute  particolarità  nel  secondo  volume  della  Base  del 
sistema  metrico  decimale,  e nel  'Brattato  di  Geodesia  ali  I’uissant,  opera  nella 
quale  ai  trova  una  tavola  di  riduzione  al  meridiano  che  abbrevia  considcrabil- 
menle  il-  calcolo. 

Il  doppio  passaggio  della  stella  polare  fa  in  generile  conoscere  la  latitudine 
con  molta  precisione:  pure  gli  astronomi  non  la  considerante  come  definitiva  che 
quando  sia  stata  verificata  mediante  1’  osservazione  di  qualche  stella  situata-  al 
sud  dello  Zenit  della  stazione  e presso  a poco  alla  stessa  distanza  della  stella  po- 
lire. tir  ogni  esso  la  semisomma  dei  due  resultati  è la  latitudine  vere,  e la  loro 
semid inerenza  è ciò  che  si  sliee  V errore  costante  dello  strumento. 

Chiuderemo  quest'  articolo  con  un  esempio.  11  17  Dicembre 'i 798,  Méchtiu  fere 
la  seguente  osservazione  all'  Osservatorio  Beale  di  Parigi,  pochi  momenti  prima 
dei  passaggio  della  stella  polare  pel  meridiano 


• — r * 
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Questo  resultalo,  dato  da  uoa  sola  e corta  serie  di  osservazioni,  non  eccede  che 
di  5(,,55  la  latitudine  che  Mcchain  trovò  con  3764  osservazioni. 

1. ATIT U D I N t (Astron.).  Io  astronomia  si  chiama  latitudine  di  un  astro  la  sua 
distanza  dall'  ecclittica,  misurala  aulì' arco  del  circolo  massimo  che  passa  per  que- 
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(l’altro  s pei  poli  deil’eccliltica.  Donde  li  rade  che  te  latitudini  astronomiche 
lono  assai  differenti  dalle  latitudini  geografiche.  Abbiamo  già  (piegato  l’  uso  dei 
diverti  circoli  delia  afera  celeste  che  icrvono  a .determinare  U posizione  degli  »- 
stri,  perciò  rimanderemo  il  lettore  agli  articoli  Ananxiat  e Catàlogo. 

Latitudi.vb  GsocurraiCA.  Dicesi  cosi  la  latitudine  di  un  pianeta  quale  vien  veduto 
dal  centro  della  terra.  ■' 

Siccome  pare  che  il  sole  si  muora  nell’ecrlitlica  stessa  , cosi  esso  non  ha  mai 
latitudine,  ovvero  la  sua  latitudine  è costantemente  o°.  Ma  i pianeti  ne  hanno  una 
che  varia  cominciando  da  o°,  vaia  a dire  dai  punti  in  cui  le  loro  orbite  tagliano 
l’ecclittica,  fino  ad  una  grandezza  eguale  all'inclinazione  del  piano  delle  loro 
.orbile  su  quello  dell’  eclittica.  Questa  circostanza  ha  dato  luogo  ad  immaginare 

10  Zodiaco,  fascia  o zona  della  sferq  celeste  cbe  contiene  tutte  le  orbite  dei  pia- 
neti. Vedi  Zodkco.  . 

Latituisink  BLiocamiCA.  È la  latitudine  Teduta  dal  aule,  o quale  apparirebbe  ad 
un  osservatore  che  fosse  collocalo  nel  centro  del  sole.  Questa  latitudine  è sempre 
la  stessa  quando  il  pianeta  si  trova  nello  stesso  punto  della  sua  orbita,  mentre 
la  latitudine  geocentrica  varia  al  variare  della  posizione  delia  terra  rispetto  al 
pianeta.  * 

Le  latitudini  delle  stelle  non  provano  altre  alterazioni  che  quelle  che  sono 
prodotte  dall’ aberrazione  della  luce  ( Vedi  Abbbrazioiib  ) , e da  una  piccola  .va- 
riazione detta  secolare,  cagionata  da  uno  spostament#  lentissimo  dell’  ecclittira. 
Vedi  Pbbtubbaziob»- 

LATO.  ( Geom.  ).  Si  chiama  lato  di  una  figura , qualunque  linea  retta  cbe  fa  parte 
del  suo  perimetio.  •* 

I Iati  di  un  angolo  sono  le  due  rette  cbe  io  formano.  Vedi  A SGOLO. 

LEBLOND  (Guglielmo),  matematico  francese,  nacque  a Parigi  nel  1704  e mori  nella 
steiia  città  nel  1781.  Essendo  alato  incaricato  d' insegnare  gli  elementi  delle  ma- 
tematiche e dell’  arte  della  guerra  ai  paggi  e ai  principi  reali  di  Francis  , ebbe 
luogo  di  conoscere  quanto  imperfette  fossero  le  opere  che  correvano  allora  nelle 
mani  de’ suoi  alunni;  imprese  a comporne  delle  nuove,  in  pari  tempo  chiare  ed 
esatte,  su  tutte  le  parti  delle  scienze  iodispensabili  a conoscersi  da  un  ufizimle.  1 
tuoi  trattali,  che  ebbero  gran  voga  al  tempo  della  loro  pubblicazione  , cbe  pos- 
sono ancb’oggi  consultarsi  con  frullo  dai  giovani  militari,  e che  sono  stali  tra- 
dotti in  molte  lingue  d’Europa,  sono  i seguenti:  I L' arithmitique  et  la  geome- 
trie de  C officier,  Parigi,  1768,  a voi.  in-8  ; II  Élements  de  fortifioation , ivi, 
17G8,  in-8;  IH  Tratte  de  /’ aitatine  des  placet , ivi,  1780,  io-8;  IV  Traile  de 
la  defense  des  placet , ivi,  1783,  in-8;  V Artillerie  raisonnie , contenant 
l'usage  de t differente s bour.het  à fen , ivi,  17C1,  in-8;  VI  Essai  Sur  la  ea- 
slra/Hetation , ivi,  1748,  in-8;  V II  Élements  de  tactique , ivi,  1758,  in-4- 

LEBLOND  (Augusto  Savibiìbo),  dotto  e modesto  matematico,  nipote  del  preceden- 
te, mori  a Parigi  il  aa  Febbrajo  181 1.  Gli  scrini  suoi  principali  sono:  I Sur  la 
fxation  d'ime  mesate  et  d'  un  poids , Parigi,  1791,  in. 8;  li  Sur  le  sy stime 
rnonr tai re , ivi,  179®,  in-8;  III  Cadrans  logarit/tmiqttes  adaptds  aux  poids 
et  mesures , ivi,  1799,  in-8.  Tale  strumento  è composto  di  tre  circoli  concen- 
trici, il  che  potrebbe  dargli  talvolta  qualche  vantaggio  sull’  Aritmografo  in- 
ventato da  Gattey 'verso  l’epoca  medesima  e senza  cbe  quest' ultimo  conoscesse 

11  lavoro  di'  Leblond  ( Vedi  Gattev):  ma  V Aritmografo  è assai  pia  portatile, 

e ne  é meglio  intesa  la  costruzione,  quantunque  non  vi  sia  che  un  circolo  mobile 
(V edi  Gdrteb  ).  Leblond  fu  il  primo  che  nel  1790  propose  di  dare  alla  nuova 
unità  lineare  il  nome  di  metro.  '■ 

LECCHI  (Giovsaai  Astosio  ) , distinto  idraulico  italiano,  nato  a Milano  il  17  No- 
vembre 1702,  entrò  di  sedici  soni  nell’ordine  de’ gesuiti,  insegnò  con  onore  le 
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belle  lettere  io  Vernili,  ed  ■ Pavia , ed  m seguito  fu  fatto  professore  dì  eloquenza 
a Milano  nel  collegio  di  Brera.  Nominato  nel  1739  alla  cattedra  «li  matematiche 
nell'  università  di  Paria,  vi  professò  tate  scienza  con  somma  lode  per  venti  anni. 
La  sua  reputazione  giunte  fino  all'  imperatrice  Maria  Teresa,  che  lo  chiamò  a 
Vienna  e lo  fece  matematico  di  corte.  Il  papa  Clemente  XIII  Io  richiamò  in  Ita- 
Ira,  perchè  assumesse  la  direzione  dei  grandi  lavori  idraulici  relativi  all'  addiriz- 
za mento  dell'alveo  del  Reno  c degli  altri  fiumi  che  attraversano  il  Bolognese, 
il  Ferrarese  e là  provincia  di  Ravenna.  Lecchi  se  ne  occupò  per  se»  anni,  cioè  fino 
alfa  morte  del  pontefice.  Clemente  XIV,  che  gli  successe , fece  continuare  tale  ope- 
razione conforme  alle  piante  del  dotto  religioso,  che  ritirato  si  era  a Milano,  ove 
mori  il  a.{  Agosto  177G.  Tra  le  numerose  sue  opere  citeremo:  l FI  teoria  lucis , 
op ricatti  , perspectivam , catoptricam  complectens  , Milano  173$;  II  Aritmetica 
universali*  Newtoni , perpetui s co/nmentariis  illustrata  et  aucta , Milano,  175*, 
3 voi.,  in-8;  III  Elemento  geometriae  theoricae  et  practicae , ivi,  1753,  2 voi. 
in-8;  IV  L'  idrostatica  esaminala  rie' suoi  principi  e stabilita  nelle  sue  re- 
gole delta  misura  delle  acque  correrti , 1765,  in-$  ; V liclfttione  della  visita 
alte  terre  danneggiate  dalle  acque  dei  fiumi  di  Bologna , Ferrara  e Ravenna , 
Roma,  1767,  in-4*^VI  Memorie  idrostatica-storiche  delle  operazioni  eseguite 
nella  inalveatone  del  Reno  di  Rologda  tra  gli  anni  1765  e 1773,  Modena, 
1773,  a voi.  Ln-4  ; VII  Trattato  dei  canati  navigabili , Milano,  1776,  10-4. 

LECLFRC  ( Sebastiano  ) , ingegnere-geografo  francese,  nato  a Metz  nel  1 Ci3^  e morto 
a Parigi  nel  1714,  è autore  di  un  Traité  de  geometrie  (héorique  et  pratique , 
Parigi;  1669,  in-8«  opera  che  è stata  tradotta  in  tutte  le  lingue  d'Europa.  Ha 
pubblicato  anepra  : Sjrstime  sur  la  vision , Parigi,  1679,  in-ia,  ristampato  nel 
1714  col  titolo  di  Discours  touchant  le  point  de  vue , scritto  in  cui  combatte 
alcuni  principj  di  Cartesio. 

LEFÉVRE  (Giovajm),  nato  a Lisieux  nel  secolo  XVII  da  poveri  genitori,  svi- 
luppò fino  dall*  infazia  grandi  disposizioni  per  Io  studio  dell'astronomia.  Racco- 
mandato a Picard,  andò  a Parigi  ove  nel  1683  fu  ammesso  nell'  Accademia  delle 
Scienze:  in  seguito  accompagnò  Lahire  nella  Provenza,  onde  verificare  la  coufi- 
gnrazione  del  littorale  del  mediterraneo,  ed  ebbe  parte  nel  lavoro  della  meridiana 
e nel  livellamento  del  fiume  Eure.  Nel  iG85,  accusò  Lahire  che  involato  gli  avesse 
le  sue  Tavole  astronomiche , e l’  accusa  si  accreditò  a tale  che  Lahire  fu  obbli- 
gato a giustificarsi?  ma  non  perdonò  a Lefèvre  che  esposto  l'avesse  a tanta  umi- 
liazione. Questi  mori  nel  170G.  É autore  delle  seguenti  òpere:  I La  Connnissance 
des  tems , dal  tG8{  al  1701,  continuata  poi  da  Lieulaud  fino  al  17)0.  il  Ephe - 
mdrides  pour  les  annèes  1684  et  i685  , calcolate  pel  meridiano  di  Parigi. 

LEGA  ( Metrologia ),  Antica  idisiira  Itineraria  usifata  in  Francia,  e che,  sotto 
tino  stesso  noine,  ìndica  non  poche  lunghezze  differenti.  Le  leghe-si  dividevano  in 
grandii  medie  e piccotei  o -in  leghe  di  20,  a5  o 3b  per  grado  terrestre.  Le  prime, 

chiamate  àncora  leghe  marine , si  valutavano  di  tese  285 1 -^-  P-una  ; le  Idgbe  me- 
die di  2283  tese,  e più  esattamente  di  2281  ; e le  piccole  poi  erano  di  tese  1900  -p-. 

Oltre  queste  leghe  conósciute  generalmente  in  tutto  il  regno,  ogni  provincia  aveva 
la  sua  lega  particolare  determinata,  in  un  modo  affatto  arbitrario,  e si  faceva  inol- 
tre uso  per  la  misura  delle  poste  di  una  lega  di  2000  tese,  detta  lega  di  posta.  I 
riformatori  del  sistema  metrico  hanno  sostituito  a tutte  queste  (pisure  un'  uoilk 
fìssa,  il  chilometro  (1000  metri),  della  quale  è da  sperarsi  che  si  estenda  uso,  e 
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die  fi  miniente  farii  sparile  affatto  denominazioni  che  noe  hanno  più  relaziona 
colte  misture  moderne.  • ; ■ -,  . . «,  . 

li  quarto  del. meridiano  terrestre,  la  cni  diecimillionesima  parte  forma  il  die* 
Irò,  contenendo. 90  gradi  disegnali  (f'edi  Taaaa  « Figura  mula  Tutta),  la  lun- 

a ' l • 

ghetta  del  grado  medio  è di  metri  inni  — , o di  chilometri  in  — ; cosi 

9 9 

• , . , 5 5 

Fa  lega  di  20  per  grado  equivale  a ciati.  5 — ■ = 55jj  — metri 

9 9 


la  lega  media  di  2S  per  grado  .* 4 — 6=5  41  $4  ~ 

9 9 


la  lega  piccola  di  3o  per  gra'do 3 - — -ss  3^03 

999  10 


* , * jo  ' - 7 1 • » 

la  lega  di  posta  , circa  . . . . , 3 — =s38q8  — 

» 11  100 

< . ■ * < 

Tutte  le  riduzioni  delle  tese  in  metri  e dei  metri  io  tese  si  eseguiscono  per 

mezzo  dei  rapporti  generali 

1 tesa  = imi  949o37 
*1  metro=:^  ,5i3o;4 

determinati  colla  massima  esattezza  tra  la  teja  delta  del  Perii  e il  metro  adot- 
tato defluì  linamente  nel  1801  (P’edi  Misura  ).  , » 

LEGENDRE  (Adbiako  Maria),  uno'dei  più  profondi  matematici  della  nostra 
epoca,  nacque  a Tolosa  nel  1752.  Inviato  » Parigi  a studiare  nel  collegio  M sta- 
rino, vi  si  fece  ben  presto  distinguere  non  meno  pel  suo  talento  che  per  la  sua 
assiduità.  In  principio  le  belle  lettere  e le  matematiche  cattivarono  del  pari  la 
sua  attenzione;  ma  in  seguilo,  senza  perdere  il  suo  gusto  per  V eleganza  e le 
belle  forme  delio  stile,  si  dedicò  più  specialmente  allo  .studio  della  geometria. 
Marie,  sotto  il  quale  studiava,  seppe  distinguerlo  tra  i suoi  alunni  e si  applicò  a 
sviluppare  le  di  lui  felici  disposizioni.  Corrispose  Legendre  alle  premure  del  suo 
maestro  e cooperò  non  pòco  nel  TraUato  di  meccanica  che  questi  pubblicò  nel 
* 774  *»  * nd  quale  tra  le  altre  cove  che  appartengono  all’ alunno  si  noli)  la  teo- 
ria spinosissima . delle  forze  accelerai  rici  esposta  con  rara  eleganza  e chiarezza 
matcraatje.T.  Conosciuto. in  quel  tempo  da  d’  Alembert,  ottenne  col  suo  mezzo 
una  aatledra  di  matematiche  nella  scuola  militare  di  Parigi.  In  tale  posizione 
potè  darsi  interamente  allo  studio  delle  grandi  opere  che  allora -venivano  alla 
Ilice  io  Europa  sulle  scienze  nntematiehe  ; e presto  si  vide  il  frutto  delle  sue 
meditazioni.  Parecchie  e profonde  memorie  sull1  analisi  indeterminata,  sull'altra- 
* «ione  delle  sferoidi  e sulla  figura  dei  pianeti,  che  a breve  intervallo  diede  alla 
luce,  gli  acquistarono  somma  reputazione. 

Nominalo  membro  dell*  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  in  luogo  di  d’  Alem- 
bert, giustificò  tale  nnore  ron  nuovi  ed  importanti  lavori,  fra  i quali  si  distin- 
guono le  sue  ricerche  sulle  funzioni  ellittiche,  argomento  immenso  e difficile  al 
quale -fi  applicò  con  una  specie  di  predilezióne,  e dì  cui  per  lo  spazio  di  qua- 
rantanni lo  troviamo  solò  ad  occuparsi.  Nel  1787  fu  incaricato  unitamente  a 
Méchain  c a Cassini  di  procedere  atle  operazioni  necessarie  per  la  riunione  tri- 
gonometrica degli  Osservatori*  di  Parigi  e di  Grecnwich.*  Questa  importante  ope- 
razione astronnmico-geodetica  lo  condusse  a Londra,-ove  entrò  in  relazione  coi 


Digitized  by  Google 


LEG  SII 

più  celebri  geometri  inglesi  e fa  ammesso  nella  ^società  Reale.  All’epoca  della 
rivoluzione,  formò  parte  della  commissione  per  lo  stabilimento  del  nuovo  sistema 
metrico;  in  seguilo  fu  nominalo  consigliere  dell' università,  e poscia  membro 
della  commissione  d’  istruzione  pubblica  e dell’  ufizio  delle  longitudini,  ed  esami- 
natore dei  candidati  per  la  scuola  politenuica.  Tali  impieghi  non  impedirono 
che  continuasse  ad  applicarsi  con  assiduità  infaticabile  alle  più  sublimi  specilla* 
zióni  della  scienza.  Tornò  a trattare  l'argomento  dell’attrazione  delle  sferoidi, 
fece  importanti  sludj  sulla  integrazióne  delle  equazioni  a differenze  paratali , im- 
maginò il  bel  metodo  dei  minimi  quadrati  di  cui  si  fa  un  uso' conlinoo  per  tro- 
vare il  medio  il  più  probabile  tra'-i  resultali  di  diverse  osservazioni,  ampliò  con 
nuovi  e bei  teoremi  la  difficile  e vasta  teoria  dei  numeri,  e,  come  se  tanti  lavo- 
ri non  fossero  stati  sufficienti  a metterlo  nel  rango  dei  geometri  di  primo  ordisse, 
pubblicò  i preziosi  auoi  Esercii j di  calcolo  integrale , in  cui  quasi  tutto  era 
originale,  c negli  argomenti  già  da  altri  trattati  aggiungeva  sempre  .qualche,  aco- 
perta importante  che  generalizzava  o rendeva  più  esatte  Ir  teorie.  In  quell'epoca, 
Lagrange,  Laplace  e Legendre  formavano  una  specie  di  triumvirato  matematico, 
che  poneva  la  Francia  alla  lesla  del  progresso  della  scienza.  Cbe  anzi  una  gran 
parte  della  gloria  di  Laplace  riflette  sopra  Legcndre,  i cui  teoremi  hanno  sug- 
gerito non  poche  idee  a Laplace,  e clic  tante  volte  esegui  per  questo  graude 
astronomo  sviluppi  analitici  che  Ire  uomini  al  più  in  Europa  (Lagrange,  Gauss 
ed  egli)  sarebbero  stati  capaci  di  eseguirà.  Membro  dell'Istituto  fino  dalla  sua 
creazione,  Lrgendre  fu  ascritto  ancora  alle  principali  società  dotte  di  Europa. 
Egli  mori  a Parigi  il  io  Gennajo  (833  in  età  .di  oltre  80  anni. 

Le  opere  di  Legcndre  sono:  I Eldmens  de  geometrie,  Parigi,  1794,  in-8; 
ivi,  12*  ediz.,  1823,  in-8 . Quest’ opera , sebbene  non  possa  annoverarsi  tra  i ti- 
toli di  gloria  per  un  matematica  come  Legendre  , contribuì  non  .ostante  più  di 
ogni  altra  a rendere  il  suo  nome  popolare  in  Francia  , e può  inoltre*  servite  a 
rammentare  ai  dotti  di  un  ordine  superiore  , cbe  non  deve  sempre  sdegnarsi  di 
scendere  alle  opere  che  diconsi  di  compilazione:  ancora  con  queste  pussuno  .ren- 
dersi servigi  eminenti  tanto  col  facilitare  la  scienza  quanto  col  diflouderne  il  ga- 
llo; ancora  con  queste  ti  può  unire  la  gloria  di  diritto  alla  gloria  di  fatto.  Sic- 
come non  vi  è nessuno  che  non  abbia  veduto,  e diremo  .quasi. cbe  non  abbia  stu- 
diato gli ’ -Elementi  di  Legendre,.  che  divennero  classici  alla  loro  prima  comparsa, 
cosi  reputiamo  inutile  il  parlarne.  Le  prime  edizioni  non  comprendono  la  Tri- 
gonometria, aggiunta  nelle  sussrguenti , che  contengono  inoltre  note  importanti 
nelle  quali  per  mezzo  dell'analisi  delle  funzioni  si  dimostrano  i principali  teo- 
remi sulle  paralrlle  e sulle  figure  proporzionali.  Il  Exposé  des  opèrntions  Joites 
en  F rance  en  1787  pour  la  Jonction  des  Observatoircs , de  Paris  et  de  tìreen- 
wic/t  par  Cassini , Mèdiain  et  Legendre , uvee  la  descripiion  et  /'  usage  d'  un 
nouvel  lustramene  prbpre  à donne r la  mesure  des  angles  ù ta  précision  d'ime 
seconde  , Parigi,  iu-4;  HI  ExerciceS  de  calcudntigral  sur  divers  ordres  de 
transeendantes  et  sur  tes  quadraturcs , ivi,  1807,  3 voi.  in-4-  Questi  esercizj, 
fruito  di  più  di  venti  anni  di  assidui  stodj  , dimostrano  ad  .evidenza  1’ instanca- 
bile perseveranza  di  Lcgentfre  ne’ suoi  lasori.  Troppo  fungo  sarebbe  l’indicare 
anche  sommariamente  le  sco|>erte  analitiche  e le  profonde  ricerche  sopra  un’  in- 
finità di  argomenti  che  vi  si  trovano  esposte.  Le  funzioni  ellittiche  c gl’intdgrali 
definiti  sono  i soggetti  che  più  a lungo  hanno  esercitalo  il  suo^  ingegno:  egli  vi 
presenta  ancora  numerose  ed  importanti  sommazioni  di  serie  trasceudcnl)  e molli 
melodi  di  un  uso  prezioso,  con  molte  vedute  sulle  rettificazioni  è sulle  quadra- 
ture. IV  Traile’  dee  fonctions  clliptiques  et  des  integraler'  euleriennes  , avec 
des  tables  pour  enj'aciliter  le  c aleni  numèrique , Parigi,  1827,  2.  voi.  iu-4, 
cou  un  3°  volume  composto  di  Ire  supplementi  comparsi  successivamente  dal 
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18*7  «1  i83a.  Ci  «ionie  di  non  poter  qui  entrare  in  nessuna  particolarità  aopra 
le  ricerche  importanti  relalire  a quatto  ramo  di  anelili  di  cui  Legendve  può  in 
certo  modo  chiamagli  il  creatore,  fu  egli  anche  il  loto  ad  occupartene  fino  alle 
acoperte  di  ^bel  e di  Jscobi , e fino  al  preiente  ciò  che  si  ha  in  quella  parte 
della  scienza,  ad  eccezione  di  un  piccolo. numero  di  formule  Irotale  sulla  teoria 
delle  tue , è tutto  a lui  dovuto.  Infaticabile  ed  inaccessibile  a quell' afiìevnltniento 
che  produce  il  peto  dell' età,  fu  veduto  anco  nel  penultimo  anno  della  sua  vita, 
eccitato  da  un  teorema  di  Abel  , sviluppare  le  proprietà  di  nuove  trascendenti, 
eh’ eì  chiama  ultra  ellittiche.  ed  aprire  una  strada  immensa  alle  (ulure  ricerche. 
V T/teorie  dei  nomires , Parigi,  i83o,  a voi.  io-4-  Quest'opera,  pubblicala  col 
titolo  di  Essai  sur  Ut  nomires.  i.*  edix  1798,  e a.*  ed  ir , 1808,  segnila  da  no 
primo  supplemento  nel  1S1G  e da  un  secondo  nel  i8a5,  contiene  i lavori  dei 
piò  grandi  georaatri  sai  numeri  e sull*  analisi  indeterminata  Rao  alle  ricerche  le 
più  moderne,  e presente  a tutto  rigor  di  termine  lo  stalo  attuate  della  sciama 
aapra  un  soggetto  non  mena  interessante  che  vasto.  VI  Un  numero  grande  di 
Memorie,  parte  inserite  nella  raccolta  dell’  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  e 
dell’  Istituto,  e parte  stampale  separatamente  , delle  quali  può  vedersi  la  nota 
nell’ articolo  biografico  consacrato  a questo  geometra  nel  Supplemento  alla  Bio- 
grafia universale.  ' • ” •'  v . - v «Stata 

LEGENTIL  na  La  GALAISIÈRE  (Guglielmo  Giuseppe  Giactaro  Giovassi  Bt- 
Tisra),  astronomo  francese,  nato  a Coutances  nel  1725,  fu  invialo  a Parigi  per- 
ché vi  studiasse  la  teologia-,  ma  le  lezioni  di  astronomia  di  Delizie  che  ebbe  00- 
casiooe  di  ascoltare  lo  decisero  a dedicarsi  a questa  scienza.  L’  assiduità  sua  in 
questo  nuoro  studio  gli  fece  fare  rapidi  progressi,  a segno  che  nel  1753  fu  am- 
messo nell’  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  , alla  raccolta  della  quale  sommi- 
atro  un  numero  granile  di  memorie  interessanti  sopra  varj  punti  di  astronomia. 
Avvicinandosi  1’  epoca  del  passaggio  di  Venere  sul  disco  del  sole,  che  avvenire 
doveva  il  6 Gingilo  1761,  sollecitò  l’onore  di  esser  nel  numero  degli  astronomi 
proposti  dall’  Accademia  per  osservare  questo  fenomeno  in  varj  punti  del  globo. 
Egli  fu  destinato  per  Pondicherl , e parli  da  Brest  il  26  Marzo  1760:  ma  diversi 
contrattempi  che  gli  si  pararono  davanti  e le  difficoltà  che  incontrò  nell' Indie,  a 
motivo  della  guerra  che  allora  ardeva  Ira  la  Francia  e I’  Inghilterre,  fecero  sì  che 
LegenlII  ti  trovasse  in  alto  mare,  quando  avveone  il  passaggio  che  egli  non  potè 
scorgere  che  sopra  il  ponte  di  una  fregata  in  movimento.  Un  secondo  passaggio 
doveva  accadere  il  3 Giugno  1769;  e Legesitil  ebbe  la  rara  costanza  di  restare 
nell’ Indie  per  stiri  otto  anni,  onde  eseguire  l'importante  osservazione  che  gli 
era  fattila  la  prima  volta.  Egli  spese  tutto  questo  tempo  nel  visitare  le  diverse 
isole  dell’ oceano  indiano  e nel  raccogliere  le  più  importanti  notiiie  sull’ astro- 
nomia di  quei  popoli.  Le  tue  ricerche  sulle  cognizioni  astronomiche  dei  Bra- 
maci lo  poserò  in  grado  di  scoprire  e dimostrare  che  la'  pretesa  antichità  che 
essi  danno  al  mondo  non  è che  mia  còmbinaziona  delle  rivoluzioni  dell’equino- 
xio.  Intanto  avvicinava»)  il  giorno  3 del  mese  di  Giugno  1769.  Legentil , che  già 
da  un  anno  crasi  fermalo  a Pondicherl,  aveva  fatto  tutti  i preparativi  per  osser- 
vare a suo  bell'agio:  quando  il  cielo,  che  era  stato  sempre  sereno  nel  mese  di 
Alaggio,  divenne  nuvoloso  il  giorno  dell'osservazione  e precisamente  in  tutta  la 
ducala  del  passaggio,  nè  si  rischiarò  rhe  meli’  ora  dopo,  per  poi  mantenersi  sereno 
per  molti  ,altri  giorni.  Desolato  per  tale  inopinato  ai-ridente , Legentil  tornò  in 
Europa,  riprese  il  suo  posto  nell'  Accademia,  nè  cessò  di  arricchirne  la  raccolta  di 
un  numefO  grande  di  eccellenti  memorie  fino  alla  suà  motte  avvenuta  il  22  Ot- 
tobre 1792.  Legentil  non  ha  pubblicato  separatamente  che  la  storia  del  suo  viag- 
gio sotto  il  seguente  titolo  : Voyage  dant  Ut  meri  de  I'  Inde  à /’  occation  du 
pastage  de  Venus  sur  le  ditque  du  soldi . Parigi,  1779-81  , a voi.  in-4- 
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LEGNO.  (Jìfecc.  ).  Lt  questione  della  resistenza  dei  legni,  e in  generale  dei 
materiali,  è (auto  importante  per  1'  architettura  e la  marina  , che  non  potrebbe 
cadere  i{i  dubbio,  che  essa  avesse  richiamalo  I'  atjcnz ione  degli  antichi,  le  cui  ar- 
dite costrutioni  sono  anche  ai  nostri  giorni  un  oggetto  di  ammirazione.  Ciò  non 
ostante  i primi  fondamènti  defla  teoria  di  questa  resistenza  non  sono  siali  sta- 
biliti che  ad  un'epoca  molto  posteriore  ai  loro  brillanti  latori,  poiché  questi 
fondamenti  sono  intéramente  dovuti  al  genio  del  Galileo  il  quale  , tanto  in  que- 
sta questione  quanto  in  un’  influita  di  altre  noti  meno  interessanti,  ha  per  il 
primo  saputo  portarvi  la  luce  della  Geometria. 

La  soluzione  di  questo  grand'  uomo  è certamente  lontana  dall'  essere  rigorosa  , 
ma  essa  ha  tracciato  la  strada  , ed  egli  ha  avuto  il  merito  di  dedurmi  priucipii 
incontestabili,  dei  quali  avanti  ili  esso  .neppure  si  sospettava  l'esistenza. 

Per  dare  un'  idea  della  natura  del  problema,  supponiamo  che  un  prisma  qua- 
drangolare di  legno  AE(7W.  CLVII,  i)  sia  incastrato  in  un  unirò  mediante 
una  delle  sue  estremità,  in  un  modo  invariabile , c che  si  carichi  di  pesi  la  sua 
estremità  libera  E,  fintantoché  si  deteirriini  la  sua  rottura.  La  linea  AH  , dice  il 
Galileo,  diventa  un  punto  di  appoggio,  e ciascuna  fibra  del  legno  è sollecitala 
dal  peso  seguendo  un  braccio  di  leva  eguale  albi  lunghezza  DE  del  pezzo  , nel 
mentre  che  essa  resiste  con  un  hraccio  di  leva  tanto  piò  corto,  quanto  està  e più 
vicina  all’  appoggio.  La  resistenza  che  ciascuna  fibra  oppone  alla  rottura  e dun- 
que proporzionale  alia  sua  distanza  da  questo  appoggio,  e ne  resulta  che  la  somma 
delle  resistenze  sta  a ciò  che  essa  starebbe  se  ciascuna  di’  gwa  fosse  eguale  alla 
più  grande,  conte  la  distanza,  del  centro  di  gravità  della  figura  ABCD  all'  appog- 
gio AB  sta  all’asse  di  questa  figura.  Quanto  alla  più  grande  resistenza,  il  suo 
rapporto  col  peso  è eguale  al  rapporto  inverso  dei  bracci  di  leve  I)C  c DE. 
Cosi,  le  resistenze  di  due  prismi  di  legno  della  medesima  base  sono  in  ragione 
inversa  delle  loro  lunghezze,  e segue  il  medesimo  delle  resistenze  di  due  cilin- 
dri della  medesima  base,  perchè  il  centro  di  gravità  di  questa  base  sla  al  suo  cen- 
tro ovvero  al  mezzo  del  suo  diametro. 

Il  Galileo  concluse  da  questa  teoria  che  corpi  simili  non  hanno  forze  proporzio- 
nali alle  loro  masse  per  resistere  alla  loro  rottura,  poiché  le  masse  crescono  come 
i cubi  dei  lati  simili  , nel  mentre  che  le  resistenze  oon  crescono  che  come  i qua- 
drati di  questi  lati.  Vi  è dunque  un  termine  di  grandezza  al  ili  là  del  quale  un 
corpo  si  romperebbe  al  minimo  urlo  aggiunto  al  suo*  proprio  peso,  ovvero  da 
questo  peso  medesimo,  nel  meutre  che  un  corpo  simile,  ma  di  una  minor  mas  • 

•a,  potrebbe  resistere  al  suo  ed  anche  ad  uno  sforzo  estraneo.  Da  ciò  segue , dice 
il  Galileo, che  una  macc  hina  che  fa  il  suo  effetto  in  piccolo  manca  quando  essa  è 
eseguila  in  grande,  e rovina  sotto  la  sua  propria  massa.  La  natura,  egli  aggiunge, 
non  potrebbe 'fare  alberi  o animali  smisuratamente  grandi  senza  essere  esposti,  ad 
un  simile  accidente,  ed  è per  questo  che  gli  animaci  più  grandi  vivono  in  uu 
fluido  che  gli  toglie  una  parie  dei  loro  pesi- 
li n’ altra  conseguenza  osservabilissima  di  questa  teoria  , si  è che  un  ciliudro 
vuoto  resiste  più  che  se  esso  tosse  pieno;  verità  che  ha  fatto  dire  al  Montucla  : 

«È  mi  sembra  per  questa  ragione,  e per  conciliare  nello  stesso  tempo  la  legge- 
r>  rezza  e la  solidità,  che  la  natura  ha  fatto  vuoti  gli  ossi  degli  animali,  le 
7i  penue  degli  uccelli  e i tronchi  di  molte  piante,  n Alla  parola  natura , la  quale 
non  ha  alcun  senso,  non  si  può  che  ammirare  quest’ ingegnosa  estimazione  della 
saviezza  infinita  del  Creatore. 

L’jpotesi  del  Galileo  sopra  la  resistenza  delle  fibre,  proporzionale  alla  loro  di- 
stanza dal  punto  di  appoggio,  non  potrebbe  essere  esatta  che  nel  caso  in  cui  le 
fibre  si  rompessero  bruscamente  senza  provare  alcuna  estensione , il  che  non  può  % 
aver  luogo  a motivo  della  loro  elasticità.  Ma  questa  circostanza,  indicala  tosto 

Dii.  di  Mal.  Voi . VI.  " 4° 
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dal  Leihnizio  e dal  Mario!  te,  non  influisce  che  soprale  determinazioni  nume- 
riche, e noe  «opra  le  conseguenze  generali,  che  abbiamo  riferite.  * 

La  resistenza  delle  diverse  specie  di  legni  varia  dentro  limiti  molto  estesi  ; essa 
comparisce  essere  sensibilmente  proporzionale  alla  loro  gravità  specifica,  e pos- 
siamo stabilire  che  due  pezzi  perfettamente  eguali  offriranno  resistenze,  il  di  cui 
rapporto  sarà  lo  stesso  di  quello  dei  loro  pesi.  La  costituzione  fisica  del  legno  con 
fibre  soprapposte  longitudinalmente  rende  ragione  di  questo  fenomeno,  poiché  più 
queste  fibre  sono  numerose  in  uno  spazio  dato,  più  il  legno  ha  forza  e più  la  sua 
gravità  specifica  è considerabile.  La  tavola  delle  gravità  specifiche  data  alla  jtarola 
i>BifsiTÀ  può  duaque  far  conoscere  quali  sono  i legni  che,  comparativamente,  resi- 
steranno di  «più , ma  non  bisogna  perdere  di  vista  che  molle  circostanze  come  i 
difetti  del  legno,  i nodi,  i tarli,  le  direzioni  oblique  delle  fibre,  il  grado  di  di- 
seccazione,  la  natura  del  terreno  che  ha  prodotto  gli  alberi,  la  loro  età,  cc. ,ec. , 
•ono  altrettante  cause  capaci  a modificare  la  resistenza. 

Un  fisico  tedesco  il  signor  Karmasch  recentemente  ha  preteso  che  il  modo  ordi- 
nario di  valutare  il  peso  specifico  dei  legni  , il  quale  consiste  a pesargli  nel- 
T acqua,  è difettoso,  perchè  il  liquido  s'introduce  nei  pori  del  legno  e aumenta 
il  suo  vero  peso.  Egli  ha  pesato  con  la  massima  esattezza  dei  paralellepipedi  delle 
diflefenti  specie  di  legno  seccati  all’aria,  lavorati  con  la  maggior  cura,  e dei  quali 
esso  ha  misurato  il  volume  con  un’  estrema  esattezza.  Questi  pezzi  erano  general- 
mente da  io  a 34  pollici  cubi  di  Vienna.  Riporteremo  in  questo  punto  alcuni  dei 
suoi  resultamene,  dei  quali  esso  ha  pubblicato  una  tavola  nell’ anno  v834  [jaftrb 
de  Poiyt . Inst.  in  Vien.)  ; essi  potranno  servire  di  termine  di  paragone  per 
esperienze  del  medesimo  genere. 


Specie  di  Legxo 


Pew  Specifici 


Bosso  .... 
Susino  . . * . 

Biancospino  . ’ . 
Betulla  di  Svezia 

Pino 

Faggio  .... 
Tasso  .... 
Betulla  .... 
Melo.  . . . . 

Pero 

Carpino  ... 
Ulivo  (Ceppo)  . 
Frassino  . . . 
Detto . • . . 

Noce 

Quercia .... 
Frassino  ... 
Olmo  .... 
Tiglio  .... 
Castagno  . . . 


0,94» 

0,871 

0,871 

709 
o,  763 
o,  730 

o,7$4 
o,738 
0,734 
o,  733 

0,738 
0,676 
0,670 
o,  GG;, 
o,GGo 
o,  65o 
0,645 
o,  5G8 
0, 55fj 
o,  55 1 


La  resistenza  che  i legni  oppongono  ai  peti  che  sollecitano  la  loro  rottura  ri- 


Digitìzed  by  Google 


LEG  5(5 

ceve  nomi  differenti  secondo  la  differente  posiiione  dei  pezzi;  si  chiama  resistenza 
orizzontale  quando  i pezzi  di  legno  hanno  le  loro  fibre  paralelle  all'  orizzonte, 
e che  il  carico  agisce  verticalmente  sopra  di  esse;  resistenza  verticale , quando 
il  carico  pesa  nel  senso  delle  fibre  e al  vertice  del  pezzo  situato  verticalmente; 
finalmente,  aderenza  delle  fibre  quando  il  pezzo  è sospeso  verticalmente  e ca- 
ricato nella  sua  parte  inferiore.  Esaminiamo  successivamente  questi  tre  casi 
principali.  * * 

1.  Resistenza  orizzontale . Un  pezzo  di  legno  può  mantenersi  in  una  posi- 
zione orizzontale  in  tre  modi  differenti  : i°.  ciascuna  delle  sue  estremità  sia  in- 
castrata solidamente  in  un  fabbricato  solidissimo  ( Tav.  CL V li  fig.  a)  ; 2°.  Questo 
pezzo  sia  solamente  sostenuto  sopra  due  punti  di  appoggio  {fig-  3)  ; 3°.  Una 
sola  dello  sue  esterniti  sia  incastrata  (fig- 1 ).  Le  resistenze  di  uuo  stesso  pezzo 
in  queste  tre  disposizioni  stanuo  tra  loro  come  i numeri  4i  2 » **  •»  vale  a dire 
che  se  nel  primo  caso  essa  esige  un  peso  di  4°oo  chilogrammi  per  rompersi , 
basterà  un  peso  di  2000  chilogrammi  nel  secondo  e solamente  un  peso  di  1000 
chilogrammi  nell’  ultimo.  Cosi  la  resistenza  esseudo  conosciuta  in  uno  qualunque 
di  questi  tre  casi,  possiamo  facilmente  concludere  qual’  essa  e nei  due  altri. 

Si  è ricavato  dalia  teoria  del  Galileo  la  seguente  regola:  La  resistenza  sta  in 
ragione  inversa  della  lunghezza  dei  pezzi , in  ragione  diretta  della  lar ghezzct 
e in  ragione  diretta  del  quadrato  deli*  altezza.  Se  dunque  indichiamo  con  R 
la  resistenza  orizzontale  di  un  prisma  quadraugolare , di  cui  l sia  laluughezza, 
e la  larghezza  ed  h l'altezza  o la  grossezza  uel  senso  verticale,  e che  si  chiami 
p la  resistenza  di  un  altro  pezzo  del  medesimo  legno,  le  cui  dimensioni  corri- 
spoudeuti  siano  l* , e\  h* , avremo 


VA'* 

' i 


(Oa 


proporzione  con  P aiuto  della  quale,  conoscendo  la  resistenza  p di  un  pezzo  di 
legno,  potremo  calcolare  la  resistenza  R di  un  altro  pezzo  della  medesima  specie 
di  leg  no. 

Il  Musschenbrock,  Parenl,  Bclidor,  Buffon  e Duharoel  hanno  fatto  un  gran  nu- 
mero di  esperienze  sopra  la  resistenza  dei  legn^  le  quali  sono  stale  raccolte  dal- 
l'Hassenfratz  nella  seguente  tavola,  comodissima  per  i calcoli.  Le  resistenze  si  ri- 
portano a pezzi  stabiliti  liberamente  sopra  due  punti  di  appoggio,  c tulli  è pezzi 
sono  riportati  alla  dimensione  di  cinque  metri  di  lunghezza  sopra  un  decimetro 
di  quadratura,  vale  a dire  sopra  uua  larghezza  e sopra  un' altezza  di  un  deci- 
metro. 


TbàYS  DI  5 VETRI 


Peso  che  sostiene  il  tbzzo 


SOPRA  UN  DECIME  rao  QUADRATO 


PRIMA  DI  ROMPERSI 


Susino  

Olmo * . 

Tasso 

Carpino 

Faggio 

Querele 

Nocciuolo 

Mela 

Castagno  selvaggio.  . . . i 


■ 447  Chilogrammi 

1077 

fo3  7 

Yt 

1034 

rt 

io3a 

•n 

■ oaG 

7Ì 

1008 

n 

97c 

w 

9»7 

V 
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Castagno 
A belo  . 
Noce 
Pero  . 
Betulla  . 


c)3 1 y> 

918  v> 

r>oo  n 

883  » 

8f>3  « 


Salice 853 

Tiglio ?5o 

Pioppo  d’  Italia 586 


Per  appropriare  a questa  tavola  la  proporzione  (i),  facciamo  /'  =5' 
e«l  avremo  sostituendo 


o1 


donde 


o.i  X °»  or 
5 


R = 5ooo_> . — - — (a) , 

valore  nel  quale  p è il  numero  che  corrisponde  nella  tavola  alla  specie  di  legar» 
in  questione. 

Supponiamo,  per  esempio,  che  il  pezzo  di  legno  del  quale  vogliamo  conoscere 
Ja  resistenza  sia  una  trave  di  quercic  di  4 metri  di  lunghezza  sopra  1 5 centime- 
tri di  quadratura,  si  farà  e=z  h =om,i5,  t=z.  4m  e siccome  in  questo  caso  0=31026 
chilogrammi  si  avrà 


( o,  1 5)^  j • 

R = 5ooo  X 1026. — - =4328  chilogrammi 

4 


»l  pezzo  proposlo  non  si  romperà  dunque  che  sotto  uno  sforzo  di  43a8  chilo- 
grammi. # 

Le  resistenze  calcolate  con  questa  formula  sono  in  generale  troppo  grandi,  per- 
che non  vi  entra  un  elemento  essenziale,  il  peso  proprio  del  pezzo;  nou  dobbia- 
mo dunque  considerarle  che  4#me  approssimative. 

Nell  esperienze  del  Buffon,  sopra  le  quali  possiamo  attaccarci  con  tutta  con- 
fidenza j il  decrescimento  delle  resistenze  è sempre  stato  maggiore  dell'accresci- 
niento  delle  lunghezze. 

Un  rcsultaruento  pratico  importantissimo , è che  la  resistenza  crescendo  come 
il  quadrato  dell'  altezza,  i legni  schiacciati  debbono  sempre  essere  stabiliti  sopra 
la  loro  più  piccola  grossezza;  così,  in  molle  altezze,  si  è vantaggiosamente  so- 
stituito il  legname  con  tavole  di  i5  linee  di  grossezza  poste  orizzontali.  Faremo 
ancora  osservare  che  il  punto  meno  resistente  di  un  pezzo  orizzontale  è la  sua 
estremila  libera,  allorquando  non  ve  ne  è che  una  sostenuta,  c il  suo  mezzo,  quan- 
do le  due  estremità  sono  sostenute.  I numeri  della  tavola  di  sopra  si  riferiscono 
a pressioni  esercitale  sul  mezzo  dei  pezzi. 

Le  circostanze  della  rottura  variano  secondo  le  posizioni.  Quando  il  pezzo  è 
attaccalo  per  una  delle  sue  estremità  , esso  si  spezza  vicino  al  punto  di  appog- 
gio; quando  esso  é fissato  con  le  sue  due  estremità,  esso  sì  rompe  in  tre  posti 
{Tu*.  CLV  11,  Jig,  4),  nel  mezzo  e vicino  ai  punti  di  appoggio;  finalmente,  quan- 
do esso  è sostenuto  per  le  sue  estremità  , la  rottura  è unica  e si  fa  nel  mezzo. 

II.  Resistenza  Verticale.  Un  pezzo  di  legno  posato  verticalmente  soprala  sua 
base  e caricalo  alta  sua  estremità  supcriore  generalmente  avanti  di  rompersi, 
piega. 


1 
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]|  Rondelcl  ha  ottenuto,  ila  numerose  esperienze,  i seguenti  resultameoti  : 
i.*  Un  |xslt>  ili  querele,  che  ha  più  di  scile  o.  otto  volle  la  larghezza  della  sua 
base  in  altezza,  piega  sollo.il  carico  avanti  di  rompersi  o di  ricalcarsi,  e un 
pezzo  di  legno,  la  cui  altezza  fosse  cento  volte  il  diametro  della  sua  base,  non  è 
più  capace  di  sostenere  il  minimo  peso  senza  piegarsi.  * 

a.°  Quando  un  pezzo  dì  quercie  é troppo  corta  per  poter  piegare  , la  forza  ne- 
cessaria per  romperla  è da  4°  * 4^  libbre  ( francesi,  cioè  di  16  once  per  libbra  ) 
per  ogni  linea  superficiale  della  sua  base;  c questa  forza  per  il  legno  di  abelo 
va  da  48  a 56. 

3.°  Dei  cubi  di  ciascuno  di  questi  legni , sottoposti  ad  una  forte  pressidne, 
hanno  diminuito  di  altezza  senza  disunirsi  i quelli  in  querele  di  più  di  un 
terzo  e quelli  iu  abete  della  metà. 

4-°  Da  forza  media  del  legno  di  quercic,  che  è di  libbre  francesi  per  ogni 
linea  superficiale  per  un  cubo,  si  riduce  a due  libbre  per  un  pezzo  del  medesi- 
mo legno,  la  cui  alletta  è eguale  a 72  volle  la  larghezza  della  base. 

5.°  Paragonando  un  cubo  di  querele  con  paralellepipedi  rettangolari  della  me- 
desima base,  la  resistenza  ha  diminuito  nei  seguenti  rapporti  : 

Per  il  cubo  la  cui  altezza  è r , la  resistenza  essendo  1. 

5 

Per  uo  pezzo  la  cui  altezza  è 12  , essa  è — - 


J d 

■ • • 

id. . . . 

2 

.V 

. : . 3f. 

id.  . . . 

1 

• " ’ T 

id 

■ • • 4» 

id.  . . . 

1 

' * ~g 

id  ... 

. . . 60 

1 

1 1 

id 

1 

Secondo  il  Peritonei , la  resistenza 

comparativa 

delle  sei 

~4 

e 

specie  seguenti  di  le- 

gno  caricate  in  ritto  e 


Quercic  . ' 126 

Salice . <)f> 

A belò  94 

Pioppo 84 

Frassino  . 72 

Olmo  ...  . 70 


Il  sig.  Girard,  al  quale  dobbiamo  un  gran  numero  di  belle  esperienze  , ha  ri- 
conosciuto che  P elasticità  dei  legui  posti  ritti,  o la  resistenza  che  essi  sono  ca- 
paci di  opporre  alla  flessione,  quaudo  sono  caricali  verticalmente  , è in.  ragion 
diretta  delle  larghezze , doppia  del V altezze  e inversa  delle  lunghezze.  In  que- 
sto punto  bisogna  intendere  per  altezza  la  più*  gran  larghezza  del  legno.  Questo 
sapiènte  ha  trovalo  che  P elasticità  assolala  di  un  pezzo  di  legno  di  quercic  di 
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un  metro  cubo  è di  1178^5»  chilogrammi,  e che  quella  di  un  metro  cubo  di 
abelo  è di  8ifiua8  chilogrammi.  Dai  moi  calcoli  no  pezzo  di  legno  di  quercic 
di  129?»  metri  di  altezza  sopra  un  metro  di  riquadratura  non  resisterebbe  alla 
pressione  del  suo  proprio  peso.  Seguirebbe  il  medesimo  di  un  pezzo  di  abeto  di 
i83a  metri- 

ili.  Aderenze  delie  fibre.  Resulta,  da  tutte  1' esperienze,  che  il  legno  resiste 
meglio  all1  estensione  die  alia  compressione.  Il  resultaroento  medio  dell'  esperien- 
ze dei  Rondele!  è che  la  forza  del  legno  di  quercie  ordinaria  è di  circa  981  chi- 
logrammi per  ogni  centimetro  quadralo  della  base  del  pezzo,  sottoposto  ad  una 
fruizione  perpendicolare  con  le  sue  due  stremiti-  Il  Barlosr  stima  la  forza  della 
quercie  d'  Inghilterra  da  648  a 800  chilogrammi,  sempre  per  centimetro  quadrato. 
Non  staremo  a riferirà  altre  estimazioni  tutte  ancora  differenti  , e le  quali  non 
sono  atte  che  a far  sentire  il  bisogno  di  una  teoria  più  avanzata.  ( V tdi  Opere 
del  Buffon,  Parte  esperirti.  XI  memoria  ; Trattato  dell'  arte  di  fabbricare^  del 
Rondelet  ; Opera  , del  Perronat  ; Trattato  analitico  della  resistenza  dei  solidi , 
del  Girard  ) 

LE1BMTZ  (Goffredo  Gcgliblmo).  Nell' «poca  in  cui  questo  grand'  uomo  comparte 
sulla  scena  del  mondo,  immensi  progressi  avevano  già  da  uu  secolo  portato  le 
scienze  matematiche  ad  un  grado  di  potenza  e di  perfezione  talmente  superiore, 
che  sembravano  avere  raggiunto  l'ultimo  sviluppo  della  ragione  umana.  Nulladi- 
raeno  queste  scienze  sublimi  non  presentavano  ancora  un  complesso  sistematico*,  e 
quantunque  1’  idea  dell’ infinito  fosse  stala  già  introdotta  in  alcune  delle  loro 
speculazioni  più  elevate  da  varj  uomini  d1  ingegno  superiore  , i cui  lavori  ave- 
vano ampliato  grandemente  il  campo  della  scienza,  pure,  siccome  le  loro  ricerche 
erano  state  isolate,  le  verità  che  avevano  annunzialo  erano  rimaste  per  così  dire 
individuali.  Si  trattava  dunque  allora  di  geueralizzare  tali  verità,  e quest’opera 
immensa  e difficile  fu  gloriosamente  compiuta  da  Leibnilz.  Le  scienze  teoretiche 
si  trovavano  presso  a poco  nel  medesimo  stalo;  e quantunque  il  razionalismo  dì 
Cartesio  avesse  dato  un  colpo  terribile  alle  impotenti  sottigliezze  scolastiche,  quan- 
tunque quell’  illustre  filosofo  avesse  recalo  uella  speculazione  un  principio  rifor- 
matore e vivificante,  mancava  ancora  assai  perchè  la  filosofia  fosse  condotta  ad 
un  punto  sistematico  dedotto  dai  due  principj  della  realtà:  l’essere  e il  sapere, 
o,  se  vuoisi,  dalle  due  basi  trascendentali  della  cognizione:  lo  spirito  e la  mate- 
ria. Il  sistema  fflosotico  di  Leibnitz  sopraggiunte  a mettere  la  ragioue  in  questa 
via  di  imo  sviluppo  nuovo,  donde  è nata  la  scuola  moderna  e la  sua  tendenza 
verso  1*  assoluto.  In  questo  doppio  aspetto,  la  storia  dei  lavori  di  Leibnitz  appar- 
tiene a quella  dello  spirito  umano,  nè  vi  ha  un  nome  più  grande  del  suo  tra 
quelli  che  essa  addita  all* ammirazione  e al  rispetto  del  mondo.  Questo  genio  su- 
blime, del  quale  siamo  per  tracciare  rapidamente  la  vita  scientifica,  non  credeva  di 
^potere  spaziare  abbastanza  nelle  vaste  regioni  delle  matematiche  e della  filosofìa, 
e il  suo  sapere  enciclopedico  si  è applicalo  ad  altri  oggetti,  nei  quali  ha  recato 
quell'  ammirabile  superiorità  di  vedute  che  distingue  tutte  le  sue  produzioni.  Ma 
noi  in  questa  rapida  notizia  biografica  non  dobbiamo  considerarlo  che  come  geo- 
metra c come  filosofo,  e soltanto  nei  rapporti  che  hanno  con  queste  due  grandi 
caratteristiche  del  suo  talento  dobbiamo  cercare  di  esporre  i brillanti  lavori  dei 
quali  ha  arricchito  1’  umanità. 

Leibnitz  nacque  a Lipsia  il  3 Luglio  ifi^f».  Da  sua  madre  fu  posto  nella  scuola 
di  S.  Niccolò  di  questa  città  , perchè  in  età  di  soli  sei  auni  aveva  perduto  suo 
padre,  dotto  professore  di  diritto.  Egli  Imparò  rapidamente  i principj  delle  lingue 
antiche  che  servono  di  base  all' istruzione,  e passò  quindi  un  anno  all’ univer- 
sità di  Jena  : tornato  a Lipsia,  si  diede  con  passione  allo  studio  delle  scienze  ma- 
tematiche e filosofiche  , e il  suo  taleuto  si  manifestò  nelle  prime  ricerche  delle 
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quali  queste  scienze  somministrarono  a lui  il  soggetto.  Ki  passava  le  sue  giornale 
in  un  bosco  -vicino  alla  sua. città  nativa,  meditando  sulla  filosofìa  di  Platone  e 
di  Aristotile,  Dello  spirito  dei  quali  si  era  internato  e di  cui  voleva  conciliare 
le  dottrine.  In  età  di  venti  anni  Leibnilz  (u  ricevuto  dottore  in  legge,  in  seguilo 
di  una  dispensa  di  età  accordatagli  dalla  università  di  AltorV.  Gli  lu  offerto  pure 
dai  maestri  di  quell’istituto  un  posto  di  professore  straordinario  di  tale  scienza, 
ma  egli  preferì  di  recarsi  a Norimberga,  che  era  allora  il  soggiorno  di  un  gnu 
numero  di  dotti  e di  letterati.  Io  questa  città  ebbe  egli  occasione  di  conoscere 
il  barone  di  Boinebourg,  cancelliere  dell'  elettore  di  Magóni*.  Questo  personag- 
gio, sorpreso  dal  merito  del  giovino  Leibnilz,  gli  raccomandò  particolarmente  di 
studiare  la  storia  e la  giurisprudenza,  e gli  esternò  il  desiderio  di  vederlo  stabilito 
a Francforl,  ove  gli  promise  Tappoggio  e i favori  del  suo  sovrano.  Leibnilz  se- 
gui questi  consigli,  e fu  a Francforl  eh' ei  pubblicò  la  sua  prima  opera:  era 
questa  un  metodo  nuovo  per  imparare  c insegnare  la  giurisprudenza  (j Nova, 
methodus  discendile  docendaeque  jurisprudentiae,  i ( Uj 7 ) ^ 

Da  tale  epoca  comincia  per  Leibnilz  una  vita  laboriosa  e feconda  , contras* 
segnata  dalla  produzione  di  una  moltitudine  di  scritti  «li  un  ordine  superiore.  Fi 
volle  allora  visitare  la  Francia,  che  attirava  gli  sguardi  e 1’  ammirazione  deU'Eti- 
ropa  per  lo  splendore  delle  sue  vittorie  e pel  merito  dei  dotti  che  aveva  veduto 
nascere  o che  aveTa  chiamati  nel  suo  seno.  Il  suo  protettore  Boiuebourg  gli  pro- 
curò i mezzi  di  soddisfare  ai  suoi  desiderj  incaricandolo  «li  accompagnare  suo  fi- 
glio a Parigi.  In  questa  città  il  giovane  Leibnilz  conobbe  il  celebre  Huygeiis, 
e si  rivolse  più  particolarmente  allo  studio  delle  matematiche.  Passò  poscia  in 
Inghilterra  , ove  fu  occulto  con  egual  favore  che  a Parigi , ed  ove  strinse  amici- 
zia con  gli  uomini  celebri  che  disputavano  allora  Mila  Francia  la  gloria  delle 
scienze.  Leibnilz  tornò  a Parigi,  donde  non  parli  che  dopo  un  soggiorno  di  quin- 
dici mesi,  per  recarsi  in  Olanda  presso  il  duca  di  Brunswick,  che  lo  aveva  preso 
sotto  la  sua  protezione  dopo  la  morte  del  suo  benefattore  , e che  generosamente 
gli  aveva  somministrato  i mezzi  di  prolungare  il  suo  soggiorno  in  paese  straniero. 

Leibnilz  non  aveva  che  venìotto  unni  quando  tornò  in  Germania,  e già  tutti 
i rami  dell’  umano  sapere  erano  stati  1*  oggetto  delle  sue  investignzioui  ; già  i 
numerosi  suoi  scritti  attestavano  una  tale  universalità  Hi  cognizioni  , una  tale 
superiorità  di  talenti , che  non  era  possibile  di  congetturare  nè  in  quale  arringo 
sarebbe  stato  per  acquistarsi  maggior  celebrità,  nè  a qual  genere  di  studj  il 
suo  ingegno  più  particolarmente  lo  traesse.  Accolto  colla  più  gran  distinzione 
in  tutti  i paesi  che  aveva  visitati,  in  commercio  di  lettere  coi  dotti  più  illu- 
stri dell’  Europa,  aveva  già  acquistata  una  reputazione  che  i lavori  della  età  sua 
più  matura  dovevauo  rendere  immortale.  Noi  ci  occuperemo  unicamente  di  que- 
ste sublimi  produzioni  del  suo  ingegno. 

I primi  saggi  del  calcolo  differenziale  furono  pubblicati  da  Leibnilz  negli  Atti 
di  Lipsia  del  mese  di  Ottobre  ÌG84.  Do  scritto  memorando  che  contiene  i prin- 
C,PÌ  questa  prodigiosa  scoperta  è intitolato  : Nova  methodus  prò  maximis  et 
minimis , itemque  tangentibus , quae  nec  fractas  , nec  irrationa/es  quantitates 
moratury  et  singulare  prò  iìlis  caladi  genus.  Vi  si  trova  , come  lo  esprime  il 
titolo,  il  metodo  per  differenziare  ogni  sorta  di  quantità  , razionali,  frazionarie  , 
radicali,  non  meno  che  V applicazione  di  questi  calcoli  ad  un  esempio  complica* 
ttssimo  che  iodica  la  strada  per  tutti  gli  nitri  casi.  Qualche  tempo  dopo  pubblicò 
1 primi  principj  del  calcolo  integrale  in  uno  scritto  intitolato:  De  Geometria 
recondita  et  analysi  indivisibilium , atque  injinitorum. 

È certo  che  queste  cose  nuove  nella  scienza  erano  sparse  nei  giornali  della 
Germania  prima  che  Newton  avesse  nulla  pubblicato  che  potesse  far  conoscerò 
che  dalla  sua' parte  era  giunto  a metodi  simili.  Fu  verso  la  fiue  del  1686  ch’ei 
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diede  alili*  luce  il  suo  libro  immortale  dei  Principj\  nel  quale  si  trova  esposto  il 
calcolo  «Ielle  Flussioni  (Fedi  Flussioni).  I lavori,  «li  Giovanni  Bernoulli  e di 
1/  Hopitàl  contribuirono  ad  estendere  il  calcolo  differenziale  e farne  comprendere 
la  grande  importanza  ai  geometri.  Ma  quando  questa  ginnde  scoperta  cominciò  a 
portare  i suni  frutti,  si  suscitò  all'improv viso  la  questione  di  sapere  a chi  appar- 
teneva  la  gloria  di  averla  il  primo  proposta,  se  a Leibnitz  o a Newton,  *>  tale  que- 
stione diede  luogo  ad  una  polemica  celebre,  della  quale  passeremo  ad  accennare 
succintamente  le  principali  circostanze. 

Leibnitz  ha  raccontato  da  sè  stesso  la  storia  de' suoi  slud)  matematici , de’  suoi 
primi  saggi  , dello  sviluppo  infine  delle  sue  idee  in  questo  ramo  elevato  del  sa- 
pere. bino  dall'età  di  sedici  anni  aveva  composto  sull' àrie  «ielle  combinazioni 
un  piccolo  Irati  >to,  nel  quale  si  occupava  di  già  delle  «lilTereuze  dei  uurueri, 
la  successione  dei  quali  forma  «Ielle  serie  regolari.  Quest'  opera  non  è stata  pub- 
blicata , ma  è interessante  di  «isservarne  l'oggetto  e di  studiare  nel  suo  progresso 
la  grande  scoperta  «Ijll'  illustre  geometra,  il  germe  «Iella  quale  Irotavasi  consegnalo 
c riposto  in  queste  primordiali  meditazioni  del  giovine  scolare.  Leibnitz,  occupato 
principalmente  di  storia  e di  filosofia,  non  continuò  dapprima  cou  inolia  perseve- 
ranza le  sue  ricerche  di  aritmetica.  Nel  i6^3  , epoca  del  suo  viaggio  in  Inghil- 
terra , strinse  amicizia  con  un  geometra  chiamalo  Oldcnburg,  al  qu4e  credè  di 
dover  confidare  » primi  resultali  de’  suoi  lavori.  Si  trattava  della  quantità  costan- 
te , tanto  esatta  che  approssimativa,  dei  numeri  ai  quali  alla  fine  sempre  si  giun- 
ge quando  si  prendono  le  differenze  successive  dei  termini  di  una  serie  nume- 
rica , quindi  le  differenze  di  queste  differenze  e cosi  di  seguito  per  un  quinero 
sufficiente  di  volle.  Ma  ebbe  il  dispiacere  d’  intendere  che  questi  resultali  cui 
credeva  nuovi  erano  stati  già  scoperti  da  un  matematico  francese  per  nome  lle- 
gnaull  , c«l  erano  siali  già  pubblicati  nel  1G70  a Lione,  iu  un1  opera  di  Mouton 
intitolata:  Obscrvationes  diametrorum  so/is  et  lumie  apparentium.  Si  affrettò 
Leibnitz  a procurarsi  tale  opera,  e subito  «lupo,  in  una  lettera  ad  Oldenhurg,  fece 
osservare  che  credeva^  che  gli  rimanesse  ancora  qualche  cosa  deila  sua  scoperta,  e 
nel  tempo  stesso  antiuoziò  che  era  in  stato  di  -sommare  cor  medesimi  principi 
tutte  le  progressioni  composte  di  termini  che  hanno  per  numeratore  l'unità  e 
per  denominatori  dei  numeri  figurati  di  un  ordine  qualunque. 

La  scoperta  «li  un'  altra  proprietà  «lei  numeri,  che  egualmente  comunicò  a 01- 
denburg  , non  fu  più  felice:  gli  fu  avvertito  che  essa  era  stala  già  fatta  da  Mcr- 
cator , matematico  tedesco,  che  1’ aveva  pubblicata  nella  sua  Logarithmotechnia. 
Leibnitz  si  proCuiò  questo  libro  c lo  portò  seco  in  Francia.  Ivi,  piccato  dal  cat- 
tivo successo  de' suoi  primi  tentativi,  si  diede  a nuove  meditazioni  sullo  stesso 
soggetto  e trovò  una  serie  infinita  di  frazioni  che  esprimeva  la  supei  ficie  del 
circolo , nella  stessa  guisa  che  Mcrcatnr  aveva  trovalo  il  modo  di  esprimere  quella 
dell’  i per  boia.  Iluygens,  al  quale  Leibnitz  comunicò  la  sua  scoperta,  rimase  col- 
pito della  sua  importanza,  ed  Oldcnburg,  a cui  si  alTreltò  di  darne  parte,  sene 

congratulò  seco  sinceramente,  informandolo  però  nella  sua  risposta  che  un  ta/ey 
chiamato  Newton  , di  Cambridge,  pareva  che  avesse  trovalo,  dal  canto  suo/ 
«lei  metodi  nuovi,  ma  nuu  ancora  pubblicai i,  per  ottenere  le  lunghezze  e le 
aree  di  ogni  sorta  di  curve  c per  conseguenza,  tra  le  altre,  anco  «lei  circolo. 
Ciò  non  toglieva  nulla  al  merito  della  serie  di  Leibnitz;  ma  , per  una  fatalità 

che  sembrava  congiunta  a tutti  i suoi  sforzi,  questa  serie  era  stata  già  trovata 

«la  Gregory,  geometra  scozzese,  che  comunicata  l'aveva  a Collins.  Questo  fatto 
non  fu  però  conosciuto  da  Leibnitz  che  parecchi  anni  dopo.  Newlou  stesso 
gli  fece  le  sue  congratulazioni  per  il  cammino  da  lui  tenuto,  come  una  novità 
tanto  più  notabile,  in  «juanlo  che,  diceva  egli,  erano  a sua  coguizione  tre  me- 
lodi differenti  per  giungere  a questo  resultato,  talché  poco  si  era  aspettato  che 
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ir  ne  trovane  un  quarto.  Irroratilo  ila  qneato  primo  succedo,  I, ritmili  prove - 
gui  con  anlore  le  «ue  speculazioni  tulle  differenze  dei  numeri  rlie  gli  «ombra- 
vano »i  freon. le  , e fu  per  lai  via  rhe  giunse  alla  zcoperl»  del  Calcolo  differiti- 
ziate.  Vedi  Calcolo  DirriieaiiALK. 

Non  entreremo  in  altre  partirò!, «riti*  cu  questa  discussione.  Fu  essa  per  rosi  • 
dire  una  guerra  scientifica  nazionale,  nella  quale  ^ciotti  inglesi  rivendicavano  con 
un  calore  che  gli  rese  troppo  spesso  ingiusti  verso  Leibnilz  i diritti  di  Newton 
alla  *•  operi»  del  calcolo  differenziale.  Ma  perrhè  si  è egli  cercato  di  avvilire  que- 
sti due  grandi  uomini  volendo  necessariamente  che  o I* uno  o l’altro  di  essi  abbia 
abusato  di  confidenze  inspirate  reciprocamente  da  una  medesima  idea  , ed  abbia 
usurpato  una  ginria  non  sua?  Il  loro  ingegno  non  ha  dunque  potuto  incon- 
trarsi in  questa  grande  scoperta?  Leibnilz  e Newton  erano  egualmente  chia- 
mati dalle  loro  cognizioni  e dal  loro  prodigiosi  talcoti  a introdurre  nella  scienza 
un  principio  che  è stalo  si  fi  ondo  di  resultali  immensi.  Ambedue  a lutto  rigore 
potrebbero,  se  cosi  fosse  permesso  di  esprimeici , godere  di  quest’ ouoie  senza  • 

che  la  gloria  dell*  uno  o dell*  altro  ne  rimanesse  diminuita  Nulladimeno,  se  una 
tal  qnestione  potesse  ejser  decisa  per  mezzo  delle  date,  non  vi  è dubbio  alcuno 
che  I anteriorità  sarebbe  tutta  a favore  di  Leibuitz.  Ma  perchè  non  avrebbero  essi 
concepito  simultaneamente  questo  sublime  pensiero?  D’altronde  tutti  e due 
I hanno  sviluppalo  sotto  un  punto  ili  vista  differente  , ol  è questa  una  circo- 
stanza che  domina  in  tulta  la  discussione  ; essa  è stala  passila  sotto  silenzio  da 
tutti  quelli  che  ne  hanno  fitto  la  storia.  Ammettiamo  dunque  che  Newton  c 
Leihnilt  abbiano  gli  stessi  diritti  alla  scoperta  del  calcolo  differenziale  : è evi- 
dente che  Newton  non  ha  scorto  nella  sua  teoria  che  un  metodo  di  calcolo  che 
doveva  facilitare  la  soluzione  del  granili  problemi  geometrici;  in  altri  termini, 
ne  ha  concepita  l'applicazione  in  un  senso  tutto  concreto.  Ma  Leihnilz  ha  colto 
tino  dal  suo  principio  la  natura  astratta  di  questo  calcolo,  ue  ha  abbi  acciaio  il 
senso  filosofico,  e,  sotto  questo  rapporto,  non  vi  ha  mezzo  nessuno  di  stabilire 
tra  lui  e il  suo  illustre  competitore  un  confrooto  ragionevole.  Vedi  Calcolo 
PlFFEBEIVZIALB. 

Fra  l’ ingegno  di  Cartesio  e quello  di  Leibnilz  esiste  un  punto  di  conformitii  . 

più  facile  assai  » distinguersi,  ed  è che  in  questi  due  grandi  uomini,  quantun- 
que abbiano  creato  due  scuole  rivali,  i sistemi  filosofici  e matematici  sono  rigo- 
rosamente connessi  e non  sembrano  essere  che  deduzioni  di  un  solo  e medesimo 
principio.  Tutti  e due  hanno  voluto  che  le  matematiche  traessero  dalla  filosofia 
il  carattere  trascendentale  e l’autorità  dello  sue  più  elevate  speculazioni  , e che 
la  filosofia  si  sottomettesse  , nella  ricerea  della  verità , alla  precisione  delle  ma- 
tematiche e che  essa  rivestisse  i suoi  enunciati  di  quel  carattere  di  evidenza  e 
di  certezza  che  distingue  nella  loro  applicazione  le  proposizioni  di  quella  scien- 
za. Non  potendo  tollerare,  dice  Brocker,  che  la  metafisica  degenerasse  nelle 
scuole  in  vane  sottigliezze,  Leibnilz  concepì  il  suo  piano  generale  di  riforma  , 
cominciando  dalla  nozione  della  sostanza,  eh’  ei  considerava  come  il  principio  e 
la  base  di  ogni  scienza  reale.  Tale  uomo  sommo  espone  in  questa  guisa  1’  idea 
fondamenUlg  della  sua  dottrina  metafisica:  v»  Per  render  chiara  l’idea  di  sostan- 
te za , bisogna  risalire  a quella  «li  forza  o di  energia , la  cui  spiegazione  è 1*  og- 
w getto  di  una  scienza  particolare  chiamata  dinamica.  La  forza  attiva  o agente 
w non  i la  potenza  nuda  della  scuola;  non  bisogna  infatti  intenderla,  insieme  con 
w gli  scolastici,  come  una  semplice  facoltà  o possibilità  di  agire,  che,  per  essere 
**  effettuata  o ridotta  all*o//o,  abbia  bisogno  di  un  eccitamento  venuto  di  fuori,  cioè 
w di  uuo  stimolo  estraneo.  La  vera  forza  attiva  contiene  l’azione  in  sé  stessa: 
n essa  è entelechia  , potenza  media  tra  la  semplice  facoltà  di  agire  e l’alto  de- 
si terminato  o effettuato  : questa  energia  comprende  o involte  il  conato , e si 
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77  reca  da  sé  steisa  ad  agire  senza  nessuna  provocazione  esterna.  L'  energia,  la 
n forza  viva,  si  manifesla  coll’ esempio  del  grave  sospeso  che  tira  o lendc  la 
w sua  corda  ; tua  sebbene  si  possa  spiegare  meccanicamente  la  gravità  o la  forza 
rt  di  una  molla,  nulladimeno  V ultima  ragione  del  moto  della  materia  non  é al> 
» tro  die  quella  forza  che  è stata  impressa  fino  dalla  creazione  a tutti  gli  ex- 
v seri  , e che  in  ognuno  si  trova  limitata  dalla  opposizione  o dalla  direzione 

* contraria  di  tulli  gli  altrP  Io  dico  che  questa  fona  agente  è inerente  a qua- 
li I inique  sostanza,  «he  perciò  nou  può  stare  un  solo  istante  senta  agire  \ e ciò 
r>  è egualmente  vero  delle  sostanze  dette  corporee,  come  delle  sostanze  spirituali. 

* Ivi  è Terrore  capitale  di  quelli  che  hanno  posto  tutta  P essenza  della  m*- 
n leria  nell' estensione,  ovvero  uclla  impenetrabilità,  immaginandosi  che  i corpi 
il  possano  stare  in  un  riposo  assoluto;  noi  faremo  vedere  che  nessuna  sostanza 
77  può  ricevere  da  un'  altra  sostanza  la  forza  stessa  di  agire  , e che  il  solo  suo 
ti  sforzo,  o la  forza  preesistente  in  essa,  non  può  trovare  al  di  fuori  che  dei 
y»  limili  che  T ai  restano  o la  determinano  77  Lefbnitz  espone  quindi  le  sue 
teorie  si  note  sulle  idee  e sulle  monadi.  Secondo  la  sua  dottrina,  esistono  delle 
idee  indipendenti  dall'esperienza,  le  quali  hanno  l'unica  loro  sorgente  nello 
spirito  umano  medesimo:  le  idee  sono  oscure  o lucide,  confuse  o coordinate. 
Confuse,  se  derivano  dai  scusi;  coordinate,  se  appartengono  al  solo  intelletto. 

11  principio  di  non  contradizione  è la  pietra  di  paragone  della  verità;  vi  si 
giunge  per  V analisi  risolvendo  il  composto  nei  suoi  elementi.  Le  verità  contin- 
genti sono  dimostrate  col  principio  della  ragione  sufficiente,  la  quale  ci  conduce 
ad  una  causa  assoluta  posta  fuori  della  serie  degli  esseri  contingenti.  Le  idee  che 
si  riferiscono  agli  oggetti  estrinseci  all'anima  devono  stare  in  armonia  con  que- 
sti oggetti,  altrimenti  non  sarebbero  che  pure  illusioni.  La  ragiono  suprema  dei 
principi  necessari  è in  Dio,  sorgente  di  ogni  verità  necessaria  ed  eterna.  \i  so- 
no delle  mooadi  primitive,  infinite,  e delle  mouadi  limitate  che  si  distinguono 
tra  loro  per  la  potenza  e la  qualità  delle  loro  percezioni.  Le  monadi  senza  per- 
cezione sono  i corpi  inerti;  gli  animali  sono  monadi  dolati  di  percezione  confusa, 
gli  esseri  ragionevoli  poi,  gli  spirili,  sono  monadi  di  percezione  distinta.  Dio 
le  contiene  tutte,  ed  è la  monade  assoluta.  (Questo  sistema  filosofico,  che  qui  non 
possiamo  esporre  in  tutti  i suoi  sviluppi,  eccitò,  dicono  tutti  i biografi  di  Leib- 
nilz,  tutti  gli  storici  della  scienza,  un  entusiasmo  universale,  ed  è stalo  in  Ger- 
mania il  principio  di  un  graude  e maestoso  movimento  intellettuale,  al  quale 
T umanità  ha  dovuto  iu  seguito  Kant , Fichte  e Schelling. 

La  vita  di  Leibuilz  è contrassegnala  da  pochi  avvenimenti.  Noi  abbiamo  rife- 
rito quelli  della  sua  gioventù,  ed  annunziato  alcuni  degl1  immensi  lavori  che 
hanno  illustrato  la  sua  corsa.  Quest'uomo  straordinario  è senza  contrasto  uno  di 
quelli  che  hanno  maggiormente  onorato  l'umana  intelligenza,  ed  ha  lasciato  nel 
mondo  un  nome  che  non  morrà  giammai.  Ei  soccombè  ad  una  breve  malattia  il 
■ 4 Novembre  1716  in  età  di  settanl'  anni.  Un  monumento,  costruito  a forma  di 
tempietto,  è stato  creilo  alla  sua  memoria  alle  porle  di  Hannover,  vi  si  legge  que- 
sta semplice  ed  eloquente  iscrizione  : Ossa  Leibnitii.  Si  consulti  la  sua  vita 
scritta  da  firucker,  e il  suo  elogio  pubblicato  da  Foutenelle. 

Alle  cure  di  Luigi  Dulens  dobbiamo  la  collezione  la  piti  compfuta  delle  opere 
di  Leibnilz^  pubblicala  col  titolo  di  Go.  Guil.  Leibnitii  Opera  omnia , Ginevra, 
17G8,  G voi.  in-4-  Il  terzo  volume  c consacrato  alle  matematiche;  le  opere  fihi- 
sofìche  sono  nel  secondo. 

LEMBO  ( Astron . ).  Orlo  esterno  del  sole  o della  luna.  Si  dà  pure  questo  nome 
all'orlo  esterno  graduato  di  un  circolo,  di  un  grafometro  o di  qualunque  altro 
strumento  di  ni .1  tematiche. 

LLiMMA.  (da  ).  2 , ammetto).  Proposizione  preliminare  clic  si  stabilisce  per 
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servire  alla  dimostrazione  di  qualche  altra  proposizione,  quantunque  essa  non  ab- 
bia però  che  un  rapporto  indiretto  col  soggolo  di  quest' ultima  , e che  esia  non 
venga  impiegata  che  sussidiariamente,  tanto  per  la  dimostrazione  di  un  teorema, 
quanto  per  la  soluzione  di  uu  problema.  . 

LEMNISCATA.  (Geom.).  Nome  di  una  curva  che  ha  la  forma  di  un  6 , e della 
q naie  il  conte  di  bagnano  (Pedi  questa  paiola)  si  è particolarmente  occupale^ 
Se  preudiarao  A ( Tav.  CLXI  ^/ìg.  i)  per  l'origine  delle  coordinate,  e che  in- 
dichiamo AP  con  x e PN  con  yy  F equazione  dell*  lemniscata  sarà 

<>r  = *-y fa*—*?. 


a indicando  la  linea  costante  AB  osterò  AC. 

Quest’  eqotiione  alla  quale  possiamo  dara  la  forma  a'jr*  cs  aix* — x‘,  prova 
che  la  curva  è una  linea  del  qoart’ ordine,  e che  essa  è quadrettile  ( f'edi  Qua- 
DaaToaa),  poiché  il  suo  elemento  è 


ydx  cs  — dx 
a 


il  citi  iotegrale  completo  è ( f'edi  Ibtbgesli  ) 


cosi 


facendo  x = a,  si  ottiene  per  P area  della  parte  BUA,  il  valore  —,  l'area  tota- 


le è donqoc  s=-^-o*. 


Una  linea  retla  come  mi/  può  tagliare  la  lemniscata  in  quattro  pqpti  m , n, 
p , q.  Il  puolo  A tien  consideralo  coma  doppio  (f'edi  Multiplo).  Esistono  altre 
curve,  e la  Cassinoide  i di  questo  genere,  che  hanno  la  furma  di  un  8;  ma 
quella  è la  più  aeraplice.  . 

LEMOINE  (Estuo  Maeia  Giuseppi),  nato  nel  1751  ad  Etsoies,  borgo  della  Sciam- 
pagna , e nodo  a Parigi  nel  1816,  professò  con  onore  in  questa  città  per  molti 
apni  le  matematiche,  e pubblicò  diverse  opere  elementari,  che  ai  distinguono  per 
notabile  chiarella  ed  eccellente  metodo,  e che  accolte  dall' università  di  Parigi 
divennero  claasiche  in  più  collegi.  L*  principali  sono:  I Traile  du  gioie,  redige 
di  une  manière  nouvclle , et  mis  à la  portèe  des  enfans  , Parigi  , 1780  , in-ia  ; 
li  Traiti  ètémeniaire  de  matliimatiques  , ou  V ri  nei  pi:  s d'  arithmitique , de 
giorni t rie,  de  trigonometrie , ovec  Ut  sections  coniques , ivi,  1778,  in-8;  ed 
ivi,  1797,  a voi.  in-8,  4‘  ediz.  aumentata  considerabilmeutc : l'opera  termina  con 
una  buona  storia  aucciota  delle  matematiche. 

EEMONNIER  (Pietro  Cablo),  astronomo  francete  , nato  a Parigi  nel  a3  Novem- 
bre 1715,  non  aveva  che  sedici  anni  quando  manifestò  una  inclinazione  partico- 
lare per  l'astronomia  , scienza  alla  quale  fin  d'allora  dedicò  interamente  i suoi 
•tudj.  Nel  1731  fece  egli  infatti  le  sue  prime  osservazioni  sull’  opposizione  di 
Saturno;  e nel  1736  in  ricompensa  di  altri  non  meno  importanti  lavori  fu  am- 
messo nell’  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi.  Eletto  insieme  con  Mauperluis  u 
Clairaut  per  andare  a misurare  un  grado  del  meridiano  sotto  il  circolo  polare, 
passò  a Torneo  l' inverno  del  1736-37  e contribuì  più  che  alcun  altro  al  auc- 
cesso  di  quella  grande  intrapresa.  Nel  1738  e 17^2,  Lemonoier  verificò  l'obli- 
quità dell’  ecd ittica  ; e nello  stesso  tempo  presentò  all'  Accademia  il  progetto 
di  un  nuovo  catalogo  delle  stelle  zodiacali  secondo  il  metodo  di  Flamsleed. 
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Molli  altri  furono  i lavori  pei  q ili  li  acquisi  ossi  fama  Ira  gli  astronomi  «li  Eu- 
ropa : fu  egli  il  primo  rhe  determinò  i cambiamenti  delle  refrazioni  nell'inver- 
no e nell' citate;  il  primo  imprese  a correggere  i cataloghi  delle  stelle  fisse,  e 
n determinare  bene  1' altezza  del  polo  di  Parigi;  il  primo  introdusse  in  Francia 
I’  uso  dello  strumento  dei  passaggi,  e il  primo  misurò  il  diametro  della  luna 
.sul  di«co  «lei  sole  in  occasione  dell'  ecclissi  del  a5  Luglio  17/(8,  che  egli  si  recò 
ad  osservare  in  Scozia  ove  tale  ecclissi  doveva  essere  quasi  anulare.  L'intera  sua 
vita  fu  «ledicala  allo  studio  della  scienza,  dalla  quale  noi  distolsero  nemmeno  le 
agitazioni  della  risoluzione.  Creato  membro  dell'  Istituto  fino  dalla  sua  fondazione, 
morì  ad  Hcril  presso  ftaieux  il  u Aprile  1799-  Le  o|>cre  più  importanti  da  lui 
pubblicale  sono:  I TTistoire  celeste  , Parigi,  i?$t  , in-4  ; II  La  thèorie  des  co- 
mète*, où  1'  on  tratte  du  progrès  de  celle  parile  de  i astronomie  , ivi  , «?43, 
in-8;  III  fnstiturions  astronomiques , ivi,  17  jG , iii«4  : * *u  gran  parte  una 
traduzione  dell'opera  di  Keill  , ma  mollo  migliorata;  IV  Observations  de  la 
lune , du  soldi  et  des  étoiles  Jìxes , ivi,  175 1-54-59-75,  4 *ol.  iu-fol.  V JVou- 
veau  todiaque  rt'duit  à l' anace  1755,  ivi  , 1755,  in-8,  VI  Premières  obser - 
vations  fatte*  par  ordre  du  roi  pour  la  snesure  du  degré  entre  Paris  et 
Amiens  , ivi,  1757,  in-8  ; VII  Astronomie  nautique  lunaire  où  f on  tratte 
de  la  latitude  et  de  la  longitude  en  mer  , ivi,  1771,  iu-8;  Vili  Exposition 
des  moyens  les  plus  faciles  de  résoudre  plusieures  questions  dans  i art  de 
la  navigation  , ivi,  «77»,  in-8:  vi  si  trova  inserita  tascata  logaritmica  di  Gun- 
ter  ( Vedi  Gcntre);  IX  Descrìption  et  usage  des  principaux  instrumcnts 
d' astronomie , ivi,  1774**  in-fol.  : è uno  dei  quaderni  della  grande  Descrìption 
des  arts  et  métter s\  X Traile  de  la  construction  des  vaisseaux  par  Chnp - 
man,  traduit  du  suèdois , ivi,  *779,  in-fol.  (Vedi  Chipman);  XI  Mémoires 
concernant  diversa  questions  d'  astronomie  et  de  physique , ivi,  1781-84,  »n-4« 
Lemonnier  ha  riveduto  ancora  la  riduzione  «Ielle  carte  celesti  di  Flarasleed , fatta 
e pubblicata  da  Fortin  col  titolo  di  Atlas  Celeste  de  F/amsteed , Parigi  , 1776, 
in-4-  Netta  Bibliografia  astronomica  di  Lalande  si  troveranno  indicati  tulli  gli 
scrini  di  Lemonnier. 

LENTE  ( Diottrica).  Si  dà  particolarmente  questo  nome  a un  pezzo  di  vetro  la- 
vorato a foggia  di  lenticchia , vale  a «lire  doppiamente  convesso,  la  propiirtà 
del  quale  è «li  far  convergere  i raggi  della  luce  che  passano  a traverso  di  esso,  in 
modo  da  riunirli  in  un  sol  punto,  che  dicesi  fuoco  della  lente.  Per  estensione, 
si  dicono  vetri  lenticolari  o lenti  tutti  i vetri  sferici  che  si  distinguono  nelle 
appresso  classi  ( Tav.  CIMI  ^ fi g.  4 ): 

i°  Piano-convessa  ; lente  una  delle  cui  superfìcie  è piana  « 1*  altra  convessa. 
A,  rappresenta  la  sua  sezione  o il  suo  profilo. 

a*  Convesso-convessa ; lente  le  cu»  superficie  sono  ambedue  convesse:  B. 

3°  Piano-concava  ; C. 

4°  Concavo-concava  ; D. 

Esiste  pure  un'  altra  specie  di  retri  lenticolari  che  hanno  una  delle  loro  super- 
ficie concava,  mentre  l'altra  è convessa:  tale  è E;  ma  questi  vetri  premlonn 
pii»  specialmente  il  nome  di  menischi.  Vedi  Menisco. 

Le  tenti  convesse  sono  le  sole  che  abbiano  la  proprietà  di  far  convergere  i 
raggi  luminosi;  le  lenti  concave  al  contrario  gli  rendono  divergenti.  Passeremo 
adesso  ad  esaminare  queste  due  specie  di  lenti. 

Lenti  convesse.  Se  si  espone  alla  luce  del  sole  una  delle  lenti  A o B,  e se  si 
ricevono  sopra  una  superfìcie  i raggi  luminosi  che  l'attraversano,  questi  raggi  pro- 
gettano sulla  superfìcie  una  immagine  luminosa  la  cui  grandezza  varia  a misura 
che  questa  sti|>erririe  c pili  o meno  distante  dalla  lente.  Così , supponendo  che 
in  principio  si  sia  posta  la  sttpcificie  in  gran  vicinanza  della  lente,  e che  quindi 
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<1*  quatta  ù allontani  a poco  a poco,  ti  tede  l' immagine  lamino»  aumentare 
successivamente  di  splendore,  mentre  la  <ua  grandetta  «a  progressivamente  dimi- 
nuendo fino  al  punto  di  occupare  il  minimo  apatio  poanbile;  da  questo  punto 
• in  poi  la  luce  a'  indebolisce  c la  grandetta  della  figura  va  in  definitamente  au- 
. mentendo.  • >r  , e 

Il  punto  io  cui  I'  immagino  luminota  4 della  minima  grandetta  ti  chiama  fuoco, 
e la  tua  ditlanta  da  quella  superficie  della  lente  che  i rivolta  dalla  eoa  parte 
prende  il  nome  di  distanza  focale. 

La  diatanta  focale  è tempre  la  tinta  qualunque  tia  delle  due  superficie  della 
leule  quella  rhe  riceve  i raggi  luminoti,  purché  però  la  lente  tia  timmetrica  : 
ma  le  lenti  non  simmetriche,  vale  a dire  quelle  le  oui  superficie  tono  differenti, 
hanno  due  dittante  focati.  Ciò  uno  ostatile  la  differente  tra  le  due  dittante  fo- 
caii di  una  alesta  leuta  é tempre  una  quantità  piccoliasima. 

S’  indica  più  particolarmente  eoi  nome  di  superficie  anteriore  della  lente  quella 
che  è rivolta  verso  I'  oggetto  che  ti  guarda  , e con  quello  di  superficie  poste- 
, riore  quella  che  4 rivolta  dalla  parie  dell  occhio. 

L'effetto  il  più  notabile  delle  lenti  convesse  4 quello  d'ingrandire  gli  ogget- 
ti, e au  questa  proprietà  appunto  4 fondata  la  distruttone  dei  canocchiali:  re- 
sulta questa  proprietà  dalla  doppia  refratiooe  che  subisce  un  raggio  luminoso 
Del  suo  passaggi»  a traverso  alla  lente,  doppia  refraaionc  che  riunisce  sotto 
un  angolo  maggiore  i raggi  di  qualuoqoe  specie , o paralelli , o convergenti , o 
divergenti.  Per  esempio  ( T'oli.  CLVI,  fig.  5),  i raggi  paralleli  4D , 4E , che 
senta  la  rtfratione  non  si  riunirebbero  mai , attraversando  la  lente  DE,  ai  riu- 
niscono in  f\  i raggi  roorergenti  AD,  ah,  il  cui  punta  di  concorso  è in  g , ti 
riuniscono  invece  in  4 per  effetto  della  lente,  e formano  un  angolo  DAE  mag- 
giore di  Ago;  e finalmente  i raggi  divergenti  cD,  cb , che  tenta  la  refratione 
nuderebbero  tempre  allontanandosi,  vanno  a riunirti  in  g : la  portione  ce  del- 
I’  oggetto  apparisce  dunque  sotto  i'  angolo  A ga  e per  conseguente  deila  gran- 
detta Au. 

L'immagine  di  queato  oggetto  ai  scorge  dietro  la  lente  in  un  posto  più  lontano  di 
quello  in  cui  4 situalo  l'oggetto.  Ciò  accade  perchè  i raggi  di  ciascun  fascio  lu- 
minoso , partendo  da  ciascun  punto  deli'  oggetto,  divengono  per  le  refratsoni  me- 
no divergenti  ed  hanno  perciò  il  loro  punto  Guitto  di  riunione  più  loulano.  11 
punto  B ( Tao.  CL X.fig.  1 ),  veduto  attraverso  alle  lente,  sembra  dunque  in  b. 
Ma,  affinché  l'immagine  deli' oggetto  aia  veduta  dietro  alla  lente,  è necessario 
che  quest'  oggetto  aia  posto  più  vicino  alla  lente  del  fuoco  ilei  raggi  paralleli  ; 
perché,  te  1' oggetto  fotte  iu  B ( Tue.  CLX,  fig.  a)  più  lonlauo  di  questo 
fuoco,  i raggi  di  ciascun  fascio  luminoso,  estendo  poco  divergenti  nei  giungere 
alia  superficie  della  lente,  diverrebbero,  nel  traversarla,  o paralelli  o anco  con- 
vergenti, e non  avrebbero  alcun  punto  fittili»  di  riunione  ; no»  si  vedrebbe  dun- 
que nessuna  immagine  dietro  alla  leote.  Nulladimeno,  se  questi  raggi  divenissero 
convergenti,  l'immagine  potrebbe  vedersi  «I  di  qua  della  lente,  tri  la  lente  e 
l’occhio.  Supponiamo  O ( Tao.  CLX,  fig.  3)  il  fuoco  dei  raggi  paralleli  della 
lente  Db,  ed  AB  un  oggetto  posto  al  di  là:  i fasci  luminosi  dei  raggi  AD  e 
HE  che  partono  da  ciascun  punto  dell' oggetto,  estendo  troppo  poco  divergenti 
nel  giungere  sili  lente,  divengono  convergenti  al  loro  passaggio  e vanno  a for- 
mare in  ab  un’  immagine'  rovesciata  , che  può  essere  scorta  da  nu  occhio  posto 
iu  F.  Quest’  immagine  è necessariamente  rovesciala  , perchè  non  vi  tono  che  i 
raggi  i quali  si  tono  già  incrociati  tra  l'oggetto  e la  lente  che  possano  inseguito 
convergere  verso  l'occhio.  Non  è il  corpo  ma  l'immagine  di  esso  che  diviene 
l' oggetto  immediato  delia  vista  attraverso  ad  un  canocchiale.  Vedi  Canoccarii-e. 

Le  leuti  facendo  entrare  nell'  occhio  molli  raggi  che  ictus  di  esse  no»  vi  en- 
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trcrebbero  ci  fanno  vedere  gli  oggetti  eoo  maggior  chiarella  e ci  offrono  covi  un 
meno  pmvovo  per  rimediare  alla  debolezza  delta  viltà;  nttlDdimeno  l1  uso  delle 
"'  lenti  semplici,  o degli  occhiali , presenta  grasi  inconvenienti  ehe  non  possono  es- 
sere evitali  che  in  parte  facendo  uso  di  vetri  purissimi  e perfettamente  lavorati.  • 

L'ingrandimento  delle  lenti  è tanto  più  considerabile  quanto  più  piccola. è la 
dislonza  focale  di  queste  lenti.  Quando  tale  distanxa  è minore  di  sei  linee,  le 
lenti  si  dicono  più  propriamente  microscopi  semplici  o lenti  microscopiche. 

Lenii  concave.  Una  lente  di  questa  specie,  presentala  al  sole  , trasmette  sopra 
una  superficie  opposta  una  immagine  luminosa  che  sembra  divergere  come  se 
provenisse  da  nn  ponto  situato  nella  concavità  della  lente.  Questo  panto  si  chia- 
ma il  fuoco  negativo , e la  sua  distanta  dalla  superficie  che  riceve  la  luce  diceti 
distanza  focale  negativa.  Gli  oggetti  veduti  a traverso  ad  uua  late  lente  sem- 
brano più  piccoli  e più  vicini;  perciò  non  se  ve  fa  uso  isolatamente  che  come 
occhiali  destinati  a correggere  il  vitio  dell'  organo  della  vista  conosciuto  sotto  il 
nome  di  miopia. 

Per  risolvere  tulli  i quesiti  che  possono  venir  proposti  sulle  lenti,  basta  de- 
terminare le  relazioni  geometriche  che  esistono  Ira  i raggi  delle  superficie , le 
distante  focali^  e il  rapporto  di  refraiione  tra  l’ aria  e il  vetro.  Questo  è appunto 
ciò  che  passeremo  ad  esaminare  considerando  una  lenta  qualunque  MN  ( Tese. 
CLX  , Jig.  4 ) , della  quale  supporremo  che  siano  diverse  le  curvature  delle  due 
superficie  WAV,  MBN. 

Sia  R il  centro  della  superficie  posteriore  MAN,  ed  r quello  della  superficie 
anteriore  MBN;  la  retta  che  passa  per  questi  due  punti  sarà  l'asse  della  lente. 

Se  da  un  punto  qualunque  F dell’ asse  .a' immagina  un  raggio  luminoso  Vg 
ehe  incontri  la  lente  in  g,  e se  dal  punto  g si  conduce  gr,  questa  retta  sarà  la 
normale  dei  punto  g : ora  è noto  che  il  raggio  refralto  fa  colla  normale  nei /ve- 
tro un  angolo  minore  di  quello  rbe  fa  nell'aria  (f'e di  Rzrazziosa  ) , perciò, 
supposta  gli  la  sua  diretione  nel  vetro  , conduciamo  <LI  punto  h nel  quale  esso 
esce  dal  vetro  la  normale  ÒR  , e siccome  allora  deve  scostarsi  da  questa  normale, 
rappresentando  con  hf  la  tua  direzione  nell’  uscire  dal  vetro,  sarà  il  punto  iu 
coi  il  raggio  luminoso  refratto  duo  volle  incontra  I'  asse. 

Osserviamo  primieramente  che  siccome  ogni  angolo  esterno  di  un  triangolo  è 
equivalente  alla  somma  dei  due  aogoli  interni  opposti  ( l'edi  Assolo),  gli  ao- 
■ goti  della  figura  danno  le  seguenti  eguaglianze  : 

F«7=£F/--t-grF , 

Jhp^hfR  + hRf, 

«fotxle  ti  trac  * 

• a * 

V81+fhP  =*  #Fr-i-grF-+-/iyR-*-/iR/. 

Inoltre  si  l«a 

grF  -4-AR/ea  gOR  e=  Okg+Qgh. 

Adesso,  »e  si  osserva  che  la  curvature  degli  archi  MAN , MBN , deve  esser  sem- 
pre piccolissima,  aflìuchè  le  lenti  possano  produrre  delle  immagini  distinte  , si 
vedrà  che  gli  angoli  acuii  della  figura  sono  pure  sempre  piccolissimi  , e che  ai 
loro  rapporti  si  possono  sostituire  i rapporti  dei  loro  seni  senza  errore  sensibile  ; 
cosi,  ammettendo,  che  il  rapporto  costante  che  ha  luogo  tra  il  seno  d’ incidenza  e 
quello  di  refraiione  tra  l'aria  e il  vetro  sia  n:  i,  potremo  fare 

Ygq  : Oj/i  : : n : t , 

fhp  : Ohg  : : n : i , 
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<1on*)e  si  olitene 

Ygy-t-fty  '■  Og/is-U/ig  : : a : i , 
e per  conseguenza,  in  tiriti  delle  eguagliarne  precedenti  , 

gFr-l-grF-i-A/R-t-AR/iyrF-wAR/:  : n : t ; 

e componendo  i rapporti  ai  Ila  in  fine  • 

. gFr-t-A/Tl  : grF-4- AR/":  : n—i  : ■ («). 

Ura  (ulti  questi  angoli  essendo  piccolissimi,  e gli  archi  Bg  ed  A/i  polendo 
considerarsi  come  rette  perpendicolari  all'  aste,  ai  ha  sensibilmente 

gYr  propol  i ionale  alla  sua  tangente  t= 

* ' 7»"  •- 

">■ 

*v “A 

Cosi,  sostituendo  questi  rapporti  nella  proporzione  (o),  essa  diviene 
tìg  A A Bg  A h 

Tb  ~JT  ' UT  * AÌT  ::  n~ 1 : ’ 

e dà  luogo  all*  equazione 

Bg(n — i)  A A fi» — i)  Bg  A A . 

Br  AH  “‘FB  /A  ' ‘ ’ ‘ ' ' 

Indichiamo  ora  con  R il  raggio  AR  della  superficie  posteriore,  con  r quello 
Br  della  superficie  anteriore,  con  a la  distanza  FB  , a con  x la  distanza  ./A  , ed 
osserviamo  inoltre  che  si  ba  presio  a poco  Bg=AA,  perche  i punti  g ed  A quasi 
coincidono  a motivo  della  piccola  grossezza  della  lente.  Sotliluendo  perciò  in  (A), 
si  otterrà  in  fine  1’  equazione  semplicissima 

, li — i n— i i i 

— +-7-=à-+-T <c)’ 

la  quale,  aebbene  approssimativa,  è più  ebe  sufficiente  per  tulle  le  applicazioni 
pratiche. 

Se  la  lente  è connesso-convessa  regolare,  si  ha  R sor;  se  è piano-convessa, 
si  ha  Rese»  o rane;  te  è concavo-concava  , R ed  r sono  negatiti;  e final- 
mente se  è piano-concava  , uno  dei  raggi  negativi , R o r,  è infinito.  Cosi  la  for- 
inola (c)  si  adalla  a lotte  le  specie  di  lenti. 

Se  si  suppone  il  raggio  incidente  Fg  parallelo  all'asse , circostanza  che  ai  espri- 
me facendo  FB  o a = ac,  si  ha  — = o,  e la  formula  (e)  diviene 

a 

a— i n- — i i 

_R“‘+'~  = 7: 

I 

la  disianza  x,  ove  s'intersecano,  dopo  le  refrazioni,  tulli  i raggi  paralleli  al- 
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l’asse,  è ciò  che  abbiamo  di  aopra  chiamalo  la  distonia  focate  : indicandola  con 
f està  si  Irosa  dunque  determinala  dalla  espressione 

, Rr  , 

' ~ l*— '7(R-*-'-) 

• 

Cosi,  conoscendo  il  rapporto  di  refrazione  dall’aria  nei  retro  e i raggi  di  cur- 
vatura delle  superficie  della  lente,  ai  potrò  sempre  determinare  la  distonia  fo- 
cale f,  e,  in  generale,  essendo  date  tre  delle  quattro  quantità  f,  a,  R e r, 
l’ espressione  {et)  farà  conoscere  il  valore  della  quarta. 

Se  si  tratta,  per  esempio,  di  una  lente  convesso-convessa  simmetrica,  di  re- 


I n 

tro  comune,  pel  quale  ti  ha  n=—  (Vedi  Remiioss  ) , siccome  allora  si  ha 


R = r,  la  formala  diviene 


/=  - = -R, 

a(/j  — i ) <2 

vale  a dire  che  la  distanza  focale  £ minore  del  raggio  di  curvatura  della  dodice- 
sima parte  di  questo  raggio. 

Se  la  lente  è piano-convessa , uno  dei  raggi  R o r t infinito,  e I’  espressione 
(d)  diviene 

r_  R»  R _iin 

^ ot (« — i)  o—i  6 


In  questo  rato  la  distanza  focale  è dunque  presso  a poco  il  doppio  del  raggio  di 
curvatura. 

Nella  stessa  guisa  si  troverebbe,  per  la  lente  concavo-concava  simmetrica. 


J = — "r,  e per  la  lente  piano-concava , f=z — ^ R. 


Li  distonia  focale  delle  lenti  convesse  può  esser  determinala,  per  meno  del- 
l’esperienza . esponendo  la  lente  ai  raggi  solari  e misurando  la  distanza  della  tua 
superficie  posteriore  dall’immagine  projettala  sopra  un  piano  che  ti  avvicina  o 
ai  allontana  finché  questa  immagine  divenga  la  piò  pieeola  possibile.  Misurala  cosi 
la  distanza  forale,  il  raggio  di  curvatura  trovasi  determinato  mediante  le  formule 
precedenti.  Pedi  CasocCHiaLK,  Maniaco,  Telescopio  e Vanto, 

LEONARDO  Da  Pisa.  Pedi  Fiaoisacci. 

LKOTAUO  (Vincenzo),  grillila  francese  e geometra  distinto  del  secolo  XVII, 
nacque  nel  i 5q5  in  Val-Louise,  nella  diocesi  di  Embrun  , e mori  in  questa  città 
nel  l6ja.  Ha  pubblicato  : I Geometriate  practicae  elemento , ubi  de  sectionibut 
conicis  hnbet  qunedam  insi  gaia , Dole,  i63i  , in- iG  ; Il  Etymon  quadraturae 
drenti  haetenus  editorum  celeberrimae,  ec. , Lione,  i65S,  in-4  : È questa  una 
ronfulazione  dell’  opera  sullo  stesso  argomento  pubblicata  dal  p.  Gregorio  da  San 
Vincenzo  {Pedi  Geecoetn),  che  credeva  da  avere  sciolto  il  problema  della  qua- 
dratura del  circolo.  Alcuni  discepoli  del  p.  da  Sun  Vincenzo  avendo  risposto  al 
p.  Lcolaud  , questi  replicò  coll’opera  seguente:  11!  Crclomal hia  seu  de  rnulri- 
phei  circuii  contemplatione  libri  III , ivi  , i(ìfi3  , in-4-  A tale  opera  lien  die- 
tro un  trattato  esteso  sulla  quadratrice  di  Diuosirato  , in  cui  l’autore  sviluppa 
alcune  proprietà  non  ancora  scorte  di  tale  curva.  Si  consulti  la  Storia  dette 
matematiche  di  Aioulucla  , toni.  II,  7 7 . IV  Institutiunum  arithmeticaruM  libri 

IP , ivi , 1OG0,  in-4- 
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LEOWITZ  ( CiraiA.fo  ),  astronomo  ed  astrologo  tedesco,  raoilo  a Lawingen  in  Sve- 
zia nel  i5^4«  ha  pubblicato:  I Tabulae  ascensionum  omnium  obliquar uni  al 
plures  attitudini s gradui  proAuctaey  Augusta,  i55i,  iu*4  •'  Il  Eclipsium  ab  an- 
no a 55  j uscite  ad  annum  iGoG  descrivilo , ivi,  »554  « .in  f<d.  Ili  Ep/iemeridum 
noown  atipie  insigne  opus  ab  anno  *55G  ad  annum  1G0G  accuratissime  suppu- 
tatuai , ivi,  1 557,  in-fol. 

LEPAUTE  (Giovanni  Ahdziìa  ).  celebre  orologiaro,  nato  nel  1709  a Monlxnédi  , si 
recò  giovanissimo  a Parigi  , ove  non  tardò  a farsi  conoscere  per  la  perfezione 
delle  opere  sue.  Avendo  avuto  occasione  di  conoscere  Lalande  , strinse  amicizia 
cou  questo  astronomo,  e col  soccorso  dei  lumi  che  ne  attinse  uon  meno  che  coi 
propri  suoi  talenti  potè  introdurre  notabili  miglioramenti  nell'orologeria.  Le- 
paute  som  ministrò  dei  pendoli  a quasi  tutti  gli  osservatori  di  Europa  , e suoi 
sono  i più  belli  orologi  che  ornano  gli  edifìzj  pubblici  di  Parigi.  Quest1  artista 
stimabile  mori  a St.-Cloud  Pii  Aprile  17.89.  Le  sue  opere  sono:  1 Traili  d'bor- 
logerie , Parigi,  «755,  iu-J.  Tale  opera,  quantunque  eccjissata  da  altre  che  sullo 
stesso  soggetto  comparvero  in  seguito,  contiene  non  poche  particolarità  e notizie 
interessanti  che  invano  cercherebbonsi  altrove.  Tra  le  altre  cose  è notabile  la 
prefazione,  la  quale  contiene  la  storia  dei  diversi  tentativi  fatti  per  misurare  il 
tempo  e determinarne  l'andamento,  prima  della  invenzione  degli  orologi  a ruote 
ed  a peso,  e quella  dei  perfezionamenti  operati  negli  orologi  dal  XIV  secolo 
fino  a Sully,  famoso  artista,  di  cui  descrive  i lavori  in  modo  sommamente  inte- 
ressante. II  Supplément  au  traité  d' bor/ogerie , Parigi,  17G0,  in-4  : Lalande  ha 
avuto  non  poca  'parte  nella  compilazione  di  quest*  opera  ; III  Description  de  piu- 
sieurs  ouvrages  <T  horlogerie , Parigi,  17G4,  in-ia, 

LEPaUTE  (Madama),  moglie  del  precedente,  tiene  un  grado  distinto  Ira  le  donne 
che  si  sono  segnalate  nell*  astronomia.  Nata  nel  17^3  a Parigi,  annunziò  fino  dal- 
P infanzia  disposizioni  poco  comuni  per  le  scienze.  L'astronomia  in  particolare  ri- 
chiamò la  sua  attenzione,  e coi  suoi  calcoli  sulla  famosa  cometa  di  Halley  giovò 
mollo  a Clairaul  e a Lalande.  Essa  mori  a St.-Cloud  il  G Dicembre  1788.  Ha  pub- 
blicalo : I Tnble  des  longueurs  des  penditi  e s nel  Trattato  di  Orologeria  di  suo 
inarilo;  II  Parecchie  tavole  e osservazioni  nella  Connaissance  des  temps  dal  *759 
al  1774  ; IH  Alcuue  tavole  del  sole,  della  luna  e degli  altri  pianeti  nelle  Effeme- 
ridi dei  movimenti  celesti , tom.  VII  e Vili;  IV  Diverse  memorie  di  astronomia 
comunicale  all'Accademia  di  Bézicra  *• 

LEPRE  ( Astron).  Costellazione  meridionale  composta  di  19  stelle  nel  Catalogo 
britannico.  La  stella  sua  principale  è di  terza  grandezza. 

LEROY  (PiETio),  famoso  orologiero,  nacque  a Parigi  nel  1717.  Apprese  i prin- 
cipi dell' arie  sua  da  suo  padre  Giuliano  else  in  essa  crasi  acquistalo  gran  fama, 
ma  lo  superò  pei  perfezionamenti  che  introdusse  negli  orologi  di  mare,  perfe- 
zionamenti che  nel  17G9  gli  ottenuero  dall'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi 
il  doppio  premio  proposto  per  la  maniera  migliore  di  misurare  il  tempo  in  ma- 
re. Tale  onorevole  ricompensa  stimolò  il  suo  zèlo:  si  applicò  con  maggiore  ar- 
dore a nuovi  tentativi , e giunse  a dare  ai  suoi  orologi  la  maggiore  regolarità 
possibile  mediante  la  scoperta  dell'  isocronismo  della  leva  spirale.  Le  sue  fati- 
che furono  nuovamente  ricompensate,  perchè  l’Accademia  gli  conferì  una  se- 
conda volta  il  doppio  premio  nel  1773.  Tale  valente  artista  mori  a Vitry,  presso 
Parigi,  il  25  Agosto  1785.  Le  opere  principali  di  questo  abile  meccanico  sono: 

I Etrennes  chronomèlriques  pour  V ami  te  17G0,  Parigi,  in-ia.  Tale  opera  è di- 
visa in  otto  parti,  nelle  quali  traila  delle  divisioni  naturali  e artificiali  del  tem- 
po, del  calendario,  della  cronologia  , degli  istruroenti  neressarj  per  misurare  il 
tempo,  e di  molte  altre  cose  relative  allo  slesso  argomento.  Divenuta  rarissima, 
Janvier  la  ristampò  a Parigi  nel  181 1,  coi  corabiamcnti  c colle  aggiunte  rese  tn- 
J)iz.  di  Mot.  Voi  VI.  4 * 
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dispensabili  dai  progressi  dell' «rie,  coll’  oppresso  titolo:  Etrennes  chrono/ogi- 
<fttrs  /tour  l'un  1811.  li  Exposé  succine t des  iravaux  He  Barritati  et  de  Leroy 
duns  la  recherche  des  Inngirudes  en  mer , et  des  épreuves  J^tifes  de  leurs  ou- 
vrages , Parigi,  1767,  in-4  ; Hi  Mé moire  sur  In  meillettre  manière  de  mesurer 
le  temps  en  mer  , coronata  dall*  Accademia  delle  Sciente  di  Parigi  , e stampata 
in  seguito  al  Viaggia  di  Cassini.  IV'  Préc.is  des  recherches  faites  en  France  de - 
puis  1730,  pour  la  dètermination  des  longitudes  en  mer  par  la  mesure  arti - 
f ideile  du  temps  , Parigi,  1773,  in-4  » con  un  Supplemento  stampato  nel  1774* 

LESEUR  (Tommaso),  dolio  geometra,  nato  nel  1703  a Reibei,  entrò  in  età  di  di- 
ciotto anni  nell1  ordine  dei  minimi,  e fu  inviato  dai  suoi  superiori  a Roma  per 
compiervi  i suoi  sludj.  Allora  s1  insegnava  in  tutti  i collegj  il  sistema  dei  vortici, 
sitimi  « che  venne  tosto  dal  p.  Leseur  considerato  come  un  romamo.  Terminato  il 
suo  cono,  tornò  in  Francia  ove  «i  trattenne  per  cinque  anni;  ma  risaputo  avendo 
che  il  p.  Jacquier,  « he  gli  era  successo  a Roma,  osava  impugnarvi  la  filosofìa  car- 
tesiana, chiese  ed  ottenne  il  permesso  di  andare  presso  di  lui  Come  si  videro  si 
amarono  tosto,  ed  ogni  cosa  divenne  comune  tra  essi,  pene,  piaceri,  fatiche,  eia 
stessa  gloria.  Il  p.  Leseur  fu  creato  professore  di  matematiche  nel  Collegio  della 
Sapienza,  e dava  alternativamente  col  p.  Jacquier  lezioni  di  teologia  nel  Colle- 
gio della  Propaganda.  Seguitò  a Parma  il  suo  amico,  allorché  questi  fu  nominato 
precettore  dell1  infante,  e non  volle  lasciarlo  finché  durò  tale  educazione.  Ritor- 
nato a Roma,  infermò  e mori  il  za  Settembre  1770.  Il  p.  Leseur  ha  avuto  parte 
nel  Commentario  sui  principi  di  Newton  e negli  Elementi  del  calcolo  inte- 
grale,, due  delle  opere  più  importanti  dello  scorso  secolo.  I due  amici  lavora- 
vano ciascuno  dal  canto  suo,  e si  comunicavano  poscia  il  resultato  delle  loro  me- 
ditazioni ; ma  non  si  è mai  saputo  a quale  dei  due  apparteneva  la  lezione  pre- 
ferita, ed  essi  medesimi  l’avevano  dimenticato.  Entrambi,  tanto  modesti  quanto 
dotti,  non  si  prefiggevano  nessuna  gloria  nella  pubblicazione  delle  loro  opere.  Il 
p.  Leseur  non  ha  pubblicato  solo  che  una  Memoria  sul  calcolo  integrale , Roma,\ 
*74®»  ru*  Montucla  ha  esaminata  nella  sua  Storia  delle  Matematiche^  Tom  III, 
pag.  41  e seg*. 

LETTERA  DOMENICALE  {Cai.).  Vedi  Caleudasio. 

LETTERE  NUND1XALI  {Cai.).  Col  nome  «li  lettere  nnndinali  si  sono  indicate 
le  prime  otto  ledere  dell' alfabeto  affìsse  nel  calendario  riformato  da  Giulio  Ce- 
sare, come  iu  seguilo  vi  sono  stale  poste  le  nostre  lettere  domenicali,  perchè  si 
è creduto  generalmente  che  queste  lettere  indicassero  i mercati  romani.  Questa 
falsa  denominazione,  attribuita  in  mi1  epoca  in  cui  erasi  perduta  la  traccia  della 
vera  destinazione  di  queste  lettere,  repugna  materialmente  ad  una  simile  applica- 
zione a motivo  dell'  impossibilità  di  potere  con  sole  odo  lettere  indicare  il  ri- 
torno dei  mercati  rhe  non  tornavano  che  ogni  nove  giorni  , o,  come  espressa- 
mente  lo  accenna  Macrobio  ne’suoi  Saturnali , lib.  I,  cap.  16,  dopo  otto  giorni 
consacrati  al  lavoro. 

Ma  questa  falsità  materiale  poco  importerebbe:  nn  inconveniente  più  grave  è 
quello  di  aver  nascosto  una  verità  interessante,  cioè  che  queste  ledere  formano 
un  calendario  lunare  , che  da  Giulio  Cesare  fu  annesso  al  suo  calendario  solare; 
talmentechè  egli  deve  riguardarsi  come  il  riformatore  dell'uno  e dell'altro,  me- 
rito che  quasi  tutti  ignorano. 

Ifulladirocnn  nel  1704,  in  un'opera  portante  per  titolo:  Iialendarium  Cae- 
sarianum , composta  in  occasione  della  recente  scoperta  di  uno  di  tali  calendari  in 
uno  scavo  fatto  a Roma,  il  Bianchini  per  mezzo  di  un'analisi  sottilissima  era  giun- 
to a riconoscere  fa  vera  destinazione  di  queste  lettere  e Pareva  dimostrata  in  un 
modo  irrefragabile.  Pure,  n ihe  il  silo  libro  non  sia  sialo  abbastanza  divulgalo, 
o che  le  sue  dimostrazioni  siano  sembrate  diffìcili  a tapini,  V errore  non  è scoro- 
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|>mo,  e persone  istruite  , come  per  esempio  gl»  autoii  dell  Arie  di  verificare 
le  datey  hanno  continuato  a ripetere  la  denominazione  di  lettere  pumlkt«li,  ed 
a cercare  ancora,  »ehbene  infruttuosamente , di  spiegate  come  queste  lettere  po- 
tc>sero  adempire  1' ufficio  che  loro  si  attribuiva.  Quell'errore  si  trova  implica 
lamenti  anco  nel  nostro  articolo  Calendari»,  ove  abbiamo  detto  che  Giulio  Ce- 
sare bandi  a tratto  |’  anno  lunare  dal  suo  calendario. 

Nella  uola  XX  di  un'opera  avente  per  titolo:  Tubles  synchroniqucs  de  f hi- 
sicure  de  France  , e formante  continuazioue  alla  Storia  di  Francia  di  Anquelil 
(ediz.  Colelle,  iHacj),  si  trovano  dei  dettagli  circostanziai  issimi  sulla  scoperta  del 
Biaui-hini,  sulla  costruzione  del  calendario  lunare  di  Giulio  Cesare,  sul  suo  uso 
per  ottenere,  anche  adesso , i noviluni  medj,  sulle  cause  che  1' hanno  fallo  cadere 
in  una  dimenticanza  si  compiuta,  « sul  sistema  finalmente  che  gli  è stalo  surro- 
galo, quello  cioè  dei  numeii  ecclesiastici  che  non  pe  sono  che  una  traduzione  , 
ma  una  traduzione  si  comoda  che  ha  fallo  dimenticare  affatto  1'  originale. 

Senza  entrare  in  particolarità  che  non  sarebbero  d1  all  ronde  proporzionale  al- 
1'  utilità  del  soggetto,  crediamo  che  sia  conveniente,  quando  non  fosse  che  per 
giustificare  «Ielle  asserzioni  che  potrebbero  altiiroenti  sembrare  azzardale,  di  fare 
osservare  sulla  scorta  delle  opere  citate  di  sopra: 

Che  nell'  anno  4^  avanti  G.  C. , primo  della  riforma  di  Giulio  Cesare,  e primo 
egualmente  delle  enneadecaleridi  del  suo  calendario  lunare,  il  novilunio  essendo 
avvenuto  il  i°  Gennajo  # esso  fu  indicato  nel  Gennajo  colla  lettera  A della  pri- 
ma ottava  , o con  A' , e thè  negli  anni  seguenti  impari  della  eiiueadecaleride 
le  neomenie  lo  furono  successivamente  colle  lettere  A",  A"',  A ",r , B',  B",  B'", 
B"f/ , C'  , C".  Che  parimente,  negli  anni  puri  della  stessa  enneadecateride  , le 
neomenie  furono  io  Gennajo  indicale  successivamente  colle  lettere  C"',  C"", 
E',  E",  E"',  E"",  F',  F'',  Frff,  e nel  ventesimo,  o primo  del  ciclo  segueute, 
nuovamente  con  Ar,  il  che  fa  ricominciare  lo  slesso  ordine  nella  enneadecateride 
seguente;  circostanza  notabilissima  che  fa  vedere  che  l'ordine  della  serie  uon  é 
arbitrario,  ma  fondalo  sopra  una  combinazione  determinata. 

Ora,  se  alle  lettere  di  sopra  accennale  si  sosti luiscouo  nel  calendario  lunare  gli 
anni  col  numero  d'  ordine  che  hanno  nell' enneadecateride,  si  sarà  formalo  il  ca~ 
lendario  dei  numeri  d'oro  molto  più  comodo  di  quello  di  Giulio  Cesare.  In  que- 
sto, infatti,  le  serie  di  sopra  enunciale  non  sussistono  che  nei  quattro  mesi  ini- 
ziali delle  stagioni,  ed  anco  negli  ultimi  due  di  questi  mesi  gl' indici  sono  for- 
mati da  una  serie  di  lettere  diversa  da  quella  del  gennajo  , quantunque  dipendi 
essa  dalla  prima  e da  questa  si  deduca  ; ma,  uei  mesi  intermedj,  le  lunazioni  non 
sono  più  determinate  che  daU'allernazione  pari  ed  impari  dei  giorni  che  le  com- 
pongono. 

Lia  tutto  questo  resulta  clic,  per  quanto  fosse  ingegnoso  il  metodo  di  Sosigenc, 
esso  richiedeva  una  moltitudine  di  considerazioni  minuziose,  per  poterne  laro 
uso  , e perciò  il  metodo,  che  consisteva  semplicemente  nell' osservare  a qual 
giorno  del  mese  corrispondeva  1'  anno  dell'cnneadecater  ide  del  quale  si  trattava, 
doveva  necessariamente  prevalere  all'altro  e farlo  dimenticare  completamente. 

E ne  resulta  di  più  che  dopo  la  scoperta  del  Bianchini  non  si  posson*  P*’1  chia- 
mare nundinali  le  ottave  di  lettere  affisse  nel  calendario  di  Giulio  Cflwrc,  e che 
il  loro  vero  nome  è quello  di  lettere  lunari. 

La  sostanza  di  questo  articolo  è dovuta  interamente  al  sig.  De  ^ aublanc  che 
ha  voluto  ancora  favorirci  di  altre  uolizie  sparse  in  questo  Piuotuno. 

LEUCIPPO,  famoso  filosofo  greco,  nato  in  Abdera  verso  I'  a*no  370  av.  G.  C.  , si 
applicò  particolarmente  allo  studio  della  natura  , e viene  generalmente  considerato 
come  1*  inventore  del  sistema  degli  atomi  che  fu  perfezionai0  Democrito . suo 
discepolo,  e in  seguito  da  Fpicuro.  Le  principale  proposizioni  del  suo  sistema 
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crino  le  seguenti.  Il  mondo  è infinito  e «oggetto  i modificezibni  continue — L'ubi* 
reno  é ruoto  ed  < globi  tono  formati  dagli  atomi  o corpulenti  che  «i  unirono 
insieme  ridendo  nello  spazio.  — ■ Il  sole  percorre  il  più  gran  circolo  intorno 
alla  luna.  — La  terre,  trasportala  come  in  nn  carro,  gira  intorno  al  centro  , ec. 
Tale  idea  di  Lgucippo  farebbe  supporre  eh'  egli  avesse  indori  nato  il  molo  della 
terra  intorno  al  suo  asse.  Si  Irgga  intorno  alle  opinioni  di  questo  filosofo  la 
Storia  delle  Matematiche  di  Monluole. 

LEUPOLD  (Giacomo),  ingegnoso  meccanico  sassone,  nato  nel  1674  a Plaoitt  presto 
Ztvicàeu  e morto  nel  1717,  ha  pubblicalo  le  seguenti  opere:  I La  tromba  pneu- 
matica spiegata , ee..  (in  tedesco),  Lipsia  1707-13-15*  3 parti  , in-}.  Il  Teatro 
universale  delle  macchine  e delle  scieme  meccaniche  (io  tedesco),  Lipsia,  1733- 
37 , 7 sol.  in-fol.  Il  primo  toluene  di  tale  opera  importante  contiene  la  descri- 
sioue  delle  macchine  che  servono  ad  aliare  o a trasportare  I pesi;  il  secondo  tratta 
della  statica  universale  , dell' equilibrio,  de'  pesi  e de’ contrappesi  , ec.;  il  terso 
dell’ idrostatici  ; il  qnarto  dell*  aerostatica  e degli  strumenti  ebe  servono  a cal- 
colare il  peto  dell'  aria  ; il  quinto  della  statica  universale  ; il  sesto  della  costru- 
aione  dei  ponti;  e finalmente,  il  settimo,  delle  macchine  aritmetiche  e degli  stru- 
menti di  geometria.  Duole  che  Leupotd  non  abbia  potuto  terminare  file  opera, 
alla  quale  tenne  aggiunto  un  supplemento  nel  17^).  Scheffler  si  fece  un  nuoto 
supplemento,  cui  pubblici)  nel  1741  con  un  indice  generai»  di  tutte  I’ opere,  e 
Giovanni  Matteo  B<*yer  pubblicò  a guisa  di  continQaiione  il  Teatro  dell'  archi- 
tettura dei  mulini  (in  tedesco),  Lipsia,  1735,  a voi.  in-fol.;  riprodotto  con  nuoto 
frontespizio  e Dresda  nel  17C7. 

LEVA.  (Afre.).  Verga  di  ferro,  di  legno  o di  qualunque  altra  materia  renitente, 
la  quale  serve  a sollevare  dei  pesi  {Tedi  Tat.  CLXI,  fig.  1),  ovvero,  più  gene 
Talmente , per  mezxo  della  quale  una  potenza  aiutata  da  un  punto  di  appoggio 
sostiene  ons  resisterne.  -ri  ... 

In  Statica  , si  considera , la  leva  come  nna  linea  retta  o curva  inflessibile,  e 
senza  alcuna  gravità  la  quale  determina  le  posizioni  della  potenze  , della  reai- 
’ftenxa  e del  putito  di  appnggin.  Nella  pratica,  ls  gravità  della  leva  fa  parte  delle 
forze  messe  in  azione,  come  in  seguilo  le  vedremo. 

Si  distinguono  tre  sorti  di  leve.  La  leva  dei  primo  genere  è quella  nella  quale 
il  punto  di  appoggio  C è situato  tra  la  potenza  P e la  reaislenza  R ( Tav.  CLXI, 
fig.  3).  La  leva  del  secondo  gtnereì  quella  nella  quale  la  resistenza  Ré  situala 
tre  il  punto  di  appoggio  e la  potenza  P ( Tisv.  CLXI,  fig.  3).  Finalmente  la  leva 
del  terzo  genere  é quella  nella  quale  la  potenza  P ai  trova  tre  il  punto  di  ap- 
poggio e la  resistenza  R.  ( Tav.  CLXI , fig.  4)-  Le  disianze  dal  ponto  d'appog- 
gio alle  estremità  della  leva  si  chiamano  i bracci  della  leva. 

Per  trovare  le  condizioni  dell'  equilibrio  nella  leva  , cominciamo  dal  considerare 
una  leva  retta  ( Tav.  CLXI,_^g.  5)'  AB,  situata  sopra  un  punto  di  appoggio  C, 
* alla  estremità  della  quale  sono  applicate  due  forze  P è Q le  quali  agiscono 
nelle  direzioni  paralrlle  AQ  , BP  , Queste  due  forze  saranno  evidentemente  in 
equiliirio,  se  la  loro  resultatilo  CR  passa  pel  punto  di  appoggio  e si  trova  di- 
strutta o,||a  resistenza  di  questo  punto;  ora,  la  resultante  di  due  forze  paralelle 
( Tedi  PaksLati*  e Resut-TAUTe),  teglia  la  retta  che  uuiace  i loro  punti  di  ap- 
lieetmne,  'n  parti  reciprocamente  proporzionali  a queste  forze;  cosi  , perché  vi 
sia  equilibrio,  «„  rctta  AB  dev’essere  divise  in  questo  modo  al  punto  C,  e si  ha 
la  proporzione  _ . „ r..  ,.  ,< 

P : Q : : AC  : CB , 

vale  a dire  che,  nel  caso  Ji  equilibrio,  la  potenza  e la  resistenza  sono  in  ra- 
gione inversa  dei  loro  brat-i  di  leva. 
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il  Torta  P e Q,  potendo  sempre  rappresentarsi  con  pesi,  il  carico  che  so- 
stiene il  punto  di  appoggio  è espresso  dalla  somma  P-t-Q,  quando  i pesi  agisco- 
no nel  medesimo  senso.  Questo  carico  è solamente  eguale  all'eccesso  del  più  gran 
peso  sul  più  piccolo,  quando  le  Terze  agiscono  in  senio  contrario,  come  nelle  lese 
del  secoudo  e del  terzo  genrre.  In  tulli  i casi,  H punto  di  appoggio  dev’essere 
capace  di  resistere  al  carico. 

Nella  Uva  curva  ( Tav . CLXt  ,Jig.  6),  la  condizione  di  equilibrio  consiste 
sempre  in  ciò  che  la  resultante  delle  Torse  che  gli  sono  applicate  passi  per  il  punto 
di  appoggio,  e sia  distrotta  dalla  resistenza  di  questo  punto.  Cosi  abbassando 
dal  punto  di  appoggio  C , le  perpendicolari  C f e C p sopra  le  direzioni  AQ  ed 
BP  delle  Torse,  direzioni  che  debbono  essere  in  un  medesimo  piano,  ai  avrà 

J ! P : Q !:  Of  : Cp.  ■ ■ ' ■ 

Dunque  nell’  equilibrio  di  una  leva  qualunque  , la  polenta  e la  resistenza 
sono  in  ragione  inversa  delle  perpendicolari  abbassale  dal  punto  d'appoggio 
sopra  le  loro  diretioni. 

Resulta  da  questa  proposizione  che  qualùnque  sia  U Torma  di  una  leva  possia- 
mo sempre  supporre  che  vi  ti  sia  sostituito  con  una  leva  piegala  a guisa  di  gomito 
qCp,  formata  dalle  perpendicolari  abbassale  dal  punto  di  appoggio  sopra  le  dire- 
zioni delle  Torse,  e considerare  i punii  q e p ove  quelle  perpendicolari  vengono 
a cadere  , come  i punti  di  applicazione  delle  Torte,  allora  i bracci  della  leva  sa- 
ranno essi  stessi  delle  perpendicolari,  e potremo  generalmente  dire  , che  le  due 
Torse  else  si  Tanno  equilibrio  sono  in  ragione  inversa  dei  loro  brarci  di  leva. 

Per  aver  riguardo  al  peso  della  lesa,  bisogna  considerarlo  come  una  Torta  S, 
applicata  al  centro  di  gravitò  G (Tav.  CLX1,  fi:.  5),  e allora  la  resultante  delle 
tre  Tqrze  paralelle  P,  Q,  S,  dovendo  passare  per  il  punto  di  appoggio  C,  »i  ha 
per  l'equaziooe  dell' equilibrio , 

Q X AC  = SxCG  -t-  P X CB  . . . . . (a). 


Il  carico  del  punto  df  appoggio  diventa  P-t-Q-v-S. 

Se’ci  si  proponeste  di  determinare  il  valóre  di  un  peso  P,  il  quale  essendo 
applicato  all' estremità  B del  maggior  braccio  della  leva  CB=o,  deve  Tare  equi- 
librio ad  un  altro  peso  Q,  applicalo  all’altro  braccio  AC  = £;  il  peso  della  leva, 
che  si  suppone  omogeneo  e per  lutto  della  stessa  grossezza,  essendo  S;  siccome 
il  ceulro  di  gravità  è allora  nel  mezzo  della  leva,  e che  eooseguenlemente 

| fi'  li  * a . 

CG  = AG — AC  ■=— .(a-f-i) — la.  • si  avrebbe,  in  virtù  dell'equazione  (a), 

4Qe=aP-t-— S, 

..  » * . - , * 


donde  si  ileduce 


' co>i  più  il  braccio  a sarà  grande  comparativamente  al  braccio  4,  e più  il  peso  S 
della  leva,  supposto  sempre  lo  stesso  , concorrerà  col  peso  P per  Tare  rquilibrio 
• al  pvso  Q.  K dunque  eszensiale  nelle  applicazioni  di  tener  conto  del  peso  della 
leva  ; se  supponiamo  per  esempio  , che  la  leva  sia  una  tbarra  di  Terrò  omogene  i 
di  un  peso  di  8 chilogrammi  e di  una  lunghezza' di  due  metri , che  il  suo  mag- 
gior braccio  sia  di  i5  decimetri,  il  suo  più  piccolo  di  5 decimetri,  e ché  zi  tratti 
di  fare  equilibrio  al  peso  Q di  \o  chilogammi  che  agisce  all'estremità  del  |sic- 
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colo  braccio,  avremo  <1=  i5  , i re  5,  Q=4o,  Ss*8,  e per  conseguenza,  metten- 
do questi  valori  nell'equazione  (4), 


5 |5—  5 a 

P=  _4o 3o  8 a io  + — , 


vale  a dire  che  on  peto  di  io  */j  chilogrammi  è (ufficiente,  in  quelle  condizioni, 
per  fare  equilibrio  a un  peto  di  40-  Se  non  li  folte  tenuto  conto  del  peto  della 

leva,  ai  sarebbe  avuto  Pc=  ^ 4°=  *3'/»  chilogrammi,  valore  troppo  grande. 


Soltanto  nel  Caio  in  cui  i peti  P e Q tono  grandinimi  rapporto  a quello  della 
leva  i premetto  di  trateurare  quest'  ultimo. 

Tutto  quello  che  abbiamo  detto  polendo  applicarti  senza  difficolti  alle  leve 
del  secondo  e del  terso  genere,  aggiungeremo  solamente  che  nella  leva  del  pri- 
mo genere,  la  potenza  può  essere  o maggiore  o minore  o eguale  alla  resiiteuza, 
che  nella  leva  del  secondo  genere  la  potenza  i sempre  minore  della  resistenza,  e 
che  finalmente  nella  leva  de]  terzo  genere  la  potenza  £ sempre  maggiore  della 
resistenza. 

LEVA  IDRAULICA.  ( Mec.)  Questa  macchina  , composta  io  generale  di  vasi  adat- 
tali all' estremili  di  una  o più  leve,  riceve  dal  motore  un  movimento  alterna- 
tivo rhe  gli  fa  versare  l’acqua  immediatamente  dopo  averla  attinta.  Se  ne  sono 
immaginate  un  grandissimo  numero  descritte  nell’ opera  del  PerroDet  e nel  trat- 
tato dei  Borgnis  sopra  le  macchine  idrauliche  La  più  semplice  è una  lunga 
cassa  in  Irguo  ( Tav.  CLXI,  fig.  7)  mobile  sopra  un  appoggio  O,  e che  un  uomo 
fa  oscillare  ; il  suo  prodotto  non  può  mai  essere  considerabile , e non  dobbiamo 
ricorrere  a simili  macchine  che  in  mancanza  di  qualunque  altro  mezzo. 

LEVANTE.  ( Astron .).  Questa  parola  esprime  la  stessa  cosa  che  Oriente  ed  Est. 
Fedi  Aassiczsaa. 

LEVARE  (Astron.).  S’  indica  con  questo  nome  la  prima  apparizione  di  un  astro 
al  di  sopra  dell'  orizzonte,  quando  esso  passa  dall'  emisfero  inferiore  all'  emisfero 
superiore  per  effetto  del  moto  diurno  apparente  della  volta  celeste. 

Siccome  l'orizzonte  sensibile  dipende  dall’elevazione  del  luogo  ove  uno  si  tro- 
va (Pedi  OaizzoMTs )-,  l'ora  del  levare  apparente  di  un  astro  varia  uon  sola- 
mente rapporto  ai  diveisi  punti  della  superficie  della  terra,  che  tutti  hanno  oriz- 
zonti differedli,  ma  ancora  in  ragione  dell'altezza  del  luogo  che  un  osservatore 
occupa  at  di  sopra  di  questa  superficie;  bisogna  dunque  aver  riguardo  a tutte 
queste  circostanze  se  si  vuol  calcolare  I'  ora  del  levare  apparente.  Si  dice  levare 
astronomico  quello  che  ha  luogo  all'orizzonte  razionale;  la  cognizione  di  que- 
st' ultimo  fa  trovare  facilmente  l'ora  del  levare  apparente. 

Per  calcolare  l'ora  del  levare  astronomico  di  un  astro,  per  un  luogo  di  cui  sia 
nota  la  latitudine,  basta  couoscere  la  declinazioue  di  quest' atlro.  Ma  siccome  la 
declinazione  dei  piaceli  varia  ad  ogni  istante,  a motivo  del  loro  movimento  pro- 
prio, e siccome  quella  ebe  hanno  nel  momento  del  loro  levarsi  non  può  esser  de- 
terminala che  per  mezzo  dell'  ora  del  levare  medesimo,  che  appunto  si  tratta  di 
trovare,  è necessario  dì  prendere  per  approssimazione  queste  declinazione  e di 
dedurne  l'ora  approssimala  del  levare:  con  quest’ ora  approssimata  si  calcola  uua 
declinazione  più  esalta  ebe  serve  finalmente  a^Tar  conoscere  l'ora  cercata  con 
un'  approssimazione  sufficiente  Un  esempio  chiaririi  meglio  questa  teoria. 

Sia  ACB  1’ orizzonte  razionale  del  luogo  (Tav.  XXII , fig.  io)  e C la  posi- 
zioue  dell'asilo  sull' orizzonte  : sia  inoltre  Z lo  zenit,  P il  polo  e CI*  l'arco 
del  circolo  di  declinazione  dell’ astro.  L'angolo  APC  savi  l’angolo  orario  del- 
l'astro , e la  sua  misura  presa  sull' equatore  è ciò  che  dicesi  l'arco  semidiuroo: 
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quest'  arco  ridotto  iu  tempo,  a ragione  di  i5u  per  ora,  eiprime  la  metà  della 
durata  che  «corre  tra  il  levare  e il  tramontare  dell'  aalro. 

Il  triangolo  PAC,  rettangolo  in  A dì  ( Vedi  Tai&oaoueraia  ) 


coi  APC  = 


tang  AP 
laugPC 


Ma  l'arco  APa  i8o®  -^-PB,  e PB  è la  latitudine  del  luogo;  l'C  è il  compie* 
mento  della  declinazione  dell’altro;  coti,  iudic«udu  con  X la  lai itudioc,  con  } la 
deci  inazione , e cou  h I'  arco  teiuidiuruo,  ai  ha 


langi8o® — À) 

cu»  ri  = : 

laug  ( 90®  — o ) 


ora,  tang(i8o° — *)=  — tang  ) , e tang(go® — d)acot  '-3=  j — 1 , damiti 

tang  o ^ 

itituendo  ai  trova  finalmente 


— co*  Adang  > tang  *,  * > ' ' 

ossia 

cos(iBo® — h)  = tang) tang  i (a), 

a motivo  di  — co»  A = cos(  i8o°  — A ) 

'Supponiamo  che  »i  traiti  di  calcolare  l’ora  del  levare  del  «>dc  a Parigi  il  s® 
Luglio  i836.  Nella  Cvnnuissimce  des  tempi  del  t»36  <i  trova  che  la  declina- 
ìione  del  aole  a mezzogiorno  è di 


a3®  to'  54'’, 8 il  3o  Giugno 
a3  7 o,o  il  i*  Luglio 


| Differenza  3'  54"  ,8 


La  variazione  nel  corso  di  24  ore  essendo  sotlralliva,  se  ne  aggiungerà  il  quarto 
58'', 7 alla  declinazione  del  priran  Luglio  a mezzogiorno,  e si  avrà  cosi  la  decli- 
nazione delle  ore  6 della  manina,  declioazioue  che  non  può  differire  da  quella 
del  roomeuto  del  levare  che  di  una  piccolissima  quantità  La  latitudine  di  Pari- 
gi all'Osservatorio  essendo  di  4®°  So’  i3",  si  avrà 


Ò = a3°7'  58'', 7 
>1=348  5o  :3 

Ponendo  questi  valori  nella  formula  (a)  ed  operando  coi  logaritmi,  >i  ottiene 


log  tang  5=  g,G3n648o 
log  tang /=  0,0383418 

log  co»  ( 1 8o°  — A)  = 9, 6889898 


donde  180®— A=Go®  44'  55",  e Aavug®  i5'  5". 

Kiducendo  ad  ore  questo  valore  dell* arco  temidiurno , esso  diviene 

A =7ot  5/  o",3. 

Il  «ole  dunque  impiegherà  una  durata  di  tempo  eguale  a 7°'  57'  o",3  per  pas- 
sare dall’orizzonte  al  meridiano;  perciò,  siccome  quando  il  sole  si  trova  sul  me- 
ridiano è mezzogiorno,  sarà  1 a0' — A,  o 4'"  2'  59",7  nell’’ istante  del  levare. 

Coo  questo  primo  valore  approssimativo  si  può  calcolare  più  esattamente  la 
declinazione,  ed  ottenere  quindi  I’  ora  della  levata  del  sole  in  un  mudo  più  pre- 
ciso. Cosi,  dopo  aver  trovalo  per  mezzo  della  proporzione 

24°'  : 3'  54" ,8  ::  7'"  57'  o",3  : * = / 17", 8 
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<te  la  variazione  ili  Jclifiazione  è alle  70'  5?  o",S  di  i'  t 7" ,8,  li  olitene,  lom- 
mauJo  questa  quantità  colla  declinazione  del  mezzogiorno  «I  i°  Luglio, 

5=5  23“  8»  t7",8,  . . 


per  la  declinazione  deli'  istante  del  levare.  Ricominciando  quindi  i calcoli  con 
questo  nuovo  valore  si  trova 

• , log  tang  ì =5  9,6309592  . 

• - ....  log  lang  X =o,or>834i8  • . 

logcos  (180° — A)  c=  9.6891010 

Donde  18., /i  = 6o*  4y  a6",  e A=a  119°  i5'  34",  il  che  dà  in  tempo 
5 = 7'"  67'  ; cosi  l'ora  della  levata  del  sole  4 4"'  ^ 58". 

Quest'  ora  è I'  ora  solare  vera  : essa  si  riduce  , se  si  vuole  , in  tempo  medio 
per  meato  dell'  «yanasene  del  tempo . Vedi  Locazione  Hat,  Tauro. 

Quando  si  tratta  della  luna  o dei  pianeti,  nella  equazione  (a)  si  fa  uso  egual- 
mente della  declinazione  dell'astro  nell' istante  approssimato-  del  suo  levare  ehe( 
ss  trova  calcolando  primieramente  I'  ora  del  passaggio  pel  meridiano  ( f'edi  Pas- 
sa ceto  ) e sottraendone  6 ore,  lunghezza  media  dell'arco  semidiurno.  I>  cal- 
coli fanno  conoscere  una  prima  approssimazione  di  quest'arco  semidiurno,  e per 
conseguenza  l'ora  del  levare,  sottraendo  l'arco  semidiurno  dall'ora  del  passag- 
gio pel  meridiano.  Per  mezzo  di  questo  primo  valore  dell’ora  del  levare,  si,«l- 
cola  più  esattamente  la  declinazione,  e ricominciando  tutta  l'operazione  li  ot- 
tiene l’ora  vera  del  levare  dell' astro  con  un'esattezza  sufficiente. 

L'  ore  del  levare  e del  tramontare  degli  astri  che  si  tede  nella  Connaissahce 
des  tempi  è quella  del  levare  e del  tramontare  astronomico  apparente  , vale  a 
dire  del  momento  in  mi  gli  astri  rompariscono  sull'  orizzonte  razionate;  questo 
momento  differisce  sempre  da  quello  in  cui  gli  astri  sono  realmente  sull'oriz- 
zonte, a motivo  delta  parallasse  e della  refrazione  1 cui  effetti  opposti  diminui- 
scono per  una  parte  ed  aumentino  per  l’altra  l’altezza  degli  astriv  cosi  , per 
esempio  , quando  sembra  che  il  cole  si  levi  , esso  si  trovo  circa  34'  sotto  l'oriz- 
zonte, e la  lana  invece  è ar’  al  di  sopra.  Per  porre  in  calcolo  tali  circostanze, 
zupponiamo  che  nell'  izlante  in  coi  l' altro  apparisce  suU'Orizzonle  razionale,  esso 
sia  realmente  in  D ( Tav.  XXII,  Jig.  lo);  1'  arco  CD  che  indicheremo  con  a es- 
sendo eguale  alla  differenza  degli  effetti  della  parallazze  e della  refrazione,  aven- 
dosi cioè 

svs=  refnraioue  orizzontale  — parallasse  orizzontale, 

I’  angolo  orario  che  si  dovrà  calcolare  sarà  realmente  ZPD  e non  ZPC.  Ora  nel 
triangolo  DZP  si  conoscono,!  tre  lati,  cioè 

ZDc='ZC-t-  CD=9o°-+-sr; 

PD,  che  è il  complemento  della  decimazione  dell'astro,  ossia  90° — J;  e ZP,  che 
è il  complemento  della  latitudine  del  laogo,  cioè  90“-—  1.  Si  avrà  dunque  pel 
valore  dell'  angolo  orario  h 1’  espressione 


n*  {h-. 


Zen  u cos(  u — v) 


(4), 


COSO  cos  A • 

ove  ft  è un  angolo  ausiliario  determinalo  dalla  relaziona 

- * * . 

2<  =V-+-7r  -t-90"  — 5. 

Applichiamo  quota  formula  all'esempio  superiore.  Primieramente  si  ha  perla 
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refrazione  orizzontale  33'  45",  Per  I11  parallasse  orizzontale  del  «ole  8''  , e per 
conseguenza  *=*33'  45"— 8"  = 33f  31}"  : e perchè  <i  sa  di  più  che  I*  declina- 
lione  del  «ole  è presto  a poco  di  a3°  8'  i8"  , cosi  si  troverà  p = 58°  7'  4 6"  • 
quindi  p— jr  = 57°  34'  9",  ed  eseguendo  i calcoli  li  avrà 

logsen  9.9290331 
logcos  ( 1/ ir  ) = 9,7293925 
compì  lug  eoa  ò es  o,o364ao5 
compì  log  cos  a = 0,1816393 

Sommarsi  19,8764844 

Semisomma  =s  9,9382422  as  log  sen  j h , * 

donde  Ar=  120°  19'  34  , calore  che  ridotto  in  tempo  di  8°'  1'  18".  Sottraendo 
questo  calore  da  12  ore,  si  ha  3°*  58'  42"  per  I’  ora  vera  del  levare  del  sole  il 

primo  Luglio  i836.  L'  equazione  del  tempo  in  tale  epoca  essendo  di  -+-  3'  18", 

T ora  del  levare  in  tempo  medio  è 4°*  L’esattezza  in  questa  specie  di  cal- 
coli non  si  spinge  più  oltre  dei  minuti,  a motivo  dell'  incertezza  dei  valore  della 
retrazione  orizzontale,  e perchè  la  cognizione  dell*  ora  del  levare  degli  altri  non 
serve  che  a far  sapere  se  un  astro  è al  di  sopra  deil'  orizzonte  nel  momento  di 
un  fenomeno  di  occultazione  o di  ecclisse. 

Le  formule  (a)  e (A)  possono  servire  egualmente  a trovare  l'ora  del  tramonto, 
perchè  quest'ora  è eguale  alla  somma  dell’  arco  semidiuruo  e dell'  ora  del  pas- 
saggio pel  meridiano, 

I.EVAHE  DI  PIANTA  (Geom.  prat  ).  È quella  parte  dell'  agrimensura  ( fedi' 
Acameas ras ) rhe  ha  per  oggetto  di  rappresentare  in  piccolo,  sulla  carta  , la  fi- 
gura e le  proporzioni  di  un  terreno.  , 

Per  levare  una  pianta, si  richiedono  due  serie  distinte  di  operazioni:  le  noe  si 

eseguiscono  sul  terreno , le  altre  sulla  caria.  Le  prime  hauno  per  oggetto  di  mi- 

surare le  distanze  dei  diversi  pnnti  scelti  sul  terreno  egualmente  che  le  relazioni 
angolari  tra  le  linee  rette  che  uniscano  questi  punti,  per  potere  dividere  il  ter- 
reno in  una  serie  di  triangoli.  Nelle  seconde.si  tratta  di  costruire  in  piccolo 
sulla  carta  una  figura  simile,  vale  a dire  una  sèrie  di  triangoli  i cui  angoli  siano 
eguali  respetti vamenle  agli  angoli  dei  triangoli  sul  terreno  , e ì cui  Iati  siano 
proporzionali  ai  loro  lati.  I vertici  degli  angoli  riferendosi  generalmente  ai  punti 
principali  del  terreno,  questi  punti  si  trovano  pure  fissati  sulla  carta,  e per  avere 
una  rappresentazione  fedele  del  tratto  di  paese  misurato  basta  disegnare  gli  og- 
getti facendo  uso  di  tratti  più  o meno  vivi  , di  colora  e di  altri  segni  conven- 
zionali capaci  di  dare  a ciascun  particolare  il  suo  carattere  distintivo. 

Facendo  astrazione  da  ciò  che  appartiene  all'  arte  del  disegno , P arte  di  levar 
di  pianta,  ridotta  al  suo  elemento  primitivo,  non  è che  la  costruzione,  sulla  car- 
ta , di  un  triangolo  simile  ad  un  triangolo  dato  , operazione  che  non  presenta 
difficolti  nessuna. 

Per  rappresentare  immediatamente  salta  carta  tutte  le  particolarità  di  un  ter- 
reno , può  farsi  uso  di  uno  strumento  chiamato  tavoletta,  che  rende  inutile  la 
misura  degli  angoli,  e che  sotto  questo  rapportò  presenta  grandi  vantaggi  quando 
si  tratta  di  un  terreno  di  piccola  estensione  : quando  però  tale  estensione  è molto 
grande  si  rende  indispensabile  di  eseguire  separatamente  le  due  distinte  serie  di 
operazioni  accennale  di  sopra  ; e poiché  la  formazione  dei  triangoli  dei  quali  oc- 
corre coprire  il  terreno  può  presentare  varie  difficoltà  , cosi  noi  soderemo  espo- 
ni*. di  Mal.  Fot.  Fr.  43 
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nendole  io  una  serie  ili  problemi  annettendovi  le  soluzioni  più  semplici  che  si 
conoscano. 

i.  PmoiLEaa  I.  Determinare  la  distorna  di  due  punti  C e D ( Tar.  CLXX , 
fig.  i ),  dai  quali  si  possono  scorgere  due  altri  punti  A e B,  la  distoma  dei 
quali  sia  nota. 

Dopo  avere  osservato  oel  punto  C gli  aDgoli  ACB  e BCD,  e nel  punto  D gli 
angoli  CDA  e ADB,  ti  attribuirà  alla  linea  incognita  CD  una  grandezza  arbitra- 
ria, e con  questi  dati  ai  calcolerà  la  grandezza  di  AB,  come  se  ai  trillasse  di  tro- 
vare questa  linea  per  mezzo  della  linea  CD.  Il  resultato  differirà  necessariamente 
dalla  vera  grandezza  di  AB;  ma  tra  questo  resultato  e questa  grandezza  vi  sarà 

10  stesso  rapporto  che  tra  la  grandezza  attribuita  a CD  e la  tua  grandezza  rea- 
le : talché  non  occorrerà  più  eh»  di  fare  una  regola  del  tre  per  avere  quest’  ul- 
tima. 

Supponiamo,  per  esempio,  che  gli  angoli  osservati  nei  ponti  C e D con  un 
grafometro  o con  qualunque  altro  strumento  siano: 

ACB=.57°,  CDA  =*55°,  . 

BCD  = 43%  ADB  = 6o®, 

e che  a CD  ai  attribuisca  nna  grandezza  arbitraria  di  1000  metri. 

Le  operazioni  da  eseguirti  per  ottenere  il  valore  di  AB  corrispondente  all’ipo- 
tesi di  CD  = 1000  tono  le  seguenti. 

Nel  triangolo  ACD  , nel  quale  si  conosce  il  lato  CDssrooo  e i due  angoli 
adiacenti  ACD  = ACB -+-  BCD  = ioo°  e CDAc=55®,  il  terzo  angolo  CAD  essen- 
do eguale  a 180® — ioo° — 55°=a5°,  ti  calcolerà  il  lato  AD  per  mezzo  della  pro- 
porzione 

ten  25°  : ten  100*  : 1 1000  : AD. 

Nel  triangolo  CDB,  nel  quale  si  conosce  il  lato  CDa  1000  e gli  angoli 
BCDs=43®,  CDB  =2  CDA  -+-  ADB=  1 15°,  CBD=  r8o°—  u5°— 43°=22°,  ti  cal- 
colerà il  lato  BD  per  mezzo  della  proporzione 

sen  aa°  : ten  43°  ::  1000:  BD. 

Ciò  fatto  , nel  triangolo  DAB  ti  conosceranno  i due  tati  AD  , BD  e 1'  angolo 
compreso  ADB  = 6o°,  e si  potrà  calcolare  il  lato  AB  mediante  la  formula 

AB»  ^AO‘+  DB*  — 2ADxDBcos6o°  J ....  (r), 

ovvero  si  comiocerà  dal  determinare  gli  angoli  DAB,  DBA,  e quindi  si  calcolerà 

11  lato  AB  per  mezzo  di  alcuna  delle  due  proporzioni 

sen  DAB  : ten  60°  ::  DB  : AB  1 

sen  DBA  : ten6o°  t:  AD  : AB  f 

Ecco  i calcoli  relativi  alla  determinazione  dei  lati  AD  e BD  : 

,0S  1000  t=a  3, 0000000 
logten  100°  sm  g,gg335i5 

1 »,  9f)335 1 5 
, log  tea  25°  =s  <j,6a5r)483 

log  AD  E5  3,  3674032 
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Donile  si  ottiene  AD  = a33o"\254. 

log  lOOO  SS  3,  OOOOOOO 

log  560*43°  sa  9,8337833 

. — 1 

=s  li, 8337833 
log  sen  aa°  5=  9,  5735754 

log  BD  = 3,3602079 
Donde  si  ha  BDa  1820"*,  572. 

I logaritmi  di  AD  e di  BD  essendo  dati  dalle  operai  ioni  precedenti,  il  valore 
di  AB  si  ottiene  direttamente  dalla  formula  (i)  colla  stessa  prontezza  che  per 
mezzo  delle  proporzioni  (a),  dopo  avere  preventivamente  calcolato  uno  degli  an- 
goli DAB  o DBA.  Moltiplicando  ognuno  di  questi  logaritmi  per  a , essi  diven- 
gono respetti vamente  6,7348064,  6,5ao4i58,  i coi  numeri  corrispondenti  sono 


AD*  =;  543oo8a,  5,  BD*  = 33i4483,a 

Quanto  al  terzo  termine  che  si  trova  sotto  il  radicale,  esso  si  ottiene  nel  modo 
seguente 


log  3 = o,3oio3oo 
log  AD  s 3,3674o3a 
log  BD  = 3,2602079 
log  cos  60°  ss  9, 6989700 


somma  =b  16,63761 1 1 

togliendo  so  dalla  caratteristica,  a motivo  del  raggio  delle  tavole,  ai  ha 
log  (aAD.BD.cos6o°)  = 6,62761 11 , 

donde 

aAD.BD.cos  60°  es  4242395,1. 

Sostituendo  questi  valori  nella  formula  (1),  si  trova 

AB=a-y  [ 5430082,5 -t- 33i4483,a — 4242395,1  ] = V [45°2<7o,6]  =aiar,83a 

Cosi,  qualunque  siano  le  grandezze  reali  di  AB  e di  CD  , il  loro  rapporto  8 
ora  noto  perchè  si  ha  evidentemente 

AB  : CD  : : asai,83a  r 1000  , 

donde 

„„  1000  X AB 

CD  ss— — — — , 

2121,832 


espressione  nella  quale  non  ai  deve  fare  altro  che  sostituire  il  valore  reale  di 
AB  per  ottenere  il  valore  reale  di  CD.  Se , per  esempio,  la  grandezza  data  di 
AB  fosse  di  aBaS™ , si  troverebbe  CD=ia37m,i4. 

a.  Se  si  trattasse  di  misurare  la  distanza  tra  due  ponti  inaccessibili  A o B,  in- 
visibili dalle  due  estremità  di  una  base  nota  Ct>,  dovrebbero  eseguirsi  le  atesse 
operazioni,  fuori  che  l' altima;  perchè  allora  la  grandezza  reale  di  AB  entre- 
rebbe nei  calcoli,  e il  resultato  finale  sarebbe  la  grandezza  cercala  di  AB. 

3.  Prendendo  l’ angolo  ACD  eguale  alla  somma  degli  angoli  ACB , BCD  , ab- 
biamo supposto  che  questi  ultimi  fossero  in  uno  stesso  piano.  Quando  questa 
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circostanza  non  ha  luogo,  bisogna  misurare  direttamente  l'angolo  ACD;  la  alè«» 
avvertenza  ai  applica  all'  angolo  CDK. 

4.  La  formula  (1),  che  aecve  a determinare  il  lato  di  un  triangolo  , del  quale 
ai  roooacono  gli  altri  due  lati  e 1’  angolo  «fompreio , viene  raramente  adope- 
rata perchè  ai  preila  diflicilmAite  al  calcolo  logaritmico.  Riesce  più  aemplice  il 
calcolare  preventivamente  gli  angoli  adiacenti  al  lato  cercato,  per  meno  dell' e- 
guagliania  che  paiate  tra  il  rapporto  della  somma  colla  differenza  dei  lati  noti, 
e il  rapporto  della  tangente  della  semisomma  colla  tangente  della  aemidifferenxa 
di  detti  angoli  adiacenti  ( Vei ìi  Teicosovetim ).  Bel  queaito  precedente,  nel 
quale  avevamo  i dati 

ADs=a33o,a54  , BD=  1830, 573 , angolo  ADB  s=6o®  , 
avrebbeii  avuto 

AD  ■+-  BD  as  4 1 5o,826  , AD  — • BD  ss  5og,G8a , 

Semi-somma  degli  angoli  iocogniti  = — (1800  — 6o°  ) = Go*. 

Rappresentando  con  9 la  semidiflereuia  di  questi  stessi  angoli , la  proporzione 
4150,836:  5og,  68a  ::  Ung  Go°  : ; tango 

darebbe 

log  509, é8a  ss  8,7073993 
log  tang  Go°=  10,  a385tio6 

ia,g458599 
log  4i5o,8a6  ma  3,6i8i345 

log  tang  J=  9,3377354 

donde  ai  trae 

5 = 13*  o'  34". 

Quest»  aemidifferenia  degli  angoli  cercati,  sottratta  dalla  loro  semi  som  ma  fio*, 
fa  conoscere  il  minore  di  questi  aogoli  BAD  = 47*  5q'  36",  per  meno  del  quale 
ai  può  stabilire  la  proporzione 

sen4?0  59'  36"  : sen  6o*  ::  1830,573  : AB  , 

che  dà 

log  1830,573  c=  3,3602079 
log  sen  6o°  c=  9,9375306 

. 13,1977385 
log  sen  47°  59'  36"  sa  9,8710379 

log  AB  ss  3,3267106 

Donde  ai  ha,  come  ai  era  egualmente  trovato  di  sopra , 

ABs=uiai,83. 

5.  P noi  esiti  II.  Determinare  la  posiùone  di  nn  punto  dal  quale  si  seor  fo- 
no i Ire  vertici  di  un  triangolo  noto.  * 

Possono  darai  tre  casi  : il  punto  da  fissarsi  può  essere  o nell’  interno  del  ttian- 
golo,  o al  di  fuori,  0 salta  direzione  di  uno  dei  lati. 
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Primo  calo.  Sia  ABC  il  triangolo  (Tav.  CLXX,  fig.  a)  Jcl  quale  indicheremo 
come  appresso  gli  angoli  e i lati  noti 

BC  = a , ACorl,  ABsjc, 

BAC  = A,  ABC  es  B,  ACB=C. 


Essendo  M il  ponto  da  determinarsi , tutte  le  operai  ioni  da  farsi  suf  terreno 
si  riducono  alla  misura  degli  angoli  CMBcsa,  AMCcsjS,  AMB=y  , col  soc- 
corso dei  quali  si  tratta  di  calcolare  la  grandezza  di  due  qualunque  dei  tre  raggi 
visuali  MA,  MB,  MC;  poiché  due  di  questi  raggi  determinano  compiutamente  la 
posizione  del  punto  M nei  piano  del  triangolo  ABC. 

Immaginiamo  un  circolo  che  passi  pel  ponto  M e pei  due  vertici  A,  C,  con- 
duciamo per  B ed  M una  retta  che  prolungala  incontri  il  circolo  in  E,  e tiria- 
mo AE  e CE. 

Nel  triangolo  AEC , si  conoscerà  il  lato  AC=&,  l'angolo  ACE  eguale  al- 
l'angolo AME,  supplemento  dell'angolo  osservato  AMB  = y,  e l'angolo  CAE 
eguale  all'angolo  CME,  supplemento  dell’angolo  osservato  CMBxcz;  il  terso 
angolo  AEC  sarà  per  conseguenza  eguale  a 

i8o*  — (i8o°  — y) — ( i8o°— ct)=a-t-y — r8o*  , 


e potrà  calcolarsi  il  lato  AE  per  mezzo  della  proporzione 
AC  : AE  sen  AEC  : sen  ACE, 


ovvero 

donde  si  trae 


b : AE  : : sen  ( a -+-y  — s8o°)  : sen  ( i8o°  — » ) , 


A E s=  *,en(  »8o°  — >) 
sen(a-t-y — »8o“) 

Determinato  in  tal  guisa  il  lato  AE,  si  conosceranno  nel  triangolo  EAB  i due 
lati  AE,  AB  esc  e l’angolo  compreso  BAE  eguale  alla  somma  dei  due  angoli 
BAC— A,  CAE=i8o° — • «.  Noi  potremo  dunque  calcolare  I*  angolo  ABE,  e »!- 
lora  i tre  angoli  del  triangolo  ABM  saranno  noti  e i due  raggi  visuali  MA,  MB 
saranno  dati  dalle  proporzioni 

sen  f : sen  ABM  : : c : AM, 
sen  7 : sen  BAM  ::  c : BM. 

Applichiamo  queste  regole  ai  dati 

, a=aBCe=taooom  , A = q3°  55'  55',6 

6=a AC=  86oo  , B=o45  38  39  ,4 

c=5AB=)  7800  , C=a4o  a5  35  ,o 

e supponiamo  che  gli  angoli  osservati  nel  ponto  M siano 

smCMBm  1 15°  a5'  3o" 
j3=s  AMCs=  1 1 3 59  5 

-f=AMB=ri3o  35  a5  ■" 

si  arrà 

• *u°  — y b=  1800  — i3o°  3V  a5"  = 49°  a4'  3y' , 

«-t-y  — s8o‘,saa46°  o’  55"— i8o0=,Gtì'>  o'  55". 
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Sostituendo  questi  » iloti  nella  espressione  Ji  AE,  essa  diserri 

8600 sen (49°  14*  35" ) 

“ sen (66°  o’  55") 

Donde,  eseguendo  i calcoli, 

log  8600  ea  3,9344988 
log  seo  (49°  »4*  35")  =3  9,8804601 

• 1 3,8  i49566 

log  sen  (66n  o'  55")  a 9,9607817 

log  AE  a 3, 854 1 769 
AE  ss  7147*, 87. 

Per  ssere  l'angolo  ABE,  i dati  saranno 

. AE-hAB  = 7i47, 87 -4*7800  = 14947,87 
AB  — AE  = 7800  —7147,87=  65a,i3 
e ili  più,  a motivo  dell’  angolo  BAE  = A-hi8o0 — a=i58°  3o'  a5",6, 

j (ABE-4-AEB)=sio°  44'  4/', a. 

Rappresentando  con  5 la  semidiflerema  di  questi  stessi  angoli  ABE,  AEB,  ai 
calcolerà  4 per  meno  della  propormene 

i4947,87  = 65a,r3  : : tang(io°  44'  47",»)  : Hog  5 

log65a,i3=  2,8(4334» 
log  tang  (io  44'  47", 2)=  9,2782771 

13,0926113 
log  '4947,87  «=  4- '745793 

log  tango  c=  7,9180320 

donde  si  ottiene 

5 = 0°  28'  27",8 

Sottraendo  questa  semidiSerenta  dalla  semisomma  lo°  44f  47',»*i  •*  ollerr\  il 
minore  dei  due  angoli , cioè  ABEsc  io°  s6'  »9",4  , ohe  è opposto  al  lato  mi- 
nore AE. 

Ora,  per  calcolare  i raggi  visuali  MA,  MB,  si  ba  nel  triangolo  AMB 

AB cs 7800 , ABM  =e  io°  16'  i9'',4,  AMB  = 7=si3o°  35'  a5". 

Il  terno  angolo  BAM  dedotto  dagli  altri  d ne  è 39°  8'  i5",6.  Questi  valori  danno 

sen  (i3o°  35'  a5")  1 sen  to°  t6'  19", 4 ::  7800  : AM 

sen(i3o°  35'  a5r' ) : sen  89°  8'  i5",6  ::  7800  : MB. 

Ecco  i calcoli , nei  quali  deve  aversi  presente  che  il  seno  dell’  angolo  ottuso 
i3o°  35'  25"  è eguale  al  seno  del  suo  supplemento  49°  a4'  35". 
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log  7800  za  3, 8920946 
log  «en  (io°  16'  .9"  ,4).=  9,25.2057 

>3,i433oo3 

log  sen  ( 49°  24'  35")  =3  9,8804601 

log  AM  sa  3, 2628402 
AM  = 1 83.  ",64 
log  7800  ea  3, 8920946 
log  sen  (39°  8’  i5",6)  sa  9,800.573 

.3,69225.9 

log  icn  (49  24'  35"  ) = 9,8804601 
log  MB  sa  3,8.179.8 
MB  s=  6483m,a4 

Secondo  cato.  Il  paoto  M ti  trota  al  di  fuori  del  triangolo  oolo  ABC  ( Tav 
CLXX,  fig.  3 ). 

Immaginiamo  anco  iu  quello  calo  il  circolo  AECM  , la  retta  BM  che  uniace  i 
ponti  M e B tagliando  il  circolo  in  E,  e le  rette  AE  e CE.  Gli  angoli  oi.errati 
saranno  AMB,  BMC,  AMC,  e ai  avrà  A MB  = ACE,  BMCcsEAC,  talmentechà  nel 
triangolo  ABC  etaendo  noti  i tre  angoli  e il  lato  AC,  ai  potrà  calcolare  AE. 

Nel  triangoli!  ABE  , ai  calcolerà  l'angolo  ABE  per  meato  dei  due  lati  noti 
AE,  AB  e dell’angolo  compreso  BAE  = BAC — EAC. 

Finalmente  , conoscendo  in  tal  modo  i tre  angoli  del  triangolo  BAM  , ai  po- 
tranno calcolare  i due  lati  AM  e BM,  che  tono  i raggi  visuali  cercati.  I calcoli 
estendo  gli  stesti  di  quelli  dei  caso  precedente,  noi  ci  limitiamo  ad  accennarli. 

Terno  cato.  Il  ponto  M 4 situato  sulla  direttone  di  uno  dei  lati  del  triangolo 
noto  (Tao.  CLXX,  fig.  4). 

Se  il  punto  M 4 tra  i due  punti  A e C,  si  hanno  immediatamente  i due 
raggi  AM  e BM,  perch4  nel  triangolo  ABM  si  conoscono  i due  angoli  BAC,  AMB 
e il  lato  AB. 

Se  il  punto  M 4 semplicemente  nella  direzione  di  AC  , nel  triangolo  ABM  si 
conoscono  parimente  gli  angoli  BAC,  AMB  e il  lato  AB;  donde  ai  può  calcolare 
AM  e BM. 

6.  Questo  problema,  che  ti  presenta  spesso  nella  costruzione  delle  carte  può 
risolversi  con  facilità  con  un’  operazione  grafica  insegnata  alla  pag.  279  del  tom. 
II  di  questo  Dizionario. 

7.  Pzoilesia  II.  Dalla  estremità  A di  una  retta  data  AB  non  potendosi 
prendere , per  mancanza  di  oggetti  di  mira,  che  P angolo  XAB  , e il  punto  X 
estendo  invisibile  da  B,  formare  il  triangolo  ABX  per  mezzo  di  altri  punti 
noti  D ed  F , dai  quali  possono  vedersi  gli  oggetti  X e B (Tav.  CLXX, 
fig.  5). 

Quantunque  da  B non  possa  vedersi  l'oggetto  X,  il  solo  che  sia  stato  osser- 
vato da  A , pure  se  da  esso  possano  vedersene  altri  si  può  sempre  andare  avanti 
nella  speranza  che  da  alcuno  degli  oggetti  veduti  da  B sia  possibile  di  vedere  X. 
Lasciando  dunque  indeterminato  il  triangolo  ABX,  si  ricorrerà  per  esempio  a D 
e ad  F , donde  si  osserverà  B ed  X levando  gli  angoli  dei  due  triangoli  BDF, 
La  difficolta  è allora  ridotU  a calcolare  questi  triangoli  e a oollegarli  con 

A e B. 
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Supponiamo  che  il  problema  aia  sciolto  , rate  a dire  che  siano  determinali  i 
cinque  punti  A,B,D,X,F.  Se  dal  ponto  C,  interaeiione  delle  rette  AX  e.BD. 
si  conduce  CG  parallela  a XF  , e dal  punto  G la  retta  GH  parallela  a D V , si 
determineranno  sui  lati  BX  e BD  due  punti  1 ed  H tali  che  la  retta  IH  sarà 
parallela  a DX.  Infatti,  per  le  parallele  GH  e DF  si  arra 

BG  : BF  BH  : BD, 
e in  forta  delle  parallele  CG  e XF, 

BG  : BF  ::  BI  : BX, 

donde 

BH  : BD  ::  BI  : BX  , 

donde  si  conclude  che  HI  A parsici!»  a DX. 

Cosi,  indipendentemente  dalla  linea  RX,  il  punto  I può  esser  determinato  so- 
pra CG,  conducendo  per  H la  retta  HI  parallela  a DX;  e siccome  questo  punto 
si  trova  sopra  BX , esso  dì  la  soluzione  del  problema  come  passeremo  adesso  a 
far  vedere. 

Nel  triangolo  ABC,  il  lato  AB  e i due  angoli  noti  CAB,  ABC  danno  l'angolo 
supplemcntario  ACB  e il  lato  CB. 

Nel  triangolo  CBG,  del  quale  abbiamo  trovato  il  lato  CB,  si  h aauo  gli  angoli 
CBG  e CGB  che  è eguale  all’angolo  osservato  XFB;  si  possono  dunque  calcolare 
i lati  CG  e BG. 

Nel  triangolo  BGH,  si.  conoscono  i due  angoli  HBG  e BGH=BFD  a il  lato 
BG,  donde  si  possono  calcolare  i lati  BH  e GH. 

Nel  triangolo  GHI , nel  quale  ri  conoscono  i due  angoli  lHGsaXDF  e 
IGH=  BGH  — BGC=BFD—  BFX  ed  il  lato  GH  , ai  calcolerà  il  lato  HI. 

Finalmente  nel  triangolo  URI,  in  cui  ai  conoace  l' angolo  BHI  = BDX  e i lati 
che  lo  comprendono  BH  e HI,  si  avrà  1'  angolo  cercalo  HBI  o HBX  che  deter- 
mina il  triangolo  ABX.  * , 

in  seguilo  si  potrauuo' calcolare  tutte  le  altre  parti  dei  triangoli  ABX,  DBF, 
XBF,  XFD,  che  determinano  le  relazioni  dei  cinque  punti  A,  B,  X,  D,  F. 

8.  Paoni. essa  IV.  Conoscendo  te  due  parti  AB  e CD  di  una  linea  retta  che 
attraversa  una  palude  o qualunque  altro  luogo  che  non  possa  misurarsi  colla 
pertica  o colla  catena  , trovare  la  parte  compresa  BC  , per  messo  degli  an- 
goli a , /5  , osservati  da  nn  punto  E , donde  si  scòrgono  le  tre  parti  AB  , 
BC  e CD  delta  linea  retta  ( Tav.  CLXX,  lìg.  6) 

Indichiamo  le  grandesse  note  AB  con  a,  CD  eoo  A,  e la  lunghetta  cercata 
BC  con  x.  Rappresentiamo  inoltre  con  q P angolo  ABE  e con  p F angolo  BCE. 
Questi  due  eogoli  non  sono  dati  nel  problema,  ma  siccome  y è esterno  rapporto 
al  triangolo  BCE  ai  ha  ?»tp-*-jS,  donde  p — q — qS,  eguagliatila  che  aeree  ad 
eliminarli  dopo  averne  fatto  uso  per  trovare  la  relazione  che  unisce  i dati  col- 
l'  incognita  del  problema. 

Nel  triangolo  ABE  , abbiamo 

<1  : AE  : : sen  x : seo  q ; 

e nel  triangolo  AEG  ' 

A AE  : ( a x ) : : sea  p : sen  ( a -t-  ,3  ). 

Moltiplicando  queste  due  proporzioni  termine  a termine,  sopprimendo  il  fatlor 
comune  AE,  e ponendo  y — jì  in  luogo  di  p,  si  ottiene 

a ; (a+r)  : : seti  a sen  (y  — (S  ) : seo  ? sen  ( a -t-  ,S) . . . (i). 
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Nella  (te>sa  guisa,  considerando  i triangoli  EDO,  EDB , ed  osservando  che  gli 
angoli  ECD  ed  EBC  , supplementi  degli  angoli  \ e p,  hanno  gli  slessi  seni  ili 
questi  ultimi,  si  otterrà 

6 : (i-Kr)  : : ■»  7 sen  7 : sen ( p — /5  ) sen  ( ,S-+-7  ) (a). 

Moltiplicando  termine  a termine  le  proporzioni  (1)  e (a)  e dividendo  poscia 
il  secondo  rapporto  pel  {attore  senpsen(? — 5),  si  avrà  finalmente 

ai  : (a -*-<r)  ::  senxseny  : ien(st-+-,5)ien( '9-4-',), 
dalla  quale  traendo  il  valore  di  x ti  otterrà 


x=3--L(a-t.i)rtv/fc4J!-+. 

a V L 4 sen  * sen  7 J 

Questa  formula  si  riduce  a 

,*=  -n-v  q./r..?.*n  ) 1 , 

V L aen  * #en  y J 


quando  a=s£,  circostanza  che  io  pratica  è spesso  io  nostra  facoltà  di  ottenere. 

Sia,  per  esempio,  g=£e=ioo  metri,  ot  = 35°,  /$=42®*  7*=37°,  il  calcolo  da 
eseguirsi  sarà 

log  sen  (a- 4-/5)  = 9.9887239 
log  sen  (S-t-7)=s  9.99194G6 


Somma  = 19,9806705 

log  seo  a = 9,7585913 
log  seo  7 c=  9.7794630 

Somma  era  19  538o543 

1*  somma  = 19,9806705 
2*1  somma  =3  19.5380043 

Ititferenza  = 0,4426162 

Metà  = of22i3o8i 
log  a = 2, 0000000 

a, 22i3o8i 


Il  numero  corrispondente  a quest'ultimo  logaritmo  essendo  166,46.  si  avrà  per 
la  lunghezza  cercata  BC 

166,46  — 100  =66m,46. 

9.  Problema  V.  Ridurre  al  centro  della  stazione  gli  angoli  osservati  a (/uni- 
che distanza  da  questo  centro . 

Quando  si  vogliono  unire  dei  punti  incogniti  con  altri  punti  cmù  determinali, 
spesse  volte  è impossibile  di  situare  lo  strumento  esattamente  i™questi  ultimi 
punti,  cd  allora  siamo  nella  necessità  di  far  subire  agli  angoli  osservati  una  ri* 
«luzione  per  renderli  tali  quali  sarebbero  se  il  centro  del  grafometro  fosse  sialo 
collocalo  precisamente  nel  punto  cognito,  che  si  rhiama  il  centro  della  stazione. 

Diz.  di  Mal.  Voi.  VI.  44 
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Se  , per  esempio,  si  trattasse  di  osservare  l'angolo  ABC  ( Taf.  CLXXl,  fig.  ■) 
dal  punto  B determinato  dai  suoi  rapporti  con  altri  punti,  ma  al  quale  non  pos- 
siamo accostarci  che  ad  una  piccola  disianza  BB',  perchè  questo  punto  è la  soro- 
ii3 i I à di  un  campanile  o di  qualche  altro  edifìzio,  l'angolo  AB'C  misurato  dal 
punto  B'  , ove  fosso  stato  posto  lo  strumento  , differirebbe  in  generale  dall’  an- 
golo ABC  che  si  traila  di  determinare.  Le  operazioni  numeriche  per  mezzo  delle 
quali  dall'angolo  AB'C  si  conclude  l’angolo  ABC  portano  il  nome  di  riduzio- 
ne al  centro  della  stazione. 

La  distanza  BB'  , compresa  tra  il  centro  della  stazione  e il  punto  B'  donde  si 
osserva,  si  chiama  distanza  dal  centro  ; noi  la  indicheremo  con  r . 

I lati  BA  e BC  dell’ angolo  al  centro  sono  i raggi  centrali. 

Gli  angoli  AB'B,  CB'B,  formati  dai  raggi  visuali  colla  distanza  dal  centro,  di- 
consi  angoli  alla  direzione. 

Gli  angoli  B'AB,  B'CB,  formali  dai  raggi  visuali  e dai  raggi  centrali,  si  chia- 
mano  angoli  opposti  alla  distanza. 

L’  osservatore  può  trovarsi  in  tre  posizioni  differenti  rispello  al  centro  e agli 
oggetti:  o egli  è nella  direzione  stessa  del  centro  con  uno  di  questi  oggetti 
(Tav.  CLXXl,  fig.  2),  o in  una  direzione  intermedia  (Tav.  CLXXl,  fig.  i),  o 
finalmente  in  nna  direzione  obliqua  (Tav.  CLXXl,  jìg.  3).  Nel  primo  caso  la 
linea  BB'  prolungala  passa  per  uno  degli  oggetti,  nel  secondo  passa  in  mezzo  a 
loro,  e nel  terzo  passa  al  di  fuori. 

Prima  posizione.  Se  l’osservatore  è in  B'  (Tav.  CLXXl,  fig,  2),  tra  il  centro 
ed  ano  degli  oggetti,  l’angolo  osservato  AB'C  supera  l’angolo  at  centro  ABC 
dell’angolo  B'CB.  Se  poi  è in  B",  dall’ altra  parte  del  centro,  l’angolo  ABC 
supera  1*  angolo  osservato  ÀB"C  dell’  angolo  B"CB. 

Seconda  posizione.  Se  l'osservatore  è in  B'  (Tav.  CLXXl,  fig.  i),  l’angolo 
osservalo  AB'C  è maggiore  dell’  angolo  al  centro  ABC  della  somma  degli  angoli 
BAB' , BCB'.  Se  poi  è in  B"  , l'angolo  osservato  Ah"C  è al  contrario  minore 
dell’angolo  al  centro  della  somma  degli  angoli  BAR",  BCB". 

Terta  posizione.  Se  1’ osservatore  è in  B'  (Tav.  CLXXl,  Jìg.  3),  l’angolo 
AOC,  esterno  rapporto  ai  due  triangoli  AOB,  COB' , essendo  eguale  alla  somma 
degli  angoli  interni  opposti,  si  ha 

BAB'-f-  ABCe=  BCB' -f- AB'C, 

donde 

ABC  = AB'C  -4-  BCB'  — BAR', 

vale  a dire  che  V angolo  osservato  differisce  dall1  angolo  al  centro  della  differenza 
dei  due  angoli  BCB',  BAB'. 

Cosi,  in  tutti  i casi,  l'angolo  al  centro  sarà  noto  quando  si  conosceranno  gli 
angoli  opposti  alla  distanza. 

Indichiamo  con  m ed  n , secondo  l’uso  generale,  gli  angoli  opposti  alla  di- 
stanza, ed  in  specie  BAB'  con  m e RCB'  con  n \ rappresentiamo  inoltre  con  y 
l’angolo  alla  direzione  CB'B,  e con  fi  l'angolo  alla  direzione  AB'B,  angoli  che 
bisogna  sempre  osservare  insieme  con  AB'C,  clic  indicheremo  con  A,  riserbando 
la  lettera  O all’angolo  del  centro  ABC.  Ciò  posto  , c ritenuto  che  i raggi  cen- 
trali AB  c BC  siano  sempre  rappresentali  colle  lettele  D e G,  cioè  il  raggio  a 
destra  BC  uni  D e il  raggio  a sinistra  AB  con  G,  si  avrà: 

Primo  cWo.  ( Tav.  CLXXl,  fig.  2).  L’osservatore  essendo  in  B' , si  ha 

0=  A — « , „ 
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L’  osservatore  esimilo  in  Bv , si  Ita 

O sa  A -t-n  , 
r sco  A 

ieri  n =3 . 

D 

Se  i punii  B'  o B"  tolsero  sulla  direzione  del  raggio  centrale  CB  infere  di  es- 
ser su  quella  di  AB,  si  cambierebbe  io  queste  formule  n in  m e D in  G. 
Secondo  caso.  [Tuo.  CLXXI  ,Jig.  1).  L’  osservatore  essendo  in  B' , si  ha 

Oc=A  — m — n , 


r se  n y 

G 


sen  nea 


seny 

F 


L’  osservatore  essendo  in  B",  si  ha 

Oe=A-t-  m-4-  n , 

e gli  angoli  m ed  n hanno  gli  stessi  valori  di  sopra. 

Terto  caso.  ( Tav . CLXXI,  Jlg.  3).  L’  osservatore  essendo  in  B',  si  ha 

OsaA  +n  — m , 


r sen  r' 

' ~ G~ 


e sen  r 


D 


L’  osservatore  essendo  in  B''  , ai  ha 

OsA+m  — n 


csenr'  rscny 

sen  ms= — , senu= — — — . 

la  D 


Quando  i raggi  centrali  D e G non  sono  noti,  bisogna  collegare  i punti  A, 
B e C con  altri  punti  atti  a determinare  la  loro  lunghezza,  o per  mezzo  del  cal- 
colo di  triangoli,  o semplicemente  per  mezzo  di  operazioni  grafiche;  perchè  es- 
sendo r sempre  piccolissimo  rapporto  a D e a G , non  è necessario  di  determi- 
nare questi  lati  con  una  precisione  rigorosa.  Per  applicazione , prenderemo  il  caso 
in  coi  l'angolo  osservato  i preso  dal  punto  B'  ( Tav.  CLXXI,  fig.  1):  siano 
dunque 

BC ss  D =s  aooom , AB  = G e=t855m  , BB'  = r = io**, 

AB'C  bsA  = 65°  20',  AB'B  =3/=  i35°3o',  CB'B  = r = i59°  io'. 

Sostituendo  questi  valori  nelle  formule  del  secondo  caso,  si  ha 

log  r s=  r,oooonoo 
logsenj"'=  9,8456618 


10,8456618 
log  G = 3,a683439 

log  sen  «ss  = 7,5773179 
ni  = sa'  59" 
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log  r css  i, oooooim» 
logico/—  9,55102*47 


io,55ioa37 
log  D = 3,3oio3oo 

log  sen  = 7,2499937 
n =.  6'  7" 

Per  conseguenza  si  avrà 

Ose 65°  20'  — 12'  5y"  — 6'  7"  =65°  o'  54". 

10.  Problema  VI.  Avendo  osservato  nel  punto  O (Tav.  CLXXI,  fig.  4) 
/’  angolo  UOEy  formato  dai  due  raggi  visuali  condotti  ai  due  oggetti  D ed  F 
disegualmente  elevati  al  di  sopra  dell'  orizzonte  , trovare  T angolo  BAC, 
projezione  di  DUE  sul  piano  orizzontale. 

Quando  Ira  i diversi  punti  di  un  terreno  si  forma  una  serie  di  triangoli  per 
levarne  la  pianta,  non  sono  questi  punti  quelli  che  figurano  nella  pianta,  roa  le 
loro  projexioni  sopra  una  medesima  superficie  paralella  all'orizzonte,  la  quale  può 
considerarsi  come  piana  pei  terreni  di  una  estensione  poco  considerabile.  L"  os- 
servatore deve  dunque,  per  quanto  è possibile,  scegliere  oggetti  il  cui  livello  ap- 
parente sia  sensibilmente  lo  stesso  del  suo,  perchè  nel  caso  contrario  i suoi  trian- 
goli non  si  troverebbero  più  in  uno  stesso  piano,  e gli  sarebbe  impossibile  di 
accordarli  insieme  sulla  carta  senza  operare  le  riduzioni  che  formano  P oggetto 
ilei  presente  problema-  Per  dare  una  idea  esatta  del  quesito,  siano  B',  C',  IV,  E' 
diversi  oggetti  disegualmente  «levati  sopra  un  piano  orizzontale  MN  ( Tav. 
CLXXI , Jìg.  5)  sul  quale  un  osservatore  posto  in  O prende  gli  angoli  B'OC', 
B'OE',  E'OD',  D'OC'.  Questi  punti  saranno  rappresentati  sulla  carta  del  lerreuo 
dalle  projezioni  A,  B,  C,  D,  E,  e la  somma  di  tutti  gli  angoli  del  puuto  A sarà 
eguale  a quattro  angoli  retti;  talché  se  V osservatore  si  servisse  degli  angoli 
osservali,  e non  di  quelli  ridotti  o projettati  B\C,  BAE  , EAD  , DAC,  la  cui 
somma  nel  caso  della  nostra  figura  è maggiore  di  quattro  angoli  retti,  non  po- 
trebbe segnarli  P uno  accanto  alP  altro  senza  fare  entrare  P ultimo  D'OC'  nel 
primo  B'OC',  e per  conseguenza  le  linee  della  sua  carta  non  potrebbero  indicare 
le  relazioni  delle  diverse  parti  del  terreno,  perchè  il  punto  C'  dell’angolo  D'OC' 
non  coinciderebbe  col  punto  C'  dell'angolo  B'OC',  quantunque  questi  due  punti 
si  confondano  sul  terreno. 

Esistono  dei  circoli,  armali  di  canocchiali  mobili,  che  danno  immediatamente 
l'angolo  orizzontale  BAC,  quando  si  osserva  l'angolo  inclinato  B'OC';  ma  sicco- 
me non  si  hanno  sempre  tali  strumenti  a propria  disposizione , è essenziale  di 
conoscere  il  modo  di  supplirvi  per  mezzo  di  certi  melodi  di  calcolo  da  cui  l’uso 
loro  dispensa. 

Sia  O ( Tav.  CLXXI,  fig.  4)  il  centro  delle  osservazioni  , e DOE  P angolo 
che  si  tratta  di  ridurre  alP  orizzonte  o di  cui  si  tratta  di  trovare  la  projezione 
orizzontale  BAC.  Bisognerà  osservare  non  solo  l'angolo  DOE,  ma  anco  gli  an- 
goli ZOD  e ZOE  che  fanno  colla  verticale  del  punto  O i raggi  visuali  OD  e OE: 
supponendo  ora  noti  questi  tre  angoli , si  farà 

DOE  = a , ZOD  =5  e,  ZOEsse',  BAC  = A. 

Immaginiamo  ora  che  il  punto  O sia  il  centro  di  una  sfera  di  un  raggio  O/issi; 
gli  archi  di  circolo  m/>,  pn , pmy  formati  sulla  superficie  di  questa  sfera  dalle  se- 
zioni dei  piani  DOE  , DOAB,  EOAC,  saranno  le  misure  respettive  degli  angoli 
DOE,  DOA , EOA,  il  primo  dei  quali  è l’angolo  da  ridursi  oc,  e gli  altri  due 
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sono  i supplementi  degli  angoli  tee'.  Ora,  l'angolo  BAC  essendo  l’angolo  dei  due 
piani  DOAB,  EOAC,  è lo  stesso  che  l'angolo  nptn  del  triangolo  sferico  mnp , e 
cosi  il  quesito  è ridotto  a trovare  quest' angolo  npm  per  mezzo  dei  tre  lati  noti 
del  triangolo  sierico,  cioè: 

nm  = a , pn  = 1 8o°  — e , pm  = 1800  — e*. 

Sostituendo  questi  valori  nella  nota  formula  ( Vedi  Tiigohoiibtbia),  si  avrà 


sen 


a 


4- 


sen  j(x-4-e — e') sen  ±(y  -*-ef — e) 
sen  e sen  e ' 


]• 


(•>, 


nella  quale  non  si  deve  fjre  altro  che  dare  alle  quantità  a,  e,  e'  dei  valori  de- 
terminati per  ottenere  l'angolo  ridotto  A. 

Se  i due  angoli  allo  zenit  e e er  fossero  eguali  , il  che  avviene  quando  i due 
oggetti  D ed  hi  sono  egualmente  elevati  al  di  sopra  o egualmente  depressi  al  di 
•otto  del  piano  orizzontale  che  passa  pel  centro  O,  la  formula  precedente  si  ri- 
durrebbe a 


a sen  e 


(*)• 


Finalmente,  nel  caso  che  uno  degli  oggetti  D fosse  elevalo  al  di  sopra  del  pia- 
no orizzontale  che  passa  per  O della  stessa  quantità  della  quale  un  altro  og- 
getto E si  trovasse  al  di  sotto  di  questo  piano  , si  avrebbe 

— c = e'  — 90°, 

ossia 

e'=  1 fto°  — e. 

Questo  valore  di  e',  introdotto  nella  formula  (i),  la  trasforma,  dopo  avere  al- 
zato a quadralo  ambedue  i suoi  membri,  in 

a 1 scn(  ja-4-e  — 90°)sen(;g  — e -4-90°) 


e passando  dai  prodotti  alle  somme  si  ha 


1 — A=  « 
a 


=3  1 — 


COS2 

senae  ’ 


e per  conseguenza 


Ma 


1 — sena 


f __  co** 
a seoae 


dunque 


cos  — Ac 
a 


cosi  y 
sen  e 


(3). 


Raramente  si  dà  il  caso  di  potersi  servire  delle  formule  (a)  e (3);  ma  il  cal- 
colo della  formula  (1)  è così  semplice  che  noi  la  preferiamo  «ad  altre  espressioni 
approssimative  che  in  alcune  opere  si  è voluto  ad  essa  sostituire.  Facendo  uso  dei 
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logaritmi,  e<ia  ili  Tiene 

log  sen  jA=j[ao+log  aen  j(a-+-* — e')-t-logsenj(a-+-e'  — e)  — log  iene — log  sen  e']. 
Per  un  esempio  di  applicazione  preadiamo  i dati  seguenti: 

Angolo  osservato  o 5=570° 

Angoli  allo  zenit  es=8a°,  e/=8i°  10', 
j(a-+-e — e')=35°  a5\  i(a-+-e' -e)=34°  35'. 

Il  calcolo  dà 


Quadrato  del  raggio  = 20,0000000 
log  sen  35°  a5'  sss  9,763067» 
log  sen  34°  35'  = 9,7540457 

somma  = 39,5171138 
log  sen  8a°  za  9,9957528 

Differenza  se  29,5213600 
log  sen  8i°  io'  ss  9,9948181 

Differenza  =s  19,5265419 

Metà  ss  9,7632710=  logsen  4 A 
Angolo  ridotto  = 70°  5a'. 

11.  Da  formula  (i)  diviene  assai  più  semplice  quando  ano  dei  due  oggetti  si 
trova  nel  piano  dell’osservatore.  In  questo  caso,  una  delle  distanze  dallo  zenit, 
per  esempio  e',  è di  90°:  se  dunque  si  fa  e'  = 90°,  si  ottiene,  per  mezzo  di  tra- 
sformazioni analoghe  a quelle  di  cui  abbiamo  fatto  uso  di  sopra  , 

cosa 

eoa  A = . 

sene 

Nelle  grandi  triangolazioni , la  riduzione  degli  angoli  al  piano  orizzontale  com- 
prende altre  particolarità  per  le  quali  dobbiamo  rimandare  i nostri  lettori  alle 
opere  speciali  e particolarmente  al  Trattalo  di  Geodesia  di  Puiscant. 

12.  Problema  VII.  Riferire  i punti  principali  di  una  carta  alla  meridiana 
e alla  sua  perpendicolare. 

Quando  si  disegnano  sulla  carta  i triangoli  osservati  sul  terreno  è impossibile, 
ad  onta  delle  cure  le  più  minuziose,  che  il  disegno  riesca  rigorosamente  esatto. 
Se  si  fa  uso  di  un  seroicircolo  graduato  per  costruire  gli  angoli , non  si  ottiene 
che  un’approssimazione  assai  grossolana,  di  cui  l'errore  diviene  sensibile  fino  dal 
primo  triangolo.  Se  si  adoprano  le  scale  delle  corde,  ovvero  se  per  maggiore 
esattezza  si  calcolano  i tre  lati  di  ciascun  triangolo,  per  non  aver  bisogno  di  oc- 
cuparsi degli  angoli,  basta  la  grossezza  delle  punte  del  compasso  o del  lapis  per 
produrre,  nel  fissare  i vertici  di  un  triangolo,  una  inesattezza,  che,  impercetti- 
bile in  principio,  influisce  ani  triangoli  successivi  e si  accresce  rapidamente  a 
misura  che  il  loro  numero  aumenta.  Per  evitare  questa  moltiplicazione  di  errori, 
si  è immaginato  di  riferire  ogni  punto  del  terreno  a due  rette  perpendicolari 
tra  loro,  disegnate  sulla  pianta,  e che  ordinariamente  sono  la  meridiana  (Tedi 
Meiidiara)  di  uno  dei  punti  più  notabili  del  terreno,  e la  perpendicolare  a que- 
sta meridiana  condotta  per  lo  stesso  punto. 

Per  questa  operazione,  non  è assolutamente  indispensabile  il  conoscere  la  di- 
rezione della  meridiana  con  una  grande  esattezza,  perchè  qualunque  altra  linea 
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di  una  direzione  data  potrebbe  soddisfare  egualmente  allo  stesso  oggetto  ; cosi 
spesso  si  fa  uso  delle  indicazioni  date  dalla  bussola.  Ciò  che  importa  è di  deter- 
minare r angolo  che  fa  la  meridiana  adottata  con  un  lato  di  uuo  qualunque  dei 
triangoli  dei  quali  ai  è coperto  il  terreno. 

Supponiamo  che,  essendo  nel  punto  A ( Tav . CLXXI , Jig.  fi),  la  direzione 
dell' ago  calamitato  faccia  colla  retta  AC  un  angolo  di  45°;  la  declinazione  del- 
l'ago essendo  in  questo  tempo  di  22°  to',  la  linea  di  tramontana,  o la  meridiana 
NS  del  punto  A,  farà  dunque  colla  linea  AC  un  angolo  di  22°  5o',  e siccome 
T angolo  BAC  è uno  di  quelli  che  sono  stati  osservati  nella  triangolazione,  si  co- 
noscerà l'angolo  BAN cBAC — 22°  5of  che  il  lato  AB  forma  colla  meridiana  NS. 
Se,  per  esempio,  I'  angolo  BAC  fosse  di  125°,  1'  angolo  BAN  sarebbe  di  102°  io', 
ed  allora,  dopo  aver  disegnato  sulla  carta  una  linea  NS  formante  eoo  AB  un  an- 
golo di  io2°  to'  , le  si  condurrebbe  nel  punto  A la  perpendicolare  OE;  queste 
due  rette  sarebbero  gli  assi  coordinati  ( Vedi  Applicazione) , ai  quali  si  tratte- 
rebbe in  seguito  di  riferire  tutti  i punti  della  triangolazione. 

Siano  A,  B,  C,  F,  D,  G i vertici  dei  triangoli  osservali  ; immaginiamo  due 
rette  condotte  da  ognuno  di  questi  punti  e paralelle  respelti vanente  alla  meri- 
diana NS  e alla  sua  perpendicolare  OE  : si  avrà  in  particolare  pel  punto  D,  /il) 
parallela  ad  NS,  e mD  parallela  ad  OE,  ed  è evidente  che  la  posizione  del  punto 
D sul  piano  resterà  perfettamente  determinata,  qualunque  d'altronde  siano  le  sue 
relazioni  con  gli  altri  punti,  quando  si  conoscerà  la  lunghezza  delle  linee  ni)  e 
mD;  perchè,  prendendo  sopra  AE  la  parte  A/i  = mD  e sopra  AS  la  parie 
Am=a/iD,  le  perpendicolari  mD  e nD  innalzate  nei  punti  m ed  n si  taglieranno 
nel  punto  D.  La  stessa  cosa  avendo  luogo  per  tutti  gli  altri  punti  B,  C,  F,  cc. , 
è chiaro  che  si  potrà  fissare  sulla  carta  ognuno  di  essi  isolatamente,  e che  i pic- 
coli errori  provenienti  dalla  grossezza  delle  linee  o dalla  ineguaglianza  della 
carta  si  reparlirauno  egualmente  invece  di  accumularsi  nel  passare  da  un  punto 
ad  un  altro. 

Tulli  i raggi  che  concorrono  nel  punto  A essendo  noti  di  lunghezza  e di  di- 
rezione, si  ottengono,  mediante  un'addizione  o una  sottrazione,  gli  angoli  che 
essi  forruauo  colla  meridiana,  e non  si  hanno  più  che  dei  triangoli  rettangoli  da 
risolversi  per  calcolare  le  distanze  delle  loro  estremità  dalla  meridiana  e dalla 
sua  perpendicolare. 

Se  1'  angolo  CAD  è di  92°  5o',  1’  angolo  NAD  sarà 
NAC-t-CAD  = BAC — B AN-+-CAD  = 1 25° — 102°  !o'-4-<)20  5o'=ii5°  4°** 

c per  conseguenza,  nel  triaogolo  rettangolo  nAD,  nel  quale  V angolo  in  A è 
NAD  — 90°  = 1 1 5°  40'  — 900  = 25°  4o' , 

si  avrà 

n D = mA  = AD  sen  25°  4°#  s 
m D =a  nk.  =r  AD  cos  25°  4°'  * 

e parimente  per  tulli  gli  altri  raggi  AC,  AU,  AB,  AG,  ec. 

Quanto  ai  punti,  come  R ed  R,  osservati  da  un'  altra  stazione  H , e che  non 
sono  collegati  immediatameule  col  punto  A,  possono  riferirsi  ad  un'  altra  meri- 
diana N'S' , vale  a dire  ad  una  parcella  alla  meridiana  NS,  la  quale  passi  per 
il  punto  U già  fìssalo  sulla  pianta  dalle  distanze  H/?,  He.  Si  conosce  infatti  l'an- 
golo S'HAsHAN;  cosi,  per  mezzo  di  quest'angolo  e degli  aogoli  osservali  in- 
torno al  punto  H,  si  può  dedurre  il  valore  dell' angolo  KHo  e calcolare  poi  le 
distanze  Ka  e Ila,  le  quali  bastano  per  fissare  il  punlo  K sull.»  pianta.  D'altron- 
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'le,  quando  Ha  e Ha  tono  noli,  ai  ha 

Risa  Ka-+-  ali  — Rei  ■+•  Hp, 

Kd  = Hc  — Ha  , 

e coli  li  può  anco  fare  uio  della  iole  meridiana  NS.  Per  maggiori  partico- 
larità li  cooiulti  il  Trattalo  di  agrimensura  di  Lefèvre.  Le  grandi  operazioni 
geodetiche  debbono  itndiarai  nei  Irai t al i di  Geodesia  e di  Topografia  di  Puii- 
aant. 

LEVEQUE  (Pietro!,  nato  a Nani»  nel  17)6,  annunziò  Gno  dai  tuoi  primi  atudi 
una  decisa  inclinazione  alle  matematiche  e alla  loro  applicazione  alla  nautica.  Dopo 
avere  fatto  alcune  corsemi  mare,  divenne  professore  di  matematiche  a Morlagne, 
poi  a Bretenil,  indi  a Nantes,  e se  ne  disimpegno  in  modo  si  distinto  che  ottenne 
nel  1772  la  cattedra  d’ idrografia  in  quest'  ultima  città.  A grandi  talenti  , ad  un 
criterio  sicuro  e profondo  , a vedute  sane  e giuste  accoppiava  Leveque  P crudi* 
zione  la  più  vasta  e le  cognizioni  le  più  variate.  Nominato  esaminatore  per  la 
marina  , quindi  perla  scuola  politennica,  fu  nel  1801  ammesso  nell' Istituto  in 
luogo  di  Cousin,  e poscia  decorato  del  titolo  di  cavaliere  della  legione  d'onore. 
Leveque  mori  nel  1814:  gli  scritti  suoi  principali  sono:  I Tables  générales  de 
la  haut e ur  et  de  la  longitude  du  nonagésime , Avignone,  1776»  * voi.  in  8 ; li 
Le  Guide  du  navigateur , Nantes,  1779,  iu-8;  trattato  il  piò  eiteso,  il  più  com- 
piuto e il  più  comodo  Gnora  pubblicato  sui  metodi  delle  longitudini  in  mare,  e 
aopra  altri  oggetti  riferibili  alle  osservazioni.  Leveque  tradusse  pure  P Esame 
marittimo  o Trattato  della  meccanica  applicata  alla  costruzione  e alle  mosse 
dei  vascelli  di  Juan  7 Santacilia,  Nantes.  1782,  a voi,  in-4-  (Tedi  Jcas  y Sa  n - 
tacilia).  In  seguilo  arricchì  di  note  tale  traduzione,  vi  fece  aggiunte  importanti, 
e la  pubblicò  nuovamente  con  questo  titolo:  De  la  construction  et  de  la  ma- 
noeuvre  des  vaisseaux  , ou  Examen  muritime  théorique  et  pratique  , Parigi, 
1792,  a voi.  in-4-  Sopra  altri  lavori  di  questo  dotto  e sui  molti  manoscritti  da 
lui  lasciati  ai  consulti  la  Biografia  universale. 

LIBBRA  ( Astron .).  Questo  nome  si  applica  egualmente  ad  nna  costellazione  situata 

nell'emisfero  meridionale  e al  settimo  segno  dello  zodiaco  distinto  col  segno 

La  costellazione  della  Libbra,  detta  ancora  Jugum  o Mochos  , viene  rappre- 
sentata nelle  carte  celesti  da  una  bilancia  che  secondo  alcuni  indica  P equilibrio 
della  natura , P eguaglianza  dei  giorni  e delle  notti.  Questa  costellazione  com- 
prende 5i  stella  nel  Catalogo  britannico. 

Prima  della  scoperta  della  precessione  degli  equinozj , o del  movimento  dei 
punti  equinoziali , si  credeva  che  il  sole , ritornando  allo  stesso  equinozio  si  tro- 
vasse corrispondere  esattamente  alle  stesso  stelle,  e si  era  divisa  P «clinica  in 
dodici  parti  eguali  o segni , formando  di  ognuna  di  queste  parti  una  costella- 
zione determinata  da  qualche  gruppq  di  stelle.  Allora  il  primo  segno  corrispon- 
deva alla  costellazione  dell’onere,  il  secondo  a quella  del  Toro , e cosi  di  se- 
guilo. Dopo  quest’  epoca,  lo  stato  del  cielo  ha  cangiato  interamente,  e,  in  forza 
della  retrogradazione  dei  punti  equinoziali  , i segni  non  corrispondono  più  alle 
stesse  costellazioni.  Pure  si  sono  conservati  ai  segni  i nomi  che  avevano  in  ori- 
gine, e per  una  convenzione  adottata  generalmente  il  primo  punto  del  segno 
dell'ariete  corrisponde  sempre  all’equinozio  di  primavera,  e quello  della  Lib- 
bra all’equinozio  di  autunno;  mentre  le  costellazioni  dell’  Ariete  e della  Lib- 
bra, al  pari  di  tolte  le  altre,  si  sono  allontanate  da  questi  segni  di  circa  So"  cioè 
di  un  segno  intero.  Vedi  PaicsssiORB. 

LIBRAZIONE  (Astron.)  Oscillazione  apparente  dell'  asse  della  luna,  il  cui  effetto 
è di  renderci  visibile  un  poco  più  della  metti  della  sua  superHcìe. 
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La  luna  i nifi  legando  tanto  tempo  a girare  sul  suo  asse  quanto  ne  mette  n coni* 
piare  la  sua  rivoluzione  pcriod^a  intorno  alla  terra,  ci  presenta  sempre  la  slc»>.i 
superfìcie.  Da  ciò  resulta  che  un  osservatore , che  dal  centro  «Iella  terra  guarda»»? 
la  luna,  vedrebbe  preisp  a poco  costanleoicute  lo  stesso  «lise*  della  luna  termi- 
nato da  nua  stessa  circonferenza,  quella  cioè  che  resulterebbe  dall1  intersezione 
di  un  piano  condotto  pel  ccntTO  della  luna  perpendicolarmente  al  raggio  visuale 
che  lo  uuisce  al  centro  dell^  terra,  Ma  , per  1’  osservatore  posto  alla  superfìcie* «lelhi 
terra,  il  raggio  visuale  condotto  al  centro  «lei  globo  lunare  incontra  successivamente 
diversi  punti  della  superfìcie  della  luna  dal  momento  del  levare  fino  a quello  del 
tramonto  di  quest'astro,  e non  coincide  colla  linea  dei  ceolri  che  quaudo  la  luna 
trovasi  allo  zenit  dell*  osservatore.  Cosi  , quando  la  luna  si  leva,  il  puuto  dell  i 
sua  superfìcie  in  cui  cade  il  raggio  visuale  che  tende  al  suo  centro  è più  all  • 
del  punto  in  cui  passa  Ja  linea  j\ei  centri,  e per  conseguenza  si  vede  una  por* 
sioue  dell1  emisfèro  occidentale  della  luna  che  non  si  vedrebbe  dal  centro  delti 
terra,  ma  nel  tempo  stesso  si  perde  di  vista  una  porzione  dell* emisfero  orientale 
che  si  vedrebbe  dal  centro  della  terra.  Per  la  stessa  ragione , quando  la  luna 
tramonta  , si  vede  una  porzione  del  sno  emisfero  orientale  che  non  sarebbe  vi- 
sibile  dal  centro  della  terra  , e si  cessa  di  vedere  una  porzione  eguale  del  suo 
emisfero  occidentale.  Questo  fenomeno  sembra  prodotto  da  un  molo  di  oscilla, 
«ione  della  luna  sul  suo  asse , ed  è per  tal  ragione  che  gli  è stato  dato  il  uome 
di  Librazione , da  una  parola  latina  che  significa  oscillare. 

Questa  oscillazione^  che  iu  realtà  non  è che  una  illusione  ottica , si  dice  li - 
trazione  diurna , ed  e eguale  alla  parallasse  orizzontale  della  luna. 

Oltre  la  librazione  diurna , esistono  ancora  aftre  due  librazioni  che  proven- 
gono: i°  dall1  inclinazione  dell1  asse  della  lima  sull1  eccliltica;  *a°  dalie  inegua- 
glianze del  movimento  della  luna  nella  sua  orbila.  La  prima,  che  chiamasi  libra - 
zione  in  latitudine , é stata  riconosciuta  da  Galileo  al  «piale  devesi  pure  la  sco- 
perta della  librazione  diurna  , e la  seconda,  delta  librazione  in  longitudine * è 
stata  scoperta  da  Kvelio  e da  Riccioli. 

La  librazione  in  latitudine  produce  1*  effetto  di  renderci  visibili  alternativa- 
mente  le  parli  della  superfìcie  limare  prossime  ai  poli;  essa  è occasionata  dalla 
inclinazione  detrasse  della  luna  sulla  sua  orbila,  doode  avviene  che  a misura 
che  quest'asse  ci  presenta  la  sua  massima  o la  sua  miuiina  obliquità,  deve  sco- 
prirci successivamente  i due  poli  di  rotazione  della  sferoide  lunare.  Questa  li- 
brazione è poco  considerabile  perchè  I1  equatore  della  luna  differisce  poco  dal 
piano  della  sua  orbita  *.  , 

La  librazione  in  longitudine , o nel  senso  doli1  equatore  lunare,  è la  maggioro 
di  tutte;  essa  resulta  dall'essere  uniforme  il  movimento  di  rotazioue  della  luna 
sul  suo  asse,  mentre  non  lo  è quello  «Iella  sua  rivoluzione  periodica  intorno  alla 
terra.  Cosi,  siccome  la.  luna  impiega  lo  slesso  tempo  per  girare  sopra  se  stessa 
che  per  descrivere  la  sua  orbita,  nel  quarto  del  tempo  della  sua  rivoluzione 
periodica  essa  fa  «1  quarto  di  un  giro  sul  suo  asse  , ma  non  percorre  però  esat- 
tamente il  quarto  della  sua  orbita  ; Ja  porzione  dall'orbita  percorsa  talvolta  è 
maggiore  , talvolta  è minore  del  quarto,  secondocbi  si  trova  verso  il  perigeo  o 
verso  l1  apogeo.  Queste  ineguaglianze  ci  fanno  scoprire  successi vamenle  verso  la 
sua  parte  orientale  o verso  lo  sua  parte  occidentale  delle  porzioni  della  sua  su- 
perfìcie-che  prima  non  scorgevamo. 

Devesi  a Domenico  Cassini  la  prima  spiegazione  soddisfacente  del  fenomeno 
della  librazione , la  cui  teoria  completa  è sigla  data  da  Lagraoge  in  noa  memo- 
ria che  riportò  il  premio  proposto  dglP  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  per. 
l'anno  1763. 

Diz.  di  Mat.  Poi,  VI:  . . ' . • ; 45 
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1.IESGANIG  (Giuseppi),  astronomo , nato  a Grati  nella  Suri»,  entrò  nei  gesuiti 
cJ  insegnò  con  onore  le  matematiche  in  v«rj  «collegi.  Alla  (oppressione  del  ano 
ordine,  il  governo  lo  fere  direttore  delle  fabbriche  e della  navigazione  in  Gali- 
tia.  Di  lui  si  hst  Dimenilo  graduimi  meridiani  V'fenmntit  et  H ungarici  , 
Vienna,  1770,  iu-4  : tale  opera  contiene  i particolari  delle  operaiioni  da  Issi  ese- 
guile per  misurare  due  gradi  di  meridiano  in  Ungbcrià  e in  Austria:  U grado 
miserato  in  Ungheria,  ad  nna  latitudine  di  (S°  5)',  rtsultò  di  5688 1 lese,  e l'al- 
tro preso  in  Austria,  ad  una  latitudine  di  ^8“  ) 3 ' , di  5^o86  tese,  presso  a poco 
della  stessa  lunghezza  di  quello  ottenuto  in  Francia.  Questo  dotto  stimabile  mori 
a Lemberg  nel  >799. 

LIEUTAUD  (Gtacono),  astronomo,  nato  ad  Arles  nel  1660,  fu  aggregalo  all’Ac- 
cademia delle  Scieoze*di  Parigi  nella  classe  di  astronomia  allorché  quella  dotta 
società  fn  riformata  nel  1699.  • Venne  incaricato  di  compilare  la  Connais sance 
dee  tempi,  e ne  pubblicò  37  volumi  in- sa,  dal  170S  al  1729.  Compilò  ancora  per 
otto  anni  la  Effemeridi  dal  1704  al  1711,  e mori  a Parigi  nel  1733. 

LILIO  (Luigi),  è divenuto  famoso  per  la  parte  ohe  ebbe  nella  riforma  del  calen- 
dario gregoriano.  Ei  nacque  in  Ciro,  città  della  Calabria,  eseroilò  la  medicina  e 
in  pari  tempo  coltivò  l'astronomia.  Altro  non  si  sa  della  sua  vita  , e il  suo  no- 
me sarebbe  oggi  sconosciuto  se  non  si  trovasse  inseparabilmente  associalo  alla 
grande  operazione  di  sopra  rammentala.  Da  lungo  tempo  se  ne  sentiva  il  biso- 
gno. Il  venerabile  Beda  fino  dall’  ottavo  secolo  aveva  osservala  P anticipazione 
degli  cquinozj;  e Huggero  Bacone  , cinque  secoli  più  tardi,  indicò  le  imperfe- 
zioni sempre  più  evidenti  del  calendario  giuliano  di  cui  si  continuava  a fare 
uso.  Il  progetto  di  riformarlo  fu  ancora  rinnovato  nel  secolo  decimoquinlo  da 
Pietro  d’  Ailly  e dal  cardinale  di  Cusa,  i quali  presentarono  inutilmente  al  con- 
cilio di  Costanza  diverse  memorie.  Frattanto  il  bisogno  di  porvi  maoo  diven- 
tava di  giorno  in  giorno  più  pressante.  Molti  astronomi  del  secolo  seguente  vi  si 
applicarono  con  ardore  ; ma  era  riserbeto  a Lilio  1’ oqore  di  «seguire  una  opera- 
zione di  tanta  importanza.  Egli  non  inventò  le  epatle,  l'uso  delle  quali  come 
osserva  Ximenes  nella  sua  opera  sullo  gnomone  fiorentino  era  conosciuto  da  lun- 
go tempo,  ma  le  applicò  al  ciclo  di  diciannove  anni,  ed  aggiungendo  un  giorno 
alla  fine  di  ogni  ciclo  pervenne  ad  una  equazione  assai  approssimativa  dell'anno 
solare  e luoare.  Lilio  aveva  terminato  il  suo  lavoro  quando  mori  nel  1576.  Suo 
fratello,  Antonio  Lilio  , presentò  il  suo  progetto  al  papa  Gregorio  XIU  , che  lo 
passò  alla  giunta  incaricala  dell'  esame  delle  scritture  presentate  dai  diversi  ma- 
tematici. Quella  di  Lilio  ottenne  la  preferenza  , e il  papa  essendosi  assicurato 
dell’ assenso  dei  sovrani  pubblicò  nel  i58a  la  famosa  bolla  che  abolì  l’antico  ca- 
lendario sostituendogli  il  nuovo.  Le  tavole  delle  epalte  costruite  a Lilio  sono 
stale  inserite  colle  opporluoe  spiegazioni  nel  Calendarium  aomauum  di  Clavio 
{Pedi  Clavio).  11  Rossi  nella  sna  Pinacotheca  ha  consacralo  un  articolo  esteso 
a Lilio,  cui  chiama  medico  e filosofo  dottissimo. 

LIMITE  ( Atg.  e Geom  ).  Espressione  della  quale  ci  serviamo  nelle  matematiche 
per  indicare  la  grandezza  di  cui  una  quantità  variabile  può  avvicinare  indefini- 
tamente, ma  che  essa  non  può  superare. 

Se  si  considerano,  per  esempio,  due  poligoni,  l’uno  inscritto  e l’altro  cir- 
coscritto ad  un  circolo , è evidente  che  il  primo  è minore  del  circolo , e che  il 
secondo  é maggiore.  Ora,  se  si  aumenta  successivamente  il  numero  dei  lati  di 
questi  poligoni,  il  poligono  inscritto  diventerà  continuamente  più  grande,  e il 
poligono  circoscritto  diventerà  continuamente  più  piccolo,  senza  che  non  ostante 
essi  possano  mai,  il  primo  diventare  più  grande,  e il  secondo  diventare  più 
piccolo  del  circolo.  Il  circolo  è dunque  il  Umile  dell’  aumento  del  poligono  in- 
scritto e della  diminuzione  del  poligono  circoscritto.  ‘ 


/- 
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Se  « Irrita  di  un'  espressione  slgebriri  *— **,  nella  quale  x a una  quantità 

«ariabile,  ai  vede  che  il  «no  valore  è tanto  maggiore  quanto  quello  di  x è mi- 
nore, e che  quello  valore  non  può  superare  ovvero  a ; o è dunque  il  li- 

mile di  ^Ja* — 

Il  metodo  dei  limili  è stato  quasi  generalmente  adottalo  dai  moderni  matema- 
tici per  servire  di  baie  al  calcolo  differenxiale , nello  scopo  di  liberarsi  dagli 
infinitamente  piccoli  la  cui  concezione  non  sembrava  loro  né  abbasllbsa  chiara  , 
nè  abbastanza  rigorosa.  Crediamo  atere  digia  sufficientemente  dimostralo  il  poro 
fondamento  della  pretesa  inesattezza,  che  si  è creduto  scoprire  nei  piincipii  fon- 
damentali del  calcolo  dell*  infinito,  e solamente  esamineremo  di  volo  se  quelli  del 
metodo  dei  limili  sono  più  chiari  e più  rigorosi. 

Indichiamo  con  y una  funzione  qualunque  dell»  variabile  *,  x*  per  esempi», 
e supponiamo  che  y diventi  quando  x riceve  nn  accrescimento  h,  avremo 
dunque 

. i fi  t=^(.r-V-/j)*=e  xs-f-3xaA-f-3j*A*-t-^a, 

se  da  quest*  equazione  si  sottrae  I*  equazione  primitiva  y~  X1,  resterà 

y' — y b 3x*A-t-3xA*-4-A* 

e dividendo  per  A 


7—T 

h 


i 3x*-t-3xA-v-A*  ; 


ora  y — y essendo  l’accrescimento  dalia  funzione  y corrispondente  all’aeeresri- 

y! ~ 

mento  A della  variabile  x,  è evidente  che  — ——  è il  rapporto  dell’ accresci- 

h 

mento  della  funzione  y a quello  della  ina  variabile  x.  Cosi  considerando  il  se- 
condo membro  defi' ultima  equazione,  si  vede  che  questo  rapporto  diminuisce 
tanto  più  quanto  A diminuisce,  e che  quando  A diventa  nullo,  questo  rapporto 
si  riduce  a 3x*. 

, _ y! - 

3x*  è dunque  il  limite  del  rapporto  — ed  è verso  questo  termine  che 
esso  tende  quando  ai  fa  diminuire  A,  e quando  finalmente  As=o,  ai  ha 


3.?. 


Ed  è m quello  modo , che  gli  autori  moderili  dei  trattati  sul  calcolo  differen- 
ziale giungono  alt* espressione  del  valore  delle  derivate  differenziali  di  una  fun- 
zione, poiché  dall* equazione  precedente  casi  passano  alla  seguente: 


dy_ 

dx 


= 3x*i 


ciò  che  finalmente  dà  loro  la  differenniale:  d(xi)  — 1xxdx. 
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Ma  seguendo  il  processo  dell1  operazione  rbe  ci  ha  condotti  a 


ai  vede  che  quest'  equazione  è realmente 


- = 3x», 


poiché  qoaodo  lato,  si  ha  ancora y'—ysso  Siamo  dunque  giunti  a considerare 
il  rapporto  dì  due  quantità  nulle,  concepimento  il  quale  non  è nè  più  chiaro , 
nè  più  rigoroso  di  quello  del  rapporto  di  due  quantità  infinitamente  piccole. 
Di  più  , r equazione 


non  ha  alcun  senso  se  h è uuo  zero  assoluto,  poiché  allora  la  variabile  non  riceve 
accrescimento , e conseguentemente  ancora  la  funzione  y , e il  rapporto  di  due 
accrescimenti  i quali  non  esistono  nè  realmente  nè  idealmente,  non  ha  assoluta- 
niente  alcun  significato. 

o 

Si  pretende  che  l'equazione  — c=3x=  non  presenti  veruna  difficoltà  a conce- 


pirla; perchè  il  simbolo  — può  rappresentale  tutte  le  specie  di  quantità.  È vero 

ihe  questo  preteso  simbolo  ha  questa  proprietà , ma  quale  analogia  può  esistere 
tra  le  quantità  della  forma 

A (x — a,"1 

atr-zf  ' ‘ ' . 


le  quali  diventano  — , vale  a dire,  solamente  indeterminale  quando  ics  e il 

rapporto  di  due  quantità  nulle , non  perchè  esse  hanno  uu  fattore  comune  che 
diventa  a ero,  ma  nulle  per  se  stesse? 

Il  valore  della  funzione 


3x*A-t-3*A*-t-A* 

h 


3*»-s-3  *A-*-A» 


c realmente  3*’,  nel  caso  di  òsso,  ma  per  giungere  all'  eguaglianza 

j>-y  3*»A-4-3*AM-A’ 

~~h  = A (o) 


è bisognato  supporre  che  h abbia  un  valore  qualunque  differente  da  zero , poi- 
ché se  h è zero,  (x-+-A)s  è semplicemente  x*,  c non  vi  è più  alcun  mezzo  per 
dedurre  quest1  eguaglianza.  Come  è possibile  dunque  che  )'  eguaglianza  (o),  ot- 
tenuta unicamente  nell1  ipotesi  di  A,  quantità  differente  da  zero,  sussista  ancora 
quando  si  distrugge  I1  ipotesi  sopra  la  quale  essa  è stabilita  ? 

Ciò  non  ostante  è sopra  questo  rapporto  inconcepibile  di  due  quantità  nulle, 
non  relativamente  come  lo  sono  le  quantità  iufinitamenle  piccole  rapporto  alle 
quantità, fluite  ( Vedi  DiFreaenz*  ),  ma  nulle  assolutamente,  cioè  veri  » eri 
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reali  e assoluti,  che  ri  trova  fondalo  il  metodo  chiaro  e rigoroio  dei  limiti! 
Qual  profonda  metafisica? 

Irsuti  delle  radici  deir  equazioni.  Si  dì  questo  nome  a due  numeri,  di  eoi 
uno  è maggiore  di  una  delle  radici  di  un' equazione , e l'altro  minore.  Ed  è so- 
pra la  ricerca  di  due  tali  numeri  che  è fondala  la  risoluiione  dell'equaiioui  nu- 
meriche. (Pedi  Appbossiuaziosi'..  ), 

In  tutti  gli  Elementi  delT  Algebra , si  dimostra,  che  se  due  numeri  p e q 
sostituiti  in  luogo  di  x in  un’equaiione  numerica  di  un  grado  qualunque  Xao, 
danno  due  risullamenti  di  Segni  contrari,  questi  due  numeri  comprendono  al- 
meno una  radice  reale  della  proposta.  ' 

Cosi,  prendendo  per  esempio  1*  equazione  . » 

x* — ax — 5 « o , 

se  successivamente  sostituiamo  in  luogo  di  * il  seguilo  dei  numeri  naturali  o,  i , 
3,  4s  ec.,  prendendogli  tanto  positivamente  quanto  negativamente,  troveremo, 
indicando  con  X il  primo  membro,  che  per  • 


• . 


e ne  concluderemo  che  vi  è una  radice  reale  positiva  compresa  tra  a e 3.  # 

Per  diraiuuire  il  numero  delle  sostituzioni,  è importante  di  conoscere  un  li- 
mite superiore  a tutte  le  radici,  pi ìs  questo  limite  sari  vicino  alla  più  gran  ra- 
dice, meno  sostituzioni  saAnno  necessarie.  Ecco  il  processo  dato  dal  Newton  per 
determinare  il  limite  superiore  il  più  piccolo  possibile  in  numero  intero.  Sia 
X = o l'equazione  proposta,  se  si  forma  la  serie  delle  funzioni  derivate 


*c=o. 

si  ha  X = — 5; 

si  ba  Xe= — S. 

*=S  1 , 

X a—  6 ; 

— » s 

x = — 4- 

ar  = a. 

X = — «; 

orca 

— a, 

Xa-  9. 

x a 3, 

X = -+-i6; 

x = - 

-3, 

X Z=!  26. 

x = 4. 

X = -+-5i  , 

x=— 4 , 

. X*s  — 61. 

ec.  . . . 

ae.  . . . 

ec. . 

• • 

«C.  • . a 

dX  <PX 
dx  ’ a dx*  ’ 


<PX 


a . 3 .dx*  ' 

* . » 

fintantoché  si  giunga  ad  una  funzione  del  primo  grado,  il  problema  sari  ripor- 
talo a trovare  per  x il  più  piccolo  numero  che  renda  tutte  queste  funzioni  po- 
sitive. 

Prendiamo  per  esempio  l'equazione 

**—  3xl— 3xi-+-4-*— 5 = o , 

avremo  • . • 

X =v  *‘-3*>—  3sr2-t-4x— 5 , 


>,  I 


dX 

_=4x’-9Jr*-6*-+-4, 

<rx  a 

—t -p  =so*a — 9*— 3 , 


; «va  • 

• ••S.-Si-i 


J’x 


• m 4**3. 


a . 3 . dx1 

Cominciando  dalla  derivata  del  primo  grado,  è evidente  che  qualunque  no- 
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. mero  positivo  maggiore  di  o,  meno  io  luogo  di  * lo  rende  polii  irò,  e che  i è 
il  piii  piccolo  di  questi  numeri. 

i Sostituendo  > nella,  derivata  del  asconde  grado,  ai  trova  un  reaultamento  ne- 
gativo, ma  a o qualunque  altro  numero  più  grande  dk  un  remi  lemmi  o positivo. 

a,  aoetituitn  nella  derivala  del  lerao  grado,  dà  uu  reaullamenio  negativo,  ina 
3 o qualunque  altro  numero  maggiore  di  3,  dk  un  reaultamento  punitivo. 

, ,3,  sostituito  nella  funaione  primitiva  X,  dk  un  reanllarornlo  negativo,  e vi 

, vote  facilmente  che  4i  o qualunque  numero  maggiore,  dk  un  reaultamento  po- 
etavo. • ! ..  . ... 

Coat  4 * >1  più  piccolo  numero  che  poiaa  rendere  nel  medesime  tempo  tutte 
le  funzioni  positive.  Dunque  4 è il  limite  superiore  delle  vedici  positive  della 
proposta,  e siccome  questo  d'altra  parte  i il  limile  il  più  piccolo  in  numeri 
interi,  ne  segue  che  vi  è una  radice  reale  positiva  compresa  tra  3 e 4' 

Per  ottenere  il  limile  superiore  delie  radici  negative,  ai  trasforma  l’equavione 
prò  posta  X ssa  o,  in  X'a»  facendo  xs — j' , e siccome  le  radici  positive  della 
trasformata  daranno  le  radici  negative  delle  proposta,  prendendole  col  segno  — , 
il  limite  superiore  di  queste  radici  positive  sarà  nel  medesimo  tempo,  dandogli 
il  segno  — , il  limite  soperiore  dette  radici  negative  dell’  equai ione  Iso. 

Quando  siamo  giunti  a conoscere  il  valore  di  una  radice  reste  a meno  di 
ita'  unità  peeuo  e poco,  ai  può  inseguito  ottenere  questo  valore  con  tal  grado  di 
approssimaaione,  quale  si  può  ilesiderare  impiegando  i metodi  esposti  alle  parola 
Aftiossiaaziovi. 

IjS  ricerca  dei  rimiti  delle  radici  resti  dell1  equazioni  è stato  I’ rggetl’o  di  un 
gran  numero  di  lavori  conseguali  in  tatti  i trattati  di  Algebra. 

LÌNC&  (Astron.).  Costellazione  boreale  formala  da  Evelio  per  riunire  le  stelle 
informi  comprese  Ira  l’ Orsa  maggiore  e il  Cocchiere  al  di  sopra  dei  Gemelli 
(Tav.  LX).  Queste  stelle  non  sono  rhe  della  quinta  o sesta  grandezza,  e per- 
ciò difficili  a vedersi  ad  occhio  nudo  ; è per  tal  mqgivo  che  Evelio  diede  alla  co- 
stellazione che  esse  formano  il  nome  di  Lince,  cui  si  attribuisce  una  vista  acu- 
tissima. 

LINEA.  (Geom.).  Eitensione  che  non  ha  che  una  sola  dimensione,  la  lunghezza. 

( Pedi  Nozioni  PitLiniaaii  n.®  a ; e Geometria  ).  * 

In  astronomia  e in  geografia  si  chiama  linea  l’ equatore,  per  abbreviazione  di 
linea  equinoziale. 

LINEARE.  Sotto  il  nome  di  equazione  lineare , spesso  s’  indicano  le  equazioni 
del  primo  graJo,  perchè  l' incognita  non  vi  t elevata  che  alla  prima  potenza,  e 
che  generalmente  ai  chiamano  quantità  lineari  quelle  le  quali  non  hanno  che 
una  aola  dimensione.  (Pedi  Questa  parola.). 

LIONE  (Astron.).  Quinto  aegno  dello  todiaeo  che  suole  indicarsi  col  segno  . 
La  costellazione  che  gli  ha  dato  il  nome  era  quella  che  il  sole  percorreva  nel 
tempo  più  caldo  dell'estate,  ed  è forse  per  questa  ragione  che  essa  è siala  sim- 
boleggiata colla  figura  di  un  (ione,  il  più  ardente  e il  più  focoso  di  tutti  gli 
animali.  I poeti  fingono  che  il  lione  che  redesi  disegnato  sai  globi  celesti  rap- 
presenti il  lione  nemeo  vinto  da  Ercole  e trasportato  nel  cielo  da  Giunone. 
Tale  costellazione  trovasi  negli  autori  rammentala  coi  diversi  nomi  di  Bacchi 
ridar,  Leo  nemaeus , Leo  herculeius , Junorùs  sidut , Primut  tìerculis  labori 
le  stelle  che  la  compongono  sono  y5  nel  Catalogo  britannico  , e la  principale  di 
esse  chiamasi  Regolo. 

Evelio  raccolse  alcune  stelle  informi  che  sono  trs  I'  Orsa  maggiore  , la  Linee 
e il  Cancro,  e ue  formò  una  nuova  costellazione  cui  diede  il  nome  di  Leoncino-. 
la  principale  di  tali  stelle  non  è che  di  terza  grandezza. 

LIRA  ( Astron .).  Costellazione  boreale  conosciuta  pure  sotto  i nomi  di  Lyra,  Ci- 
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l/iara  Apollonis , Ariani» , Amphionis  Jidicula , Fides,  Falco  tjrlvesiris , Ful- 
lur  cadetti.  A, /tùia  marina.  Alitila  cadens.  Delle  ai  della  che  la  compongono 
nel  Catalogo  britannico  ve  ne  è una  brillantissima  <li  priora  grandezza  che  dicesi 
/lega  o Lira.  Tale  costellazione  riche  comunemente  rappresentala  eoo  un  tv- 
tolloio  che  porta  una  lira  , e ciò  spiega  i diversi  nomi  ehe  le  souo  alati  dati, 
tu  della  Fultur  cadens  perché  l' avroltojo  guarda  verso  il  mezzogiorno  ore  sem- 
bra discendere  , a differenza  dell'  Aquila  che  rappresentandosi  in  atto  di  volare 
verso  l'alto  del  cielo  fu  detta  Fui  tur  volane.  Fedi  Aquila 
LIVELLA  ( Agrimensura ).  Strumento  di  cui  si  fa  uso  per  condurre  una  linea 
parallela  all'orizzonte,  e per  trovare  la  differenza  di  altezza  o di  livello  di  due 
luoghi  Vi  sono  più  specie  di  livelle.  • 

La  livella  ad  acqua,  la  piti  semplice  di  tulle,  è composta  di  un  tubo  rotondo 
di  rame,  o di  qualunque  altra  materia  suscettibile  di  collienere  dell’acqua , luogo 
circa  un  metro,  e del  diametro  di  3o  in  35  millimetri.  Le  sue  estremità  sono 
ricurve  a squadra  per  adattarvi  due  tubi  di  vetro  di  fiu  in  roo  millimetri  che 
vi  ai  saldano  con  cera  e mastice.  Al  di  sotto  vi  A fermata  nel  mezzo  una  viera 
per  porre  Io  strumento  sul  suo  piede  ( Tav.  CLXXH  ,Jig.  i ).  Per  una  delle  estre- 
mità vi  si  versa  dell'  acqua  comune  o colorata  tinchè  ve  ne  sia  tanta  da  compa- 
rire nei  due  tubi  di  vetro. 

Questa  livella  é comodissima  per  livellare  delle  distanze  di  mezzana  estensio- 
ne, non  essendo  necessario  che  I'  acqua  sia  egualmente  lonlaua  dalle  estremità 
dei  due  tubi  di  vetro,  perchè,  per  la  proprietà  ben  nota  dei  liquidi,  la  linea  vi- 
suale che  rade  le  due  superficie  apparenti  dell’acqua  è sempre  orizzontale. 

La  livella  ad  aria  (Tav.  CLXXU, fig.  a)  é un  tubo  di  vetro  ben  diritto  e 
di  egual  grossezza  e calibro  in  tutta  la  sua  lunghezza.  Si  riempie,  lasciandovi 
soltanto  un  bolla  d’  aria  , di  spirilo  di  vino  o di  altro  liquido  non  sottoposto  a con- 
gelarsi ; quindi  si  chiude  ermeticamente  alla  lucerna.  Questo  strumento  è esatta- 
mente parallelo  all'orizzonte  quando  la  bolla  d’aria  si  ferma  precisamente  nel 
mezzo,  perchè  in  ogni  altra  posizione  la  bolla  d'aria,  più  leggera  del  liquido 
col  quale  è chiusa  nel  tubo,  corre  sempre  verso  l'estremità  più  elevata. 

E questa  livella  ad  aria  semplicissima  che  serve  di  base  a tutte  le  livelle  com- 
poste raoptatc  sopra  sostegni  ed  armate  di  traguardi  o di  canocchiali  (Tav.  CLXXU, 
fig  3 e 4). 

La  livella  a perpendicolo  è composta  di  due  regoli  uniti  insieme  ad  angoli) 
retto,  ed  uno  dei  quali  ha  un  filo  a piombo’  ( Tav.  CLXXIII,  Jig.  tf  a e 3).  La 
livella  dei  muratori  (Tav.  CLXXU,  Jig.  5)  è uno  strumento  di  questa  specie. 

LIVELLAZIONE.  l’arte  della  geometria  pratica  che  ba  per  oggetto  di  misurare 
la  differenza  di  livello  di  due  punti  terrestri  , o di  far  conoscere  quanto  un 
punto  della  superficie  del  globo  è più  vicino  o più  lontauo  di  un  altro  dal 
centro. 

P*  le  leggi  dell'  idrosta lice,  la  superfìcie  di  un'acqua  tranquilla  come  queliti 
di  un  lagno  del  mare,  quando  è in  calma,  è una  superficie  sferica  , i cui  punti 
sono  lutti  egualmente  lontani  dal  centro  della  terra.  Questa  superficie  è ciò  che 
dicesi  piano  di  livello.  i 

Quantunque  la  terra  non  sia  esattamente  una  sfera  , e per  conseguenza  onn 
postano  a tutto  rigore  considerarsi  come  archi  di  Circolo  le  linee  che  si  misu- 
rano sulla  sua  superficie  Delle  operazioni  ordinarie  di  livellazione  , pure  non  ai 
commette  un  errore  sensibile  non  prendendo  in  considerazione  il  suo  schiaccia- 
mento verso  i poli.  Solo  nel  caso  che  i punti  dei  quali  deve  determinarsi  la 
differenza  di  livello  siano  situati  a grandissima  distinta  gli  uni  dagli  altri,  si 
rende  necessario,  per  maggiore  esattezza,  di  introdurre  nei  calcoli  questo  schut- 
ciarueuto. 
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Si  dice  die  due  punti  tono  a livello  tra  loro  quando  tono  egualmente  elevali 
al  di  sopra,  o egualmente  depressi  al  di  tolto  del  piano  di  livello , cioè  della  su- 
perficie di  un’acqua  perfettamente  tranquilla.  Per  etempio  , se  BE  rappresenta 
la  superficie  del  mare,  i due  punti  A e l)  saranno  a livello  quando  ai  avrà 
XB=D£  ( Tav . CLXJL1I , Jig.  6).  L’arco  AD  ti  dice  allora  linea  del  livello 
. ver»,  , - , • . 1 > . 

Una  retta  come  DF,  perpendicolare  al  filo  a piombo  DE  del  punto  D,  o tan- 
gente alla  linea  di  livello  AD,  ti  chiama  la.  linea  del  livello  apparente , ed  è la 
linea  oriixontale  che  patta  pel  punto  D e che  ti  determina  per  meno  di  uva 
livella.  Fedi  Ltviiu.  . . 

La  linea  del  livello  vero  e quella  del  livello  apparente  ti  allontanano  tanto 
. pili  1' una  dall'altra  quanto  maggiormente  si  prolungano  ; cosi  due  punti  di  una 
, aletta  linea  orizzontale  non  tono  mai  rigorosamente  a livello.  Pure,  siccome  per 
, le  piccole  distante  la  curvatura  della  terra  è insensibile,  ti  può  prendere  la  liuea 
del  livello  apparente  per  la  linea,  del  livello  vero,  finché  la  distinta  degli  oggetti 
non  oltre  patta  a o 3oo  metri;  al  di  là  di  questo  limile  non  è più  lecito  il  tra- 
scurarne la  differenza. 

Per  determinare  la  difierenta  di  livello  di  due  punti  terrestri  come  E e D 
(Tav.  CLX.XIII , fig.  4)  che  tono  visibili  l’uno  dall’altro,  ti  colloca  in  uno  di 
<|uetli  puuti,  per  etempio  in  E,  una  livella  ad  acqua  o qualunque  altra  che 
léccia  conoscere  la  linea  del  livello  apparente  BC;  nell’ altro  jpunto  D ti  pone 
un  regolo  CD  portante  una  lastra  di  latta  quadrala  e divisa  iu  due  rettangoli, 
uno  dei  quali  i bianco  e l’altro  nero.  Questo  quadrato,  che  ti  dire  la  mira,  può 
■correre  in  una  scanalatura  fatta  nel  regolo.  L’  osservatore  che  è nel  luogo  ove  è 
alala  situata  la  livella  indica  a quello  che  tiene  il  regolo  , per  meno  di  segui 
coovenuonali,  che  alti  o abbassi  la  mira  finché  giunga  a vedere  la  linea  di  se- 
parazione dei  rettangoli  esattamente  nel  raggio  visuale  BC'.  Quindi  si  misura 
J"  allena  di  questo  raggio  visuale  al  di  sopra  dei  puuti  E e D,  e la  deferenza 
di  queste  aitene  è la  stessa  di  quella  dei  livelli , supponendo  però  che  la  distan- 
za BC  non  aia  maggiore  di  3oo  metri.  Per  maggior  facilità,  il  regolo  che  porta 
la  mira  è diviso  in  millimetri,  e cosi  fa  conoscere  immediatameute  l’altezza  CD. 

Se  t punti  tono  mollo  lontani  o non  sono  visibili  l'uno  dall'altro,  si  scel- 
gono dei  punti  intermedj,  e per  mezzo  di  più  operazioni  simili  a quella  che  ah- 
abiamo  descritto  si  determina  la  differenza  di  livello  Ira  questi  diversi  punti, 
donde  può  in  seguito  concludersi  quella  dei  punti  estremi.  Scegliendo  sta- 
zioni che  non  siano  distanti  più  di  a io  3oo  metri  non  vi  è bisogno  di  preo- 
tlere  in  considerazione  la  difièreoza  tra  la  linea  del  livello  apparente  e quella  del 
livello  vero. 

Quaodo  i punti  , sebbene  visibili  , sono  situali  ad  una  grandissima  distanta 
1'  uno  dall’  altro,  e non  voglia  farti  die  una  sola  operazione  , bisogna  diminuire 
1’  altezza  della  mira  della  quantità  che  resulta  dall'elevazione  del  livell^appa- 
renle  al  di  sopra  del  livello  vero,  quantità  che  si  determina  nel  modo  seguente. 

Sia  A ( Tav.  CLXXllI,^^.  5)  un  punto  della  superficie  della  terra,  AB  la  li- 
nea del  livello  apparente  e AD  la  linea  del  livello  vero;  BD  sarà  l’elevazione 
del  livello  apparente  al  di  sopra  del  livello  vero.  Per  uoa  delle  proprietà  del  cir- 
colo, la  tangente  AB  q media  proporzionale  tra  la  secante  intera  BE  e la  sua 
parte  esterna  BD,  coti  ti  ha 

BE  : AB::  AB  : BD, 

donde 

’ Ih1  Ib» 

* Hlv 
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Ma  BD  è sempre  piccolissimo  rapporto  al  diametro  ED  della  terra 
fare  scora  errore  valutabile  io  pratica 


BD  : 


AB 

"EU 
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e si  può 


dunque  l'innalzamento  del  livello  apparente  al  di  sopra  del  livello  vero  è eguale 
al  quadralo  della  distanza  orizzontale  dei  due  punti  diviso  pel  diametro  della 
terra.  Su  questa  formula  è stata  costruita  la  tavola  seguente: 


Distanza 

TRA  1 PUNTI  II  A LIVELLARSI 

Elevazione 

DEL  LIVELLO  APPARENTE  SOPRA  IL 
LIVELLO  VERO 

metri 

metri 

IOO 

O, 0008 

200 

0,  oo3i 

3oo 

0,0071 

4oo 

0,0126 

5oo 

0,0196 

6oo 

0,0283 

700 

0, 0385 

800 

0,  o5o3 

9°° 

0,06  36 

1000 

0,0785 

1100 

0 

& 

US 

0 

1200 

0, 1 1 3 1 

1 3 00 

0, 1327 

i-foo 

0, I53g 

1 5 00 

0,1767 

1600 

0,  201 1 

1700 

O, 2270 

1800 

O, 2545 

1900 

O, 2835  j 

2000 

0,31^2 

Osservando  che  le  differenze  tra  il  livello  apparente  e il  livello  vero  stanno  tra 
loro  come  i quadrati  delle  disianze  orizzontali,  il  che  resulta  dalla  formula  su- 
periore , si  può  facilmente  prolungare  questa  tavola  , o trovare  ancora  i valori 
intermedj  tra  quelli  che  essa  contiene. 

Dobbiamo  però  fare  osservare  che  1*  alzamento  prodotto  dalla  differenza  tra  il 
livello  apparente  c il  livello  vero  non  è in  realtà  così  grande  come  lo  dà  il  cal- 
Dit.  di  Mal.  Voi.  VL  4« 


Digitized  by  Google 


562  LOG 

colo,  a molilo  della  refrazione,  il  cui  effetto  è di  far  comparire  gli  oggetti  più 
elevati  di  quello  che  sono  realmente.  Questo  effetto,  che  è appunto  il  più  gran- 
de possibile  nella  linea  orizzontale,  è causa  che  il  livello  apparente  si  trova  più 
basso  di  quello  che  dovrebbe  «vere  e differisce  tanto  meno  dal  livello  vero;  ina 
la  quantità  di  questo  abbassamento  non  diviene  sensibile  che  per  le  distanze  che 
oltrepassano  900  metri , e non  si  tiene  a calcolo  che  nelle  livellazioni  che  ri* 
chiedono  una  grande  esattezza.  Indicando  con  h P innalzamento  che  corrisponde 
ad  una  distanza  qualunque,  e con  a 1*  abbassamento  dovuto  alla  refrazione,  per 
questa  stessa  distanza,  si  ha  presso  a poco 

<z=o,i6A. 

Cosi,  per  una  distanza  di  1G00  metri,  l’abbassamento  è 
o,  16  X<>i3oi  1=30,032176  , 

o o,o322.  Sottraendo  questo  valore  dall' alzamento  dato  dalla  tavola,  rimane 
ow,,i689  per  l’elevazione  del  livello  vero.  Si  consultino  i Trattati  di  livella - 
zione  di  Picard  , di  Lahire  , e quello  mollo  più  completo  di  Puissant.  Si  veda 
ancora  P eccellente  Trattato  di  agrimensura  di  Lefèvre. 

LOGARITMICA.  (Geom.).  Curva  trascendente  che  deduce  il  suo  nome  dal  sapere 
che  le  sue  ascisse  possono  considerarsi  come  i logaritmi  delle  sue  ordinate. 

Sia  AM  l’asse  delle  x ( Tav.  CLXI , fig.  2).  Prendiamo  APc=i,  AB  = ,», 
BD==j*,  avremo  per  P equazione  della  curva 

x =z  a . Ly , ovvero  x = Ly41 , 

la  caratteristica  L indicando  il  logaritmo  naturale,  e la  quantità  a il  modulo  del 
sistema  nel  quale  AB,  AC,  AD,  ec. , sono  i logaritmi  di  BQ , CK,  DS , ec. 

In  questa  curva,  la  suttangcntc  è costante,  poiché  l’espressione  generale  delle 
suttangeuti  è ( vedi  Questa  paiola.) 


ày 


e si  ottiene,  differenziando  P equazione  xc=.aLy 

dx=. a^-  , donde 

y dy 

cosi  la  suttangente  è sempre  eguale  al  modulo. 

Con  facilità  si  vede  che  P asse  AM  è asintoto  alla  curva. 

Questa  curva  che  è stata  trattata  dai  più  abili  matematici  con  lo  scopo  di  esa- 
minare la  natura  dei  logaritmi  , offre  al  giorno  d'  oggi  poco  interesse,  poiché  la 
teoria  di  queste  funzioni  è interamente  conosciuta. 

LOGARITMO.  (Alg.)  In  generatesi  chiama  logaritmo  di  un  numero,  l’esponente 
della  potenza  alla  quale  fa  d’  uopo  elevare  un  dato  numero  invariabile  per  pro- 
durre il  primo  numero.  Per  esempio  se  2 è il  numero  invariabile  o la  base  dei 
logaritmi,  l'esponente  3,  il  quale  esprime  la  potenza  alla  quale  bisogna  elevare 
2 per  ottenere  8 , è il  logaritmo  di  8. 

Il  numero  invariabile,  preso  per  base , essendo  interamente  arbitrario,  esiste 
un  numero  infinito  di  sistemi  differenti  di  logaritmi;  il  sistema  del  quale  ordi- 
nariamente ci  serviamo  ovvero  quello  delle  lavole  ordinarie,  ha  per  base  il  nu- 
mero io.  Ciò  non  ostante  esistono  tra  due  sistemi  qualunque  di  logaritmi , delle 
relazioni  fisse  e determinate , e le  proprietà  di  questi  numeri  sono  le  stesse  in 
lutti  i sistemi. 
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SU  a ao  numero  qualunque,  x l’ esponente  qualunque  delle  polenta  alla  quale 
bisogna  elevare  a per  ottenere  un  numero  variabile  »,  avremo  I'  eguaglianza 

“'  = < (•)» 

nella  quale  a sarà  la  base  del  sistema  dei  logaritmi  x,  ed  x il  logaritmo  di  t 
Vedremo  inseguito  che,  purché  a aia  un  numero  differente  dall' unità,  eaisle 
sempre  un  numero  x capace  di  soddisfare  all'eguaglianza  (i)  qualunque  sia  z. 
Ma  bisogna  necessariamente  che  a differisca  dall’unità,  poiché  tutte  le  potente 
dell'unità  essendo  esse  stesse  I'  unità,  il  secondo  membro  dell'eguaglianza  (i) 
nel  caso  di  a = i , sarebbe  sempre  l'unirà,  per  qualunque  valore  di  x , e nou 
potrebbe  conseguentemente  generare  qualunque  altro  numero. 

Cominciamo  da  esporre  le  proprietà  fondamentali  dei  logaritmi , quindi  esami- 
neremo la  natura  particolare  di  queste  quantità  , e il  posto  che  esse  occupano 
nella  scienza  dei  numeri. 

i.  La  base  a essendo  un  numero  qualunque  differente  dall'unità  , si  ha  sempre 
a°=  r.  ( Vedi  Ai.gesks  n-°  24)-  Cosi,  in  qualunque  sistema  di  logaritmi , il  lo- 
garitmo dell'  unità  i eguale  a zero.  Siccome  si  ha  ancora  a'  = n,  ne  resulta 
che  in  qualunque  sistema  di  logaritmi , quello  della  base  i l'unità. 

a.  Se  indichiamo  con  x ed  *'  i logaritmi  dei  numeri  se»',  le  eguaglianze 
a*  = » , a**  = s' 

essendo  moltiplicate  termine  per  termine,  somministrano 

ina  (As,G»Ba*  n.”  ao)  sIXa',=>a,,,,i  cosi 

<rr+jr'  =*.*'. 

Ora  x-\~x'  i il  logaritmo  dal  prodotto  * . *' , dunque  1/  logaritmo  del  prodotto 
di  due  numeri  i uguale  alla  somma  dei  logaritmi  di  questi  numeri. 

Con  facilità  possiamo  estendere  questa  proprietà  ad  un  numero  qualunque  ili 
fattori,  poiché  si  ha  generalmente 


a*  . a*1 . a*"  . ax"’. , ec.  =s(rr+»'+*'/+jrU»+»e- 


Possiamo  dunque  stabilire  per  principio , che  il  logaritmo  di  un  prodotto  qua- 
lunque  i eguale  alla  somma  dei  logaritmi  di  tutti  i fattori. 

3.  Dividendo  termine  per  termioe  1' eguaglianze  o'ist,  <r"ess',  si  ottiene 
(Algzs**  n.°  a3  ) 


-«/  * 
— .<  ' 


donde  resulta  che  il  logaritmo  del  quoziente  di  due  numeri  i eguale  alla  dif- 
ferenza dei  logaritmi  di  questi  numeri. 

4.  Se  si  elevano  i due  membri  dell' eguaglianza  alla  potenza  m,si  ot- 

tiene (Algebra  n.°  26) 

(ax)m  ss  *"*. 

Cosi,  mx  è il  logaritmo  della  potenza  %m , dunque  il  logaritmo  di  una  po- 
lenta, è uguale  al  logaritmo  della  base  di  questa  potenza  moltiplicato  pel  suo 
esponente. 

5.  Si  troverebbe  ugualmente 

m * m 

V (°x)  a m — q*' 
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Vale  a dire  che  il  logaritmo  di  una  radice  è uguale  a quello  del  numero 
diviso  per  /’  esponente. 

6.  Sono  le  quattro  proprietà  fondamentali  precedenti,  che  rendono  1'  uso  dei 

logaritmi  si  prezioso  per  1' esecuzione  dei  calcoli;  perchè  esse  danno  i mezzi  di 

fare  con  molta  facilità  le  operazioni  elemeutari,  riportando  le  più  complicate  ad 
alcune  più  semplici.  Non  bisogna  evidentemente  per  ottenere  questi  vantaggi  che 
poter  conoscere  in  tutti  i casi  i logaritmi,  che  corrispondono  a quantità  date  e 
reciprocamente.  Questo  è lo  scopo  delle  tavole  dei  logaritmi  le  quali  presentano 
i numeri  in  una  colonna  e i logaritmi  corrispondenti  in  un'altra. 

j.  Nel  sistema  dei  logaritmi  volgari  o tabulari , la  base  essendo  io,  si  ha,  in- 

dicando con  log  il  logaritmo. 


10°=  I, 

ovvero  Log 

1=0 

IO*  = IO, 

Log 

IO  = 1 

IO  2 = 100, 

Log 

100  c=3  a 

IO*  = 1000, 

Log 

1000  = 3 

IO4  IOOOO  , 

Log 

10000  = ^ 

ec ec. 


Donde  si  vede  che  tutti  i logaritmi  dei  numeri  compresi  tra  i e io  sono  mi- 
nori dell’unità*,  che  quelli  dei  numeri  compresi  tra  io  e ioo  sono  minori  di  a; 
che  quelli  compresi  tra  100  e 1000  sono  minori  di  3,  e cosi  di  seguilo. 

Questi  logaritmi  dei  numeri  intermedii  tra  le  potenze  intere  della  base  sono, 
come  lo  vedremo  in  seguito,  delle  quantità  incommensurabili  che  si  costuma  di 
esprimere  approssimativamente  con  frazioni  decimali , ed  essi  sono  tanto  più 
esatti  quanto  essi  sono  espressi  con  un  maggior  numero  di  cifre. 

Se  si  volesse  trovare  per  esempio  il  logaritmo  di  5,  numero  compreso  Ira  i e 
io,  si  potrebbe  operare  nella  seguente  maniera,  partendo  da  una  delle  proprietà 
fondamentali  dei  logaritmi.  Siano,  in  generale  due  numeri  jr  ^ z i di  cui  loga- 
ritmi sono  respettivamenle  x ed  u\  cioè;  xu=Logj,  uc=.Logz.  Da  ciò  che  pre- 
cede si  ba 

Lo«  yj  y*  = y L°g  r~  — — • • • • (»)• 

Cosi  il  logaritmo  del  numero  medio  proporzionale  tra  jr  e z è uguale  alla  metà 
della  somma  dei  logaritmi  di  y e di  *.  Ora  v essendo  un  numero  compreso  tra 
y e z possiamo  sempre  inserire  tra  y e z un  numero  assai  grande  di  medj  pro- 
porzionali, perchè  uno  tra  di  essi  non  differisca  da  « che  di  una  quantità  tanto 
piccola  quanto  si  vorrà,  e che  si  possa  allora  prenderlo  per  v senza  errore  sen- 
sibile; c siccome  i logaritmi  di  tulli  questi  medj  proporzionali  si  trovano  dati 
facilmente  in  virtù  dell' espressione  (a),  avremo  con  questo  metodo  quello  di  o. 
Facendo  dunque  y = i,  z=  io , troveremo  per  il  medio  proporzionale  tra  i 
e io 

X >o  = yj =■  3. «62*77 , 

limitandoci  a sei  decimali  nell’estrazione  della  radice.  Ma  Log.  i = o,  Log  . io=  i, 
e di  più  Log  . ^ io  = =z  o,  5ooooo  ; vale  a dire 

Log . (3, 162277  ) = o, 000000. 
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Osservando  ora  che  il  numero  5 del  quale  si  vuol  conoscere  il  logarimo,  è 
compreso  tra  3,162277  e io,  si  cercherà  nuovamente  un  medio  proporzionale 
tra  questi  ultimi  numeri,  il  che  darà 


£ io  X 3, 16**77  J = ^ 31,6**77  ] = 5,6*3413, 


e si  avrà  per  il  logaritmo  di  questo  medio 


Log  ( 5,623'ji  3 ) = 0,750000. 


Osservando  di  nuovo  che  5 è compreso  tra  i numeri  3,162277  e 5,6?34i3,  i 
cui  logaritmi  sono  conosciuti,  si  cercherà  come  sopra  un  medio  proporzionale 
tra  questi  numeri,  come  anche  il  logaritmo  di  questo  medio,  e si  proseguirà 
i’  operazione  fintantoché  si  sia  giunti  a determinare  un  medio  proporzionale,  che 
sia  esattamente  uguale  a 5 nei  limili  che  abbiamo  scelti,  vale  a dire,  in  que- 
sto punto,  il  quale  non  ne  differisca  che  nella  settima  decimale:  il  logaritmo  cor- 
rispondente sarà  il  logaritmo  domandato.  Ecco  la  tavola  di  tutta  l’operazione 


Numeri 

Logaritmi 

1,000000  , 

0, 0000000 

10,000000 , 

1,0000000 

3,  162277 , 

0, 5oooooo 

5,623413, 

0,  7600000 

4,316964 , 

0,  6260000 

4,869674 , 

0,6875000 

5,332991 , 

0, 7187600 

5, 048065 , 

o,7o3i25o 

4, 958069 , 

0,6953125 

5, oo28G5 , 

0,6992187 

4,  ()8o4 16 , 

0,6972666 

6,99«Ga7, 

0,6982421 

4,997242 , 

0,6987304 

5,oooo5* , 

«,6989745 

4,998647, 

0,6988625 

4,99935», 

0,6989135 

4, 9997» ' , 

«,69894 4» 

4,99987G, 

«,  698959* 

4,999963 , 

O, 6989668 

5, 000008 , 

«,6989707 

5, 999984 , 

0,6989687 

4,999997, 

0, 6989697 

5, 00000 3 , 

«,698970* 

5,oooooo, 

«,6989700 
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Così,  dopo  22  estrazioni  di  radici,  si  ottiene  fìoalmeuta  un  ultimo  medio  pro- 
porzionale uguale  a 5 , donde  si  ha 

Log  5 = 0,6989700 

a piccolissima  differenza. 

Ed  è con  T aiuto  di  questo  processo  lunghissimo  e faticosissimo  che  le  prime  ta- 
vole di  logaritmi  sono  state  calcolate;  ma  in  seguito  si  sono  trovati  melodi  molto  , 
più  speditivi  e molto  più  comodi. 

8.  Qualunque  sia  del  rimanente  il  metodo  che  s'  impiega  per  trovare  i loga- 
ritmi, ci  si  limita  sempre  a calcolare  quelli  dei  numeri  primi,  gli  altri  otte- 
nendosi iuseguito  mediante  semplici  moltiplicazioni  o addizioni,  lufatli  il  loga- 
ritmo di  5,  per  esempio,  fa  conoscere  immediatamente  quelli  di  a5,  ia5,6a5,  re., 
vale  a dire  quelli  di  tutte  le  potenze  di  5,  poiché  si  ha  generalmente 

Log  . (5m)  = m Log  . 5. 

Egualmente,  conoscendo  i logaritmi  di  a e di  3 , si  hanno  quelli  di  tulli  i 
prodotti  formati  dai  fattori  2 e 3,  poiché 

= 3 m Log  . 3 -t-  n Log  . 2 , 

e così  di  seguilo 

9.  Riprendiamo  ora  l'eguaglianza  fondamentale 

a*  = *1 

nella  quale  xsaLog.z;  se  si  fa  successivamente 

xt=o,  1,  2,  4,  5,  6,  7,  ec. 

ne  resulta 

* = 1 , a,  a*,  as,  a4,  a4,  a®,  a* , ec. 

donde  si  vede  che  tulli  i valori  di  z maggiori  dell'  unità,  sono  prodotti  da  po- 
tenze della  base  a,  i cui  esponenti  sodo  positivi,  intieri  o frazionari,  e che  il 
valore  di  z é tanto  maggiore  quanto  quello  di  x è più  grande. 

Se  in  seguito  si  fa 

x = o > — 1 , 2 , — 3 , - 4 > ——  5 , 6 , 7 1 cc. 

si  trova 


1 


1 


1 


1 


1 


ec. 


vale  a dire  che  tutti  i valori  di  z più  piccoli  dell'unità,  sono  prodotti  da  po- 
tenze di  a,  i cui  esponenti  sono  negativi  interi  o frazionari,  e che  il  valore 
di  z è tanto  più  grande,  quanto  quello  di  * è più  piccolo,  astrazione  fatta  dal 
segno. 

10.  Resulta  da  queste  considerazioni  che  poiché  i logaritmi  tanto  positivi 
quanto  negativi,  i cui  valori  crescono  da  zero  fino  all' infinito,  corrispondono  a 
tutti  i numeri  interi  e frazionari  positivi , quelli  dei  numeri  negativi  non  pos- 
sono atcre  che  un'esistenza  ideale , poiché  non  esiste  per  x alcun  valore  che 
possa  dare  \ 

a essendo  un  numero  positivo.  I logaritmi  conducono  dunque  a nuove  quantità 
immaginarie  ( Fedi  questa  parola)  delle  quali  in  seguito  riconosceremo  la  natura. 

it.  La  base  a di  un  sistema  di  logaritmi  essendo  data,  sarà  sempre  possibile 
di  calcolare  i logaritmi  di  questo  sistema  , con  un  processo  simile  a quello  che 
abbiamo  impiegato  n.°  7 per  la  base  io;  così  possiamo  ammettere  che  fintanto- 
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chi  z è politilo  esiste  un  valore  reale  per  x , il  quale  vende  la  quantità  espo- 
nenziale ar  uguale  a s ; ciò  che  per  ora  importale  di  riconoscere  la  natura 
di  questo  valore  reale  di  x , per  sapere  se  i logaritmi  non  sono  che  una  sem- 
plice combinazione  delle  operazioni  o degli  algoritmi  elementari  della  scienza 
dei  numeri,  ovvero  se  essi  non  costituiscono  da  se  medesimi  un  algoritmo  ele- 
mentare di  una  natura  distinta.  A quest’  effetto  , m essendo  un  numero  qua- 
lunque, prendiamo  la  radice  dai  due  membri  dell'eguaglianza 


o*s=z. 


il  radicale  indicando  solamente  le  radici  reali,  e l’esponente  frazionario  le 
radici  qualunque  reali  o immaginarie.  Poiché  la  base  a deve  restare  costante,  ed 

I 

è solamente  la  funzione  x che  deve  corrispondere  alle  differenti  radici  z 


Ora,  possiamo  ottenere  facilmente  lo  sviluppo  della  quantità 


mettendola 


sotto  la  /orma 


[■•"(v— *)]  ’ 

poiché,  dalla  formula  del  binomio  (Fedi  questa  vazola),  si  ha 

[*  + (y  a-  ,)  ] = , + x Qa  - , ) + XJ±=^>  Qa -t) 

s 

*{x— i)(x — a)  / m/  \ 

/H  (V0-1)^" 

donde  ti  deduce 

i 



m 

Ma  «e  la  quantità  arbitraria  m è infinitamente  grande  ^ a — i sarà  una  quantità 

i 

infinitamente  piccola,  poiché  la  potenza  a non  differisce  dall’ unità  che  di  una 

m i m s 

quantità  infinitamente  piccola,  e,  per  conseguenza,  a — r^  , a r ^ , ec., 

saranno  quantità  iofinilameute  piccole  del  secondo,  terzo  ordine,  ec.  ; ordini  i 

/ 

i 

quali  non  possono  influire  in  alcuua  maniera  sulla  relazione  delle  quantità  z m — i 
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m 

e a — considerata  nella  sua  realtà.  (Fedi  Differenziale)  Si  ha  dunque 

rigorosa  meni  e , in  questo  caso 

f ac 

* “ — ,=-r  (V'’-')' 

donde 


ovvero 


Tale  è dunque  la  natura  della  quantità  in  questione  Log  a.  « Quest’espres- 
sione è evidentemente  quella  della  generazione  teorica  primitiva  di  questa^fun- 
zione  ; ed  è 1’  idea  o la  concezione  prima  proposta  dalla  ragione  all1  intelletto, 
per  effettuarsi  nel  dominio  dell'  esperienza,  ss  Ora  questa  funzione  é evidente- 
mente una  funzione  derivata  elementare  , perchè  essa  implica  nella  |sua"espres- 
sione  degli  esponenti  infiniti , che  fanno  uscire  le  potenze  che  gli  corrispon- 
dono dalla  classe  delle  potente  ordinarie , capaci  di  una  significazione  immediata. 
Infatti,  risalendo  alla  sorgente  trascendentale,  si  trova  che  le  potenze  ordinarie 
che  corrispondono  a esponenti  finiti , sono  funzioni  intellettuali  immanenti  , o 
funzioni  semplici  dell' intelletto , e che  le  potenze  che  corrispondono  a espo- 
nenti infiniti  non  sono  possibili  che  mediante  l'applicazione  della  ragione  alle 
funzioni  dell1  intendimento  che  abbiamo  nominate,  e sono  quindi  funzioni  in- 
tellettuali superiori , e nominativamente  funzioni  trascendentali  , o concezioni 
della  ragione,  dalle  idee  proposte  da  questa  facoltà  intellettuale  superiore. 

v»  Ne  segue  che  le  funzioni  chiamate  Logaritmi  sono  funzioni  algoritmiche 
ei.rmp.ktari , tra  le  funzioni  algoritmiche  possibili  per  l'uomo,  e che  la  Teoria 
dei  logaritmi  forma  uno  dei  rami  necessari  dell1  algoritmia.  ss  ( Wronski.  Intra - 
iluctìon  à In  P/iil.  des  AIath.y  pagina  la), 
ia.  L1  espressione 


cc 

I,„g  * = - (3) , 

CO 

J a i 

deve  contenere,  come  espressione  teorica  primitiva , il  principio  di  tutta  la 
teoria  dei  logaritmi  , ed  infatti  è facilissimo  dedurne  le  proprietà  fondamentali 
che  abbiamo  precedentemente  esposte;  in  questo  punto  ci  contenteremo  rica- 
varne un1  espressione  tecnica , o di  sviluppo,  che  possa  servire  alla  valutazione 
numerica  dei  logaritmi. 

In  primo  luogo,  A essendo  una  quantità  qualunque,  si  ha  generalmente, 

i i 

A®  — i)]06" 

e per  conseguenza 
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. ® 

A c=i* 


, / 00  /»  C » » )/  \* 

+ «Tà (A'-0 


.V_i A 

oefl  \ oc«  / \»  n / 


i . a . 3 


(*■-  ■)'- 


il  che  li  riduce  a 


A » = i H — - — ( A"  — s^ ^A”  — A -i-  ec. 

con  V.  / 3*nV  / 

In  virtù  di  quest'  ultima  «pressione  , p e y essendo  due  quantità  arbitrarie, 
avremo  ugualmente 

*®  =H ! — (*P—  ,N) — - ( if—  -+■  ec. 

« P \ J 3»p\  ) 

I 

«®=H ( u’  — l ) — ( al  — a-  ec. 

ce?  \ / »* </\  / 

•ueuia , 

c-,==^[(*'’-,)"K*f~,)+ec-  ••  I’ 


e , per  conseguenza 


donde  finalmente 


Logic 


(*'-  0-7  (*'■-  0 (-0  - ec- 


(af_,)  _ -I-  (o»— t)  -t-  y (°y— ■)  ~ 1 


. . . (4). 


Coti,  siccome  le  quantità  p e q sono  arbitrarie,  possiamo  sempre  sceglierle  in 
modo  che  t/’—i  e al — i siano  fraxioni  piccolissime,  e conseguentemente  rendere 
convergentissime  le  serie  che  compongono  il  numeratore  e il  denominatore  del 
Talore  di  Logc,  in  modo  che  sia  sufficiente  un  piccolo  numero  di  termini  per 
ottenere  questo  valore  approssimatissimo. 

■ 3.  Il  valore  della  base  a entrando  come  parte  costituente  in  quello  del  loga- 
ritmo, si  presenta  il  problema  di  determinare  se  tra  tutti  i valori  arbitrari  che 
possiamo  scegliere  per  questa  base,  ne  esista  uno  che  renda  1'  espressione  del  lo- 


l 

garbato  la  più  semplice  possibile.  Ora,  se  osserviamo  che  i'D — t 
Dii.  di  Slot-  Voi.  VI. 


47 
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essendo  quintili  infinitamente  piccole  , i loro  prodotti  per  la  quantità  infinità- 
niente  grande  » saranno  quantità  fluite  , e che  l'espressione  (3)  può  mettersi 
sotto  la  forma 


è f.icilc  cedere  che  se  esistesse  un  numero  a,  tale  che  si  potesse  a nere 

OD 


la  base  a sparirebbe  dall*  espressione  del  logaritmo,  il  quale  diventerebbe  per 
così  dire  indipendente  da  questa  base;  e si  avrebbe  allora  per  l'espressione  teo- 
rica dei  logaritmi  di  questo  sistema,  il  più  semplice  di  lutti  , 


v 

Log  s==c  ^ ® - ‘ ' ’ ’ ’ ‘ t6)' 

La  questione  si  riduce  dunque  a sapere  se  esista  un  numero  a capace  di  dare 
1'  uguaglianza 


"(Vo-)= 

Ora  da  quest'  eguaglianza  si  ricava 
e,  sviluppando  il  binomio. 


(«•=■)* 


1 I -+•  00  — - + 


OC  (» 1) 


» (oo  — i)  (oo  — a) 


1.3.3 


il  che  si  riduce  a 


f . 1 \X  « » « > 

(i-t 1 = H 1- -t -H — 

V 00/  I 1.3  1.3.3  1.3.3. 


•+•  ec. 


0=3,^18381838459045  ec. 

Elisie  dunque  efTelti*amenlc  un  numero  reale  capace  di  dare  1’  uguaglianza 
in  questione,  e prendendo  questo  numero,  3,  71838  ....  per  baie  di  un  sistema 
di  logaritmi,  1’  espressione  teorica  di  questi  logaritmi  sarà  data  dalla  formula  (6). 

U ora  in  avanti  indicheremo  questi  logaritmi,  che  si  chiamano  naturali  con 
la  caratteristica  L;  cosi  avremo  iu  generale  per  i logaritmi  naturali 


(*•-) 


(7); 
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c per  i logaritmi  di  un  sistema  qualunque,  la  di  cui  baie  è a. 


Donile  ai  vede  che  conoscendo  i logaritmi  naturali,  si  ottengono  quelli  di  un 

sistema  qualunque  moltiplicandoli  per  la  quantità  costante  — — . Questa  quan- 

Li 

(ili  costante,  che  è V unità  divisa  pel  logaritmo  naturale  della  base  del  sistema 
in  questione»  si  chiama  il  modulo  di  questo  sistema. 

i4*  a e b essendo  le  basi  di  due  sistemi  di  logaritmi,  poiché  si  ha  general- 
mente, indicando  il  primo  sistema  con  Log  e il  secondo  con  Log, 

Lz  Lz 

to*zs=T^'  Logz^TT' 

se  ne  deduce 

Log  a LA 

Log  z La 

Vale  a dire,  che  il  rapporto  dei  logaritmi  di  un  medesimo  numero  , preso 
in  due  sistemi  differenti , l una  quantità  costante.  Proprietà  che  lega  tutti  i 
sistemi,  e dà  un  metodo  facile  di  passare  dall' uno  all'altro. 

15.  Partendo  dall' espressione  teorica  (7)  possiamo  ottenere  le  gcncraxioni  teo- 
riche e tecniche  di  un  numero  per  meno  del  suo  logaritmo;  infatti  si  trova, 
per  la  prima , 

* = (1  -4-Lz-  (9), 

e per  la  seconda  , sviluppando  il  binomio, 

s es  1 •+.  — La  •+■  — — ( L*  | -+•  — ! — ~ . ( L * ) ec. 

. «-A  / i.a.3  V.  y 

Se  facciamo  * uguale  alla  funzione  esponenziale  ax  , siccome  L ((ir)=iL(i, 
otterremo,  sostituendo, 

(Lo).i  (Lo)*.ar*  (La)* . x* 

a*=ai-t-5 1-' h — — ec., 

1 1 . a 1 . a . 3 

espressione  della  quale  abbiamo  fatto  uso  in  altra  parte.  (Pedi  Iotigbilb  ). 

16.  Per  completare  la  teoria  dei  logaritmi,  ei  rimane  da  rendere  generali  l’e- 
apressioni  teoriche  (7)  e (8)  per  poterle  immediatamente  applicare  a tutti  i rasi 
possibili  dei  valori  positivi  e negativi,  reali  o immaginari  di  un  numero  z. 

La  generazione  di  un  numero  negativo  per  mezzo  dell’  unità  negativa , essen- 
do della  forma  » 

( — Q‘e.A, 

alalia  quale  p è un  numero  impari  qualunque,  cominciamo  dal  cercare  la  forma 
la  più  generale  della  generazione  per  potenza  ( — 1)°  dell' unità  negativa,  vale 
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a dire  quella  che  comprende  tulle  le  determinazioni  reali  « ideali,  o immagi- 
narie, di  quella  generazione.  Ora,  in  virtù  della  teoria  dei  ieni  (Pedi  QUasT* 
pabuli),  y essendo  un  numero  qualunque,  si  ha 

p 

pn  et r ! 

— ) =«>.-+«n- 

( Vedi  Equazione  ) ; così  , quando  p è infinitamente  grande  , siccome  al- 

Llt  ... 

lora  — è una  quantità  infìnitaraencute  piccola,  il  seno  é uguale  all’  arca  e il 

f* 

coseno  uguale  al  raggio,  vale  a dire,  in  questo  caso,  all'  unità-,  quell' espres- 
sione diventa  perciò 

o 

(-,  )=■=.  + , rr^-r  l. 

Donde , 

(,o)- 


Ora,  t.  essendo  un  numero  positivo  qualunque,  abbiamo  dalla  formula  (9) 

*=(r+U.-L)  , 

cosi  moltiplicando  termine  a termine  le  espressioni  (10)  e (9)  verrà 

= [,-*.£-(;nvCT+L»)]  . 


Sostituendo  questo  valore  invece  di  z nell’  espressione  (;),  c indicando  con  la 
caraUeristica  L'  il  logaritmo  naturale  e generale  , nel  mentre  che  L indica  so- 
lamente il  logaritmo  naturale  reale  del  numero  positivo  a,  otterremo  definiti- 
vamente 


"[(-)’  -w- 


1 -t-Ls  . . . . (11). 


Hesulta  da  queita  legge,  che  quando  si  tratta  del  logaritmo  di  un  numero  ne- 
gativo, p essendo  un  numero  inspiri  qualunque  e non  potendo  essere  zero  , il 
secondo  membro  è una  quantità  ideale  o immaginaria ; vale  a dire  che  il  lo- 
garitmo di  un  numero  negativo  è una  quantità  immaginaria , e si  riduce  alla 


quantità  primitiva  ~ • , 


come  tulle  le  quantità  dette  immaginarie.  ( Pedi 


OC  UT  A PAROLA). 

Se  si  tratta  del  logaritmo  di  nn  numero  positivo  , allora  p deve  considerarsi 
come  un  numero  pari  qualunque,  compresoci  lo  zero-,  e allora  questo  logaritmo 
ammette  un' infinità  di  valori , corrispondente  all'infinità  di  valori  arbitrari  che 
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>i  possono  dare  a p,  ma  tra  tutti  questi  valori  uon  ve  ne  è che  uno  solo  reale, 
quello  che  corrisponde  a p c=  o. 

Quello  che  abbiamo  detto  dei  logaritmi  naturali  , li  applica  necessariamente  a 
quelli  di  tutti  gli  altri  sistemi. 

17.  Possiamo  facilmente  dall' espressione  (11)  passare  ad  un’espressione  più  ge- 
nerale di  un  sistema  qualunque  , prendendo  per  base  un  numero  positivo  o ne- 
gativo, reale  o ideale;  ma  la  considerazione  di  una  base  reale  e positiva  basta  a 
tutte  le  applicazioni,  e io  questo  punto  ci  limiteremo  a ciò. 

Un  corollario  importaste  dell' espressione  (11)  è,  che  facendo  successivamente 
p sso,  s ss  1 , si  ottiene 

L — 1 ) 15  1 S 

e,  per  conseguenti,  in  virtù  di  questa  medesima  espressione 

L{(-.)"  )Vl., 

Donde  si  vede  che  il  teorema  semplicissimo  t=>  — 1 ^-t- Lar , 

messo  in  dubbio  dal  Kramp  (Analis.  dei  rifra.  alt.)  è interamente  legato  alla 
natura  dei  logaritmi,  e rientra  nell’oggetto  medesimo  della  loro  teoria. 

18.  La  forma  di  qualunque  quantità  detta  immaginaria,  essendo 

s = ^ — 1 

(Vedi  IstsaoiBAam) , è facile  vedere  che  si  ha 


00  « 

* tssx 


(•*£  v/-1 

K4)v“]| 

Ora,  dallo  sviluppo  (4)  si  ba 

e possiamo  inoltre  osservare,  per  abbreviare  l’espressione,  che 

a 

è lo  sviluppo  dell’  arco  la  cui  tangente  è uguale  a — (Vedi  Targent*.  Vedi 
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*°°  = i •+•  — |~L  («*  ■+•  -+■  yj  —i  • arco . [lang  = j . 

Sostituendo  questo  valore  nell'  equaiione  (7),  verri 
L (^a~\~Pyj  — i^=a~L  -+•  [,'j  — I .arto.  £ lang=eiìj.  . . . (12). 

Il  logaritmo  di  una  quantità  immaginaria  è dunque  ugualmente  immaginario, 
e si  riduce  ancora  alla  semplice  radice  — 1 . 

19,  Se  vogliamo  ottenere  la  legge  fondamentale , la  più  generale  della  teoria 
dei  logaritmi  naturali,  bisogna  introdurre  la  generazione  dell’ unità  negativa  (io) 
nell' espressione  (ta),  e quest’  ultima  legge  diventa  finalmente 

L'  { ("  ')'•  (I+;W  Ì=TL  (■***“) 

— I | P ir-f- are.  £tang=:~J  J ....  (i3). 

Espressione  nella  quale  x ed  y sono  quantità  reali  e positive,  e n sempre  la 
seroicirconferema  del  circolo  il  cui  raggio  è 1’  unità. 

Dando  alle  quantità  x ed  y i valori  particolari  x =0,  y , si  ha 

1/  e=jLl=o,  are.  £tang  = ss  -^-sr, 

e , per  conseguenza  , 

L'{(~')  V— 

donde  si  ottiene  semplicemente  nel  caso  di  p=zo 

Siamo  giunti  a quest' ultima  espressione  con  un  processo  assai  differente.  ( Ve- 
di Istradai.*).  Se  ne  ricava  ancora 


generazione  ideale  del  famoso  numero  n , trovala  in  principio  da  Giovanni 
Bernoulli.  È beile  dedurre  dalla  formula  (i3),  tutte  ('espressioni  singolari  di 
questo  numero  ir , ottenute  dal  conte  di  Faguano. 

20.  Ritorniamo  sopra  le  considerazioni  pratiche  dei  logaritmi.  I Logaritmi  or- 
dinari, o quelli  che  hanno  per  base  il  numero  10,  oltre  le  proprietà  che  gli 
sono  comuni  con  quelli  di  qualunque  altro  sistema , ne  hanno  una  assai  pre- 
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zio»  nell’  aritmetica  decimale , ed  è questa  che  gli  ha  falli  preferire  per  le  ta- 
vole usuali;  siccome  si  esprimono  i logaritmi  di  tutti  i numeri,  eccettuato  quelli 
delle  potente  intere  di  io,  cou  decimali,  i logaritmi  dei  numeri  contenuti  tra 
i e io  saranno  essi  stessi  contenuti  tra  o e i,  quelli  dei  numeri  da  io  a 100 
saranno  tra  i e 2 e cosi  di  seguito.  Si  vede  dunque  che  ciascun  logaritmo  si 
compone  ili  un  numero  intero  e di  un  numero  frazionario  decimale  ; e si  cono- 
sce immediatamente  questo  numero  intero,  al  quale  si  dà  il  nome  di  caratteri- 
stica, poiché  esso  è sempre  minore  di  un'unità  di  quello  delle  cifre  del  numero 
corrispondente  al  logaritmo;  per  esempio  la  caratteristica  o il  numero  intero 
che  entra  nel  logaritmo  di  5348  è 3 perchè  5348  è compreso  tra  1000  e ioooo. 
Cosi  conoscendo  un  logaritmo  si  sa  subito  di  quante  cifre  il  suo  numero  si  com- 
pone, come  subito  si  conosce  la  caratteristica  del  logaritmo  di  qualunque  numero 
proposto.  Ed  è per  questa  ragione  che  le  grandi  tavole  dei  logaritmi  ordinari, 
non  contengono  che  la  parte  decimale  dei  logaritmi. 

Se  le  frazioni  decimali  di  due  logaritmi  sono  uguali  tra  loro,  con  una  carat- 
teristica differente,  ciò  dipende  che  allora  i due  numeri  corrispondeoti  sono  tra 
loro  nel  rapporto  dell'  unità  alla  potenza  di  io  , il  di  coi  esponente  è la  diffe- 
renza delle  caratteristiche,  e che  questi  numeri  sono  identici  rapporto  al  valore 
delle  loro  cifre  prese  isolatamente;  per  esempio,  i numeri  che  hanno  per  loga- 
ritmi 4<3°927^7  e 7,2092737,  sono  16191  e 16191000;  quelli  dei  logaritmi 
3,6517624  e 0,6217624  souo  4485  e 4,4^->-  La  sola  frazione  decimale  fa  dunque 
trovare  le  cifre  del  numero  corrispondente,  e la  caratteristica  indica  quante  cifre 
si  debbono  dare  al  numero  intero  verso  la  sinistra  ; le  cifre  separate  verso  la 
destra  esprimono  delle  frazioni  decimali.  Così  avendo  trovato  clic  un  logaritmo 
la  cui  frazione  decimale  è 8228215 , corrisponde  nelle  tavole  al  numero  665, 
si  avrà  per  questo  ritmerò,  mediante  le  diverse  caratteristiche. 


Logaritmi 

Nonrbi 

0,8228216 

6,65 

■,8228216 

66,5 

2,8228216 

665, 

3,8228216 

665o, 

4,8228216 

665oo, 

5,8228216 

G65ooo, 

ec. 

ec. 

Se  la  caralleriscica  diventasse  — 1,  — a , — 3,  ec.,  il  numero  diventerebbe 
0,665;  o,  o665,  o,  oo665,  ec.  Ma  tutte  queste  particolarità  si  trovano  esposte 
nell' istruzioni  che  accompagnano  le  tavole  dei  logaritmi,  come  più  latamente  si 
troveranno  anche  nel  seguilo  di  questo  articolo. 

21.  Dobbiamo  indicare,  una  difficoltà  che  comparisce  presentarsi  nell'uso  nu- 
merico dei  logaritmi,  e che  possiamo  facilmente  eludere.  Se  si  volesse  operare  la 
moltiplicazione  di  due  quantità,  A e — B si  avrebbe,  servendosi  dei  logaritmi 
di  queste  quantità. 

Log  A -+-  Log  ( — B)  = Log(  — AB), 

c siccome  Log(  — B)  è una  quantità  immaginaria  , sembra  al  primo  aspetto  che 
le  tavole  ordinarie  sieno  insufficienti  per  far  conoscere  il  prodotto  — AB.  Non 
segue  però  cosi,  poiché  questo  prodotto,  considerato  nella  sua  sola  grandezza, 
indipendentemente  da  qualunque  segno  dei  fattori  A e B,  è sempre  AB;  così 
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baita  operare  come  le  le  quantità  A e B fonerò  tutte  Jue  poiitire,  e ti  ha 
allora 

Log  A ■+•  Log  B = Log  AB , 

poi  quando  li  è trorato  il  prodotto  AB,  eoo  l’aiuto  del  iuo  logaritmo,  gli  ai  dà 
il  segno  che  gli  conviene.  Si  opererebbe  ugualmente  per  un  numero  qualunque 
di  fattori. 

23.  La  icoperta  o piuttosto  l' invenzione  dei  logaritmi  ti  deve  al  celebre  Gio- 
vanni Napier  o Nepero,  barone  scozzese  e geometra  assai  distinto,  i di  cui  la- 
vori ebbero  principalmente  per  oggetto  di  rendere  i calcoli  numerici  più  facili 
e più  pronti.  La  maniera  con  cui  egli  considerò  in  principio  queste  funzioni 
importanti,  presenta  qualche  analogia  con  quelle  con  cui  Newton  considerò  la  ge- 
nerazione delle  sue  flussioni , poiché  egli  le  dedusse  dal  paragone  degli  spazj  de- 
scritti da  due  punti  che  si  muovono  sopra  rette  indefinite  , 1'  uno  con  una  velo- 
cità costante,  e I’  altro  con  una  velocità  accelerata.  Questi  spazj  danno  origine  a 
due  progressioni:  la  prima  aritmetica,  la  seconda  geometrica,  e le  proprietà  delle 
due  specie  di  rapporti  che  le  costituiscono,  conducono  esattamente  alle  proprietà 
fondamentali  dei  logaritmi , vate  a dire  che  i termini  della  progressione  aritme- 
tica sono  i logaritmi  dei  termini  corrispondenti  della  progressione  geometrica. 

Dopo  essersi  formato  quest'  idea  dei  logaritmi,  e aver  compreso  tutto  il  partito 
che  si  poteva  ricavare  da  tali  numeri  per  abbreviare  i calcoli,  rimaneva  al  Ne- 
pero il  trovargli,  e ciò  era  la  cosa  più  difficile.  Egli  vi  giunse  intercalando,  co- 
me l'abbiamo  fatto  n.°  7,  una  serie  di  roedii  proporzionali  geometrici  tra  i ter- 
mini principali  della  progressione  geometrica  , e una  serie  di  medii  aritmetici 
Ira  i termini  corrispondenti  della  progressione  aritmetica.  I logaritmi  ai  quali 
giunse  con  questo  processo  si  trovarono  essere  i logaritmi  naturali  , chiamali 
ancora  logaritmi  iperbolici,  perchè  essi  rappresentano  le  aree  dell’ iperbole  equi- 
latera tra  gli  asintoti,  quella  del  quadrato  inscritto  essendo  presa  per  unità. 
( Vedi  QuanaaTuaa). 

Il  Nepero  pubblicò  la  sua  scoperta  nel  1614  in  un'opera  intitolata:  Logarith- 
morum  canonie  detcriptio , seu  arithmeticarum  eupputatìonum  mirabilie  ab- 
breviatio , ec.  Siccome  il  suo  principale  oggetto  era  di  facilitare  i calcoli  trigo- 
nometrici, in  quei  tempi  tanto  lunghi  e tanto  faticosi,  i suoi  logaritmi  non  era- 
no applicati  che  ai  acni,  dei  quali  esso  dava  i logaritmi  per  lutti  i gradi  e mi- 
nuti del  quarto  di  circolo.  Il  suo  metodo  di  costruzione  non  era  punto  descritto  in 
questa  prima  opera,  solamente  prometteva  darlo.  Egli  morì  nel  1616,  avanti  di 
potere  adempire  la  sua  promessa  ; ma  il  suo  figlio.  Koberto  Nepero,  pubblicò  in 
questo  stesso  anno  1’  opera  postuma  di  suo  padre,  sotto  il  titolo  di  Mirifici  lo- 
garithmorum  canonie  constructio  ec.  Ci  si  trovò  subito  lo  sviluppo  del  me- 
todo impiegato  dal  Nepero  per  trovare  i logaritmi,  quindi  l’indicazione  dei  cam- 
biamenti che  ulteriori  riflessioni  I'  avevano  impegnato  a fare  nel  suo  sistema  di 
logaritmi.  Il  Nepero  proponeva  di  scegliere  per  le  due  progressioni  fondamentali, 

1,  io,  100,  1000,  10000,  ec. 
o,i,  a,  3,  4.  «• 

dimodoché  il  logaritmo  di  1 essendo  o,  quello  di  so  fosse  1 , ec.  Questo  è il  si- 
stema dei  logaritmi  ordinari  o tabulari. 

Il  Nepero  ebbe  fortunatamente  un  degno  successore  in  Eurico  Briggs  , profes- 
sore del  collegio  di  Gresham.  Appena  il  Nepero  ebbe  pubblicato  la  sua  prima  ope- 
ra, il  Briggs  andò  a trovarlo  ad  Edimburgo  per  conferire  con  esso.  Egli  fece  ancora 
due  viaggi,  ed  era  sul  punto  di  farne  un  terzo,  quando  la  morte  del  Nepero  ven- 
ne ad  interrompere  il  suo  progetto.  Il  Nepero  gli  aveva  fatto  parte  della  sua  iu- 
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teniione  di  cambiare  la  forma  dei  suoi  logaritmi,  o,  per  meglio  dire,  il  fìriggs  aveva 
avuto  concorrentemente  con  esso  il  medesimo  pensiero.  Il  Nepero  gliene  aveva  rac- 
comandata l'esecuzione  con  istanza:  rosi  il  Rriggs  vi  lavorò  con  molto  impegno, 
poiché  fino  dat  1C18  pubblicò  una  lavota  di  logaritmi  ordinari  dei  mille  primi 
numeri  sotto  il  titolo  di  Logarithmor  um  chilias  prima , come  un  saggio  del  la- 
voro piò  esteso  che  esso  prometteva.  Questo  lavoro  doveva  consistere  in  due  im- 
mense tavole,  una  contenente  lutti  i logaritmi  dei  numeri  naturali,  da  i fino  a 
100000,  e 1’  altra  quelli  dei  seni  e tangenti  per  tutti  i gradi  e centesimi  dì  grado 
del  quarto  dei  circolo.  Questo  zelante  e infaticabile  calcolatore  eseguì  una  parte 
dei  suoi  progetti  ; poiché  esso  pubblicò  a Londra,  nel  162$  , sotto  il  titolo  di 
Arithmcticu  Iogarithmicay  i logaritmi  dei  numeri  naturali  da  1 fino  a 20000,  e 
quindi  da  90000  fino  a 100000:  essi  vi  sono  calcolati  con  quattordici  decimali. 
Questa  tavola  è preceduta  da  una  sapiente  introduzioue,  ove  la  teoria  e I'  uso  dei 
logaritmi  sono  ampiamente  sviluppiti.  C»  si  vede  la  nascita  dei  metodi  d 'inter- 
potagione  \V eiti  questa  parola),  come  pure  un  gran  numero  di  nuove  c inge- 
gnose considerazioni.  Riguardo  alla  seconda  tavola,  il  Briggs  l'aveva  assai  avan- 
zata, ma  la  «norie  lo  prevenne  e gl’  impelli  «li  compirla.  Fu  Enrico  Gallibraml 
elle  la  terminò , e la  pubblicò  sotto  il  titolo  «li  Trigonometria  Britannica  (Loti* 
«Ira,  iG33). 

Non  dobbiamo  qui  omettere  un  altro  cooperatore  zelante  del  Briggs.  Questi  è 
il  Gunlher,  professore  come  esso  al  collegio  di  Gersham.  Nel  mentre  che  il  Briggs 
lavorava  con  arilore  alfa  sua  gran  tavola  di  logaritmi  , il  Gunther  calcolava  con 
ardore  uguale,  e con  i medesimi  principii,  quella  dei  logaritmi  dei  seni  e delle 
tangenti;  e fin  dal  ifiao,  pubblicò,  per  l'utilità  degli  astronomi,  le  sue  tavole  di 
logaritmi  per  tutti  i gradi  e minuti  del  quarto  di  circolo  sotto  il  titolo  di  Canon 
of  triangles.  I logaritmi  vi  sono  espressi  con  sette  cifre.  Queste  tavole  di  seni  e 
tangenti  logaritmiche  essendo  le  prime  che  erano  comparse,  meritano  al  Gunlher 
I’  onore  di  essere  associato  al  Briggs,  come  il  Gallibrand. 

Si  hanno  troppe  obbligazioni,  disse  il  Monlucla.  a quelli  dai  quali  preniliamo 
queste  particolarità,  a questi  primi  promotori  della  leuria  «lei  logaritmi,  per  non 
gettare  alcuni  fiori  sopra  le  loro  tombe  , facendo  conoscere  le  loro  persone  e i 
loro  lavori. 

L’ invenzione  dei  logaritmi  fn  accolta  con  premura  da  tutti  i sapienti  dell’Eu- 
ropa: ma  il  Keplero  c il  libraio  olandese  Vlacq  sono  quelli,  ai  quali  abbiamo  più 
obbligazioni  che  agli  altri,  ti  Keplero  non  solamente  gettò  una  gran  chiarezza  so- 
pra la  teoria  di  questi  numeri , fondandola  unicamente  sopra  quella  dei  rapporti 
geometrici  , ammessa  in  qualunque  tempo,  ina  egli  calcolò  ancora  delle  tavole 
particolari  adattate  al  calcolo  astronomico  allora  in  uso,  e per  corrispondere  alle 
sne  tavole  rodolfine  che  esso  pubblicava.  Il  Vlacq  , non  contento  di  ristampare 
Y Aritmetica  logaritmica  det  Briggs,  appena  «:he  comparve,  ne  diede  una  tra«luzìo- 
ne  francese,  lo  stesso  anno  sfiati,  dopo  aver  ripieno  la  laguna  (astiata  «lai  Briggs, 
di  aoooo  fino  1 90Ot.11.  1 logaritmi  del  Vlatfq  sono  calcolati  fino  a undici  deci- 
mali. Questo  libraio  matematico  diede  iu  seguito,  vale  a dire,  nel  sG3fi,  un  com- 
pendio di  queste  tavole,  il  quale  era  divelluto  il  manuale  trigonometrico  il  più 
comune  fino  al  tempo  in  cui  nuove  tavole  più  corrette  furono  stabilite. 

In  Italia,  il  Cavalieri  sembra  estere  il  primo  che  sbbia  adotlsto  i logaritmi.  Esso 
pubblicò  a Bologna,  nel  i63a  , delle  tavole  estesissime,  nelle  quali  si  trovauo  i 
logaritmi  delle  secanti  e «lei  seni-versi.  La  Francia  deve  le  sue  prime  tsvole  ad 
un  inglese,  Edmoml  Wingate,  il  quale  andò  a pubblicarle  a Parigi  nel  lfia4.  Ma 
ae  i sapienti  francesi  si  limitarono  in  quest'epoca  a profittare  dei  lavori  «(egli 
estranei,  essi  hanno  dopo  concordo  in  una  maniera  attiva  al  perfezionameulo 
■ielle  tavole  dei  logaritmi,  e quelle  che  portauo  il  nome  del  Callet,  pubblicate  da 
Vii.  di  Mot.  l'ol.  VI.  48 
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Firmino  Didol,  sono  al  giorno  di  oggi  ciò  che  elisie  di  più  completo  e di  più 
esalto  in  questo  genere.  Possiamo  vedere  le  particolarità  dei  miglioramenti  suc- 
cessivi di  quest'  opera  nell'  avviso  messo  io  principio. 

Nel  mentre  che  1'  uso  dei  logaritmi  si  estèndeva  continuamente  , e che  le  ta- 
vole acquistavano  , con  le  loro  successive  edizioni  , dei  notabili  perfezionamenti 
sotto  il  rapporto  dell' esattezza  tipografica,  la  teoria  faceva  pochi  progressi,  poi- 
ché non  è che  nel  1G68  che  il  Mercator  diede  la  prima  serie  che  rappresenta  il  va- 
lore del  logaritmo  di  un  numero  qualunque,  o la  prima  generazione  tecnica  co- 
nosciuta dei  logaritmi  naturali.  Questa  serie  é la  segueute  : 


11  Mercator  le  dedusse  dalla  quadratura  dell' iperbola.  Essa  é un  caso  particolare 
dell'  espressione  (4)- 

Per  calcolare  i logaritmi  mediante  1*  aiuto  di  questa  serie,  bisogna  prendere 
per  x dei  numeri  frazionari;  più  essi  sono  piccoli,  più  la  serie  é convergente,  c 
meno  termini  bisognano  per  ottenere  valori  sufficientemente  approssimati.  Per 

esempio,  se  si  fa  xc=  — , essa  dà 


l!  = - ' — 

5 5 i . aS 


3 . 12f> 


4 .~6tó  *c-  • 


e «ducendo  i termini  io  frazioni  decimali , battano  i primi  Jieci  per  atere 

g 

L — cso, i8232i5.  Si  troveranno  egualmente  i logaritmi  di  tutti  i numeri  che  lupe- 
5 


rano  di  poco  l' unità  , e con  la  loro  tcambievole  combinazione  si  dedurrà  quelli  dei 

£ 

8 


• . o 4 

numeri  interi.  Poiché  avendo  il  logaritmo  di  e quello  di  — - , si  avrà  quello 

" j 


di  a , poiché 

T-Lf*L(T)=Ll*L7=L(lxV‘)-L’- 


5 

Avendo  quello  di  a e quello  di  ~ # si  troverà  facilmente  quello  di  io,  poi- 

4 


thè 


L y — i-  3 La  sa  L -t-La’  =sL  ~ h-L  8 ; 

4 4 4 


I = l(Ìx8)=L  l0, 

e cosi  di  segnilo.  Per  passere,  quiudi , dai  logaritmi  naturali,  ai  logaritmi  ordi- 


nari, si  moltiplicherinno  i primi  pel  modulo  o per  la  quantità  costante  — — , 
il  coi  valore  è 

0,43429  44819  o3a5i  82765,  ec. 

Dopo  il  Mercator,  si  sono  trovate  delle  serie  mollo  più  convergenti  e altri  pro- 
cessi mollo  piò  spedititi  ; ma  la  sua  segna  il  primo  passo  del  progresso  nella 
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teoria  dei  logaritmi,  quantunque  il  Newton  «vette  di  gii  scoperto  quella  mede- 
sima serie,  come  pure  molle  altre  , avanti  la  pubblicazione  che  ne  fu  falla  dal 
Merralor , nella  Logarit/imotec/inica-,  poiché  il  Newton  non  aveva  ancora  co- 
municato i tuoi  lavori  sopra  i logaritmi  che  nelle  tue  lettere  ad  Otdenburgo  , le 
quali  non  erano  in  cognizione  del  pubblico. 

Giacomo  Gregory  fu  il  primo  che,  andando  tulle  treccie  del  Newton  e del 
Mercalor,  aggiunte  alla  teoria  dei  logaritmi.  Gli  dobbiamo  particolarmente  le  due 
seguenti  serie  assai  osservabili  , per  mezzo  delle  quali  ti  ottengono  immediata- 
mente i logaritmi  delle  tangenti  e secanti  , senza  aver  bisogno  di  cercare  le  se- 
canti e le  tangenti  naturali.  Sia  a l'arco,  r il  raggio,  y il  quadrante  del  cir- 
colo, si  ha 


Log 


. secante  a = — 


i ja* 

SaSaor1  "**  *C' 


r e*  e‘  6ie7 

Log  . tangente  a = e-+-  — - H-  —y—  -+•  — ; — - ■+•  ec. 

• 6r*  a\r'  ojJ0''8 

nell' ultima  serie,  «=>aa — y.  Per  fare  uso  di  queste  serie,  bisogna  esprimere  gli 
archi  in  parti  del  raggio. 

Dopo  poco  , I’  Halley,  il  Craige,  il  Taylor,  il  Gites  e molti  altri  emetterò  so- 
pra la  teoria  dei  logaritmi  dell’  idee  ingegnosissime  , che  siamo  forzati  passare 
sotto  silenzio-,  ma  fu  1' Eulero  il  quale  uscendo  finalmente  dalle  considerazioni 
geometriche  o puramente  aritmetiche  , stabili  la  teoria  algebrica  di  queste  fun- 
zioni sopra  quella  delle  fuuzioni  esponenziali  , donde  esse  tirano  infatti  la  loro 
origine.  Gli  dobbiamo  le  leggi  fondamentali  (7)  e (8).  Quanto  alle  leggi  (ri)  e (i3), 
esse  appartengono  al  signor  Wrontki  che  ha  definitivamente  classato  i logaritmi 
fra  le  funzioni  derivate  elementari.  { Vedi  Filosofia  delle  Matematiche). 

Non  possiamo  interamente  passare  sotto  silenzio  una  discussione  che  si  elevò 
tra  il  Leibnitz  e il  Bernoulli , e in  seguilo  tra  I’  Eulero  e il  D'  Alembert , «ap- 
porlo ai  logaritmi  dei  numeri  negativi.  Il  Leibnitz  e dopo  di  lui  l'Eulero  soste- 
nevano che  i numeri  negativi  non  hanno  logaritmi  reali,  nel  mentre  che  il  Ber- 
noulli e il  D'  Alembert  pretendevano  il  contrario.  Gli  argomenti  delle  due  parti 
erano  particolarmente  fondati  sopra  la  natura  della  curva  chiamata  logaritmica 
(Vedi  questa  faeola).  Fu  1*  Eutero , il  quale  se  non  risolvette,  almeno  troncò 
la  questione,  riportando  i logaritmi  a funzioni  circolari.  La  legge  fondamen- 
tale (si)  che  abbraccia  tutti  i valori  positivi  e negativi  del  numero  c,  dà  com- 
pletamente ragione  al  Leibnitz  e ali'  Eulero. 

Passiamo  ora  a considerare  le  funzioni  importanti  dei  logaritmi  come  nn  istro- 
mento  di  calcolo,  di  cui  è essenziale  di  rendere  1'  uso  popolare.  Ed  è con  que- 
sto scopo  che  si  dà  la  seguente  tavola,  che,  malgrado  la  sua  poca  estensione,  pre- 
senta immediatamente  i logaritmi  dei  numeri  fino  a 10000  , e gli  dà  fino  a 
1000000  con  l’aiuto  di  una  piccola  operazione  sopra  le  differenze.  1 pri  nei  pi  s 
•Iella  sua  composizione  essendo  i medesimi  di  quelli  delle  grandi  tavole  del  Cal- 
lel  e del  Borda,  le  spiegazioni  che  daremo  sopra  il  suo  uso  potranno  applicarsi 
a quest’  ultime;  ma  si  può  contentarsi  della  nostra  per  tutte  le  questioni  rela- 
tive al  commercio  c all’  iuduslria. 

a3.  I logaritmi  volgari  dei  numeri  interi  si  compongono  di  due  parti:  I’  uoa 
intera,  che  si  chiama  la  caratteristica  , e l'altra  frazionaria , espressa  in  de- 
cimali. La  caratteristica  avendo  sempre  tante  unità  quante  la  parte  intera  del 
numero  ha  cifre  meno  una  , si  omette  ordinariamente  nelle  tavole  , il  che  non 
può  mai  essere  una  causa  di  errore , poiché  I*  ispezione  sola  del  numero  di  cui 
si  cerca  il  logaritmo  fa  conoscere  questa  caratteristica.  Cosi  i logaritmi  dei  oe- 
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meri  da  i fino  a 9 inclusivaracnte,  hanno  zero  per  caralteriflica  ; quelli  dei  nu- 
meri da  io  fino  a 99  hanno  1 ; 2 , da  100  fino  999;  3,  da  100  fino  a 99991  ec. 
Un  numero  qualunque  essendo  duro,  si  conosce  dunque  immediatamente  la  ca- 
ratteristica «lei  suo  logaritmo , e basta  trovare  nelle  tavole  la  parte  frazionaria 
di  questo  logaritmo  perchè  sia  immediatamente  determinato. 

24.  La  tavola  qui  unita  si  coropooe  di  undici  colonne,  intitolate  Nt  o,  1,2, 
3,  \ , 5,  6,  7,  81  9.  La  prima  colonna  a sinistra  , indicata  N , contiene  i numeri 
naturali,  da  100  fino  a 999;  la  seconda  colonna,  segnata o,  offre  i logaritmi  di 
questi  numeri,  o almeno  le  loro  parti  frazionarie,  poiché  le  caratteristiche  non 
ri  si  trovano.  Siccome  ciascun  logaritmo  ha  le  sue  due  prime  cifre  decimali  co- 
muni con  alcuni  di  quelli  che  lo  seguono,  ci  siamo  contentati  di  scrivere  una 
sola  volta  queste  cifre  comuni  in  luogo  di  ripeterle;  dimodoché,  quando  non  si 
trovano  che  quattro  cifre,  nella  colonna  o,  avanti  il  numero  proposto,  bisogna 
fargli  precedere  dal  gruppo  isolato  delle  due  cifre,  il  più  prossimo  risalendo.  Se 
si  domandasse,  per  esempio,  il  logaritmo  del  numero  201,  davanti  il  quale  non 
si  trova,  nella  colonna  o,  che  le  quattro  cifre  3196,  si  scriverebbe  alla  sinistra 
di  queste  quattro  cifre  il  numero  isolato  3o,  che  s'incontra  il  primo  risalendo 
la  colonna;  la  parte  decimale  del  logaritmo  cercato  è mediante  ciò  3o3i96,  e si 
avrebbe,  aggiungendo  la  caratteristica, 

Log  201  =.  2,3o3i9(». 

25.  La  colonna  o non  dà  solamente  i logaritmi  «lei  numeri  da  100  fiuo  a 999, 
ma  ancora  quelli  di  tutti  i numeri  che  sono  multipli  o suramullipli  decimali  di 
questi  primi  ; poiché  si  sa  « he  i numeri  decupli  gli  uni  degli  altri  hanno  dei 
logaritmi,  i quali  non  differiscono  che  per  le  loro  caratteristiche.  Il  numero 
3o3i9G,  che  abbiamo  trovato  per  le  parli  decimali  del  logaritmo  di  201,  è dun- 
que nel  medesimo  tempo  la  parte  decimale  «lei  logaritmi  dei  numeri  2,01,20,1, 

, 2010,  20100,  201000,  ec.,  vale  a dire  che  si  ha 

l.og  a,  01  =0,303196 
Log  20, 1 =1,  303196 
Log  201  =2,  3<>3iq6 

Log  2010  = 3, 3o3i9G 
Log  20100  a^,3o3t()fi 
e<\  = ec. 

e cosi  ugualmente  per  tutti  gli  altri. 

È mediante  questa  proprietà  de»  logaritmi  volgari  che  abbiamo  credulo  non 
dover  «lare  a parte  i logaritmi  dei  numeri  da  1 fino  a 99  , i quali  si  trovano 
compresi  tra  quell»  «lei  numeri  da  100  fino  a 999  C«>sl  per  avere  il  logaritmo 
di  8 o quello  di  80  , si  cercherà  quello  di  800,  e siccome  la  parie  decimale  di 
quest'  ultimo,  data  dalla  tavola  è 90309",  si  avrà 

Log  8 = o,  903090  ; Log  80  = 1 , 903090 , 

lo  generale  tutte  le  volte  che  il  numero  proposto  sarà  più  piccolo  di  100,  gli 
si  aggiungeranno  uno  o due  zeri  a destra,  io  modo  che  esso  diventi  uno  di  quelli 
compresi  nella  colonna  N ; poi  si  darà  una  «^ratteristica . conveniente  alla  parte 
decimale  del  logaritmo  che  si  troverà  nella  colonna  o.  Proponiamoci  per  esem- 
pio di  trovare  il  logaritmo  di  19;  cercheremo  quello  di  190,  che  ha  per  parte 
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decimale  nella  colonna  «ero,  278754  , ed  avremo 
, Log  191=  1,278754. 

26.  Si  vede  da  quello  che  precede,  che  la  colonna  o può  comi  «le  carsi  come 
quella  che  dà  immediatamente  i logaritmi  dei  numeri,  1000,  imo,  ioao,  io3o,  ce. 
Per  avere  i logaritmi  dei  numeri  intermediari  iooi,  1002,  ioo3,  ec.,  1011,  1012, 
ioi3,  ec.  ; 1021,  1022,  ioa3,  ec. , bisogna  ricorrere  alle  colonne  Indicate  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  7,  8,  9;  queste  offrouo  i quattro  ultimi  decimali  dei  logaritmi  dei  nu- 
meri terminati  da  queste  medesime  cifre  1,  2 , 3 , \ , 5 , 6,  7,  8,  9,  vale  a dire 
che  la  colonna  1 corrisponde  ai  numeri  terminati  da  1 , tali  come  1001  , 1011  , 
1021,  io3i,  1041,  ec. , ec.,  che  la  colonna  2 corrisponde  ai  numeri  terminati  da 
2,  tali  come  1002,  1012,  1022,  io3a.  10^2,  ec.,  ec.  , e così  deH'allrc.  Si  diman- 
di, per  esempio  il  logaritmo  di  2475  ; si  cercherà  nella  colonna  N il  numero 
247  , poi  si  premierà  nella  linea  delle  cifre  situate  davanti  questo  numero  le 
quattro  cifre  comprese  nella  colonna  5 , cioè  3575:  si  scriverà  alla  loro  sinistra 
il  numero  3q,  che  si  trova  isolato  nella  colonna  o risalendo,  e si  avrà,  aggiun- 
gendo la  caratteristica  3,  perchè  2475  è compreso  Ira  1000  e 9999. 

Log  2475  = 3,  393575 

La  tavola  presenta  dunque  immediatamente  i logaritmi  di  tutti  i numeri  da  1 
fino  a 10000,  e ciò  l>en  compreso,  è facile  risolvere  le  due  seguenti  questioni, 
alle  quali  possiamo  riportare  tutto  ciò  che  riguarda  il  suo  uso. 

27.  Pboblem.i  I.  Un  numero  qualunque  essendo  dato  trovare  il  suo  Ioga - 
ritmo. 

Se  il  numero  non  ha  che  quattro  cifre  significative , si  cercheranno  le  tre  pri- 
me nella  coloutia  N , poi  si  segnerà  con  1*  occhio  la  linea  sopra  la  quale  si  sa- 
ranno trovate,  fino  a tanto  che  si  sia  nella  colonna  che  porla  per  indice  la  quarta 
cifra.  Le  quattro  cifre  o figure  che  sono  in  quest*  ultima  colonna,  e nell*  allinea- 
mento delle  tre  prime  cifre  del  numero  dato,  sono  i quattro  ultimi  decimati  del 
logaritmo  cercato.  Quanto  alle  due  prime,  si  troveranno  nella  colonna  o,  ove  esse 
sono  isolate  mediante  un  punto,  tanto  immediatamente  davanti  le  tre  prime  ci- 
fre del  numero,  quanto  risalendo  fino  al  primo  gruppo  isolato  delle  due  cifre 
che  s*  incontrano  al  di  sopra  del  loro  allineamento.  Sia,  per  esempio,  il  numero 
7568  di  cui  si  domanda  il  logaritmo;  si  cercherà  750  nella  colonna  N,  e,  per- 
correndo la  linea  del  numero  756,  ci  arresteremo  alla  colonna  segnata  8,  nella 
quale  si  troverà  8981  ; queste  cifre  sono  i quattro  ultimi  decimali  del  logaritmo 
di  7508.  Per  avere  le  due  prime,  esamineremo  se  nella  colonna  o nell*  allinea- 
mento di  756,  si  trovano  due  cifre  isolate  dall*  altre  mediante  un  punto,  e sic- 
come non  se  ne  incontrano,  si  risalirà  fino  alle  prime  cifre  isolate,  le  quali 
sono  87;  la  parte  decimale  del  logaritmo  è dunque  878981,  e non  rimane  da 
dargli  che  una  conveniente  caratteristica.  Nel  caso  del  numero  intero  7508,  que- 
sta caratteristica  sarebbe  3;  essa  sarebbe  2 se  il  numero  fosse  756,8;  1,  se  esso 
fosse  75,68;  e finalmente  o,  se  esso  fosse  7,568  Inseguito  esamineremo  quali  ca- 
ratteristiche si  debbono  dare  ai  numeri  interamente  frazionari  o più  piccoli  del* 
r unità  , tali  come  0,7568  , 0,07568,  ec. 

28.  Se  il  numero  proposto  ha  meno  di  tre  cifre  significative,  si  troverà  il  sno 
logaritmo  per  metto  della  sola  colonna  o,  come  Pahbiamo  indicato  sopra. 

29.  Qualunque  sia  il  numero  «logli  zeri  rbc  terminano  un  numero  dato,  pur- 
ché esso  nou  abbia  più  di  quattro  cifre  significative,  si  troverà  dunque  imme- 
diatamente il  suo  logaritmo  nella  tavola.  Per  esempio  , se  invéce  del  numero 
7568  si  trattasse  del  numero  756800,  la  parte  decimale  del  logaritmo  sarebbe 
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sempre  siala  878981;  solamente  si  sarebbe  preso  5 per  caratteristica , peri  hè 
766800  ba  sei  cifre  intere. 

3o.  Quamlo  il  nomerò  ha  più  di  quattro  cifre  aignificative  , la  tarola  non  pre- 
senta immediatamente  il  suo  logaritmo,  ma  possiamo  trovarlo  col  calcolo  seguen- 
te: sia  a5568G  il  numero  proposto;  separiamo  con  una  virgola  le  quattro  prime 
cifre  a sinistra,  e consideriamo  per  un  momento  le  cifre  rimaste  a destra  come 
decimali  , si  tratterà  allora  di  trovare  il  logaritmo  di  a556,86.  Cominciamo  dal 
cercare  il  logaritmo  di  2556,  e prendiamo  nel  medesimo  tempo  quello  del  numero 
immediatamente  più  grande  2^57;  troveremo  operando  come  abbiamo  delio,  e 
senza  tener  conto  delle  caratteristiche, 

Log  3557  4°77^z 

Log  a556  4°7^' 

Differenza  = 170 


Ora,  diremo,  se  la  differenca  di  un'  unità  Ira  i numeri  porta  una  differenza 
•li  170  tra  i logaritmi  , qual  sarà  la  differenza  di  questi  ultimi  quando  quella 
dei  numeri  non  sarà  che  0,86,  cioè  stabiliremo  la  proporzione 

1 : 170  = 0,86  : x\ 

donde 

x = 1 70  X o,  86=  >46,3. 


Cosi,  aggiungendo  1 40  al  logaritmo  di  3556,  otterremo  per  la  parte  decimale 
del  logaritmo  di  3556,86,  ovvero,  ciò  che  è la  medesima  cosa,  del  logaritmo  di 
255686,  il  numero  4n77°7  > «d  avremo  per  couseguenza 

Log  355686=5,407707. 

Proponiamoci  per  sccoudo  esempio  il  numero  4. 85635i).  Avendolo  scritto  come 
segue:  4856,359,  cerchi  remo  nella  tavola  i logaritmi  di  4^7  c di  4^56,  il  che 
ci  darà 

Log  4857 686368 

Log  4856 686279 


Differenza  = 98 

Moltiplicando  la  didcrcuza  89  per  0,359,  avremo 


89X0.359=31,951; 

questa  differenza  3i,q5i,  essendo  più  vicina  a 32  che  a 3t  , aggiungeremo  32 
al  logaritmo  di  4856,  ed  avremo,  sempre  astraziooe  fatta  dalle  caraneristiche. 

Log  4^56,  35q 6863 1 1. 

Ora  , il  numero  proposto  essendo  4*856359  , la  caratteriatica  del  suo  logaritmo 
è o , cosi 

Log  4,856359  = o, 6863 11.  ( 

Nelle  grandi  tavole  dei  logaritmi,  le  differenze  formano  un’  ultima  colonna  che 
non  avremmo  potuto  introdurle  nella  nostra  senza  troppo  complicarla  ; ma  ba- 
sta un  poco  di  abitudine  per  prendere  queste  differente  con  l'occhio  ed  evitare 
la  pena  di  scrivere  i due  logaritmi  che  comprendono  il  logaritmo  cercalo. 
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3i.  Quando  il  numero  dato  è una  frazione  , ii  odiane  il  «no  logaritmo,  sot- 
Iraendo  il  logaritmo  del  iuo  denominatore  da  quello  del  suo  numeratore.  Questa 
sottrazione  uon  polendo  effettuarsi  in  tulli  i oasi  in  cui  la  frazione  è più  pic- 
cola dell'unità,  bisogna  allora  eseguire  l'operazione  inversa,  vale  a dire  sottrarre 
il  logaritmo  del  numeratore  da  quello  del  denominatore  e dare  il  segno  — al 
resultamculo ; si  ottiene  cosi  un  logaritmo  interamente  negativo , di  cui  nou  bi- 
sognerà perdere  di  vista  la  significazione,  in  tulli  i calcoli  iu  cui  si  può  farlo 


entrare.  Si  abbia  da  trovare,  per  esempio,  il 


logaritmo  di  — , 


si  avrà 


Log  i3  i,ii3o$3 
Log  8 = o,yo3ogo 


Dunque  avreinu 


Differenza  = o,aio853. 

, 8 

Log  --  = — o,  aic>853. 


3a.  Possiamo  ancora  esprimere  in  due  altre  maniere  i logaritmi  delle  frazioni 
più  piccole  dell'  unità,  dando  una  significazione  particolare  alla  caratterisliea. 
Per  quest'  effetto  , si  aggiunge  alla  caratteristica  del  logaritmo  del  numeratore 
abbastanza  unità  perché  la  sottrazione  sia  possibile  , ordinariamente  io;  ne  re- 
sulta che  il  logaritmo  della  frazione  è un  numero  interamente  positivo  , ma  di 
cui  la  caratteristica  c più  grande  che  essa  non  dovrebbe  essere  ; dimodoché  do- 
po avere  impiegalo  questo  logaritmo  nei  calcoli  qualunque,  bisogna  tener  conto, 
per  il  resultamelo  finale,  deli'  eccedente  della  caratteristica.  Nel  raso  della  frazio- 


ne 


8 

n 


aggiungeremo  so  alla 


caratteristica  del  logaritmo  di  8 , e la  sottrazione 


darebbe 


io,  go3ogo 
i,  I i3943 


Differenza  = 9,78914?  ; 

donde  avremmo 

. 8 „ . 

Log - = 9.789147. 

Il  punto  situato  dopo  la  caratteristica  9,  invece  di  una  virgola  , indica  che 
quest'  ultima  caratteristica  è troppo  grande  di  dieci  unità. 

Se  si  vnole  sottrarre  immediatamente  le  dieci  unità  di  cui  la  caratteristica  9 
è troppo  grande,  resta  nna  caretterislica  negativa  — 1 , e la  parte  decimale  del 
logaritmo  rimane  positiva  : si  esprime  questa  circostanza  col  segno  — situato 
al  di  sopra  della  caratteristica,  come  segue: 

8 

i3  53  ’’  709i47' 

1 tre  logaritmi 

. —o,aio753,  9.789147,  1,789147, 

appartengono  dunque  alla  medesima  frazione  ~ , ed  è soltanto  la  facilità  che 
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può  risultarne  nel  jeguilo  dei  calcoli,  che  li  deve  conniltar*  per  acegliere  Ira 
loro. 

Se  la  frazione  propórla  fo*«e  decimale,  si  potrebbe  operaie  nell..  stessa  ma- 
niera, illllbilemK)  il  *•»<>  deirommatore.  Sia,  per  esempio,  o,«>8G  questa  trazione 

. ^ • i* 

è (a  medesima  cosa  dì  — - » e,  quindi 

iouo  , 

Log  1000=  3,oooooo 
Log  8(3  = 1,  yS'j'i  98 

Differenza  e=  i,o655o2. 

Co»i  si  ottiene 

Log  «>,<>86  «sa  — 1,060502. 

Se  vogliamo  il  logaritmo  sotto  un  i forma  positiva,  si  ut  tiene,  aggiungendo  io 
alla  caratteristica  del  logaritmo  di  80, 

1 

3,oooooo  t . • 

Differenza  = 8,  «>34498  3 

donde  si  deduce 

Logo,o8Gs=8  93449Ri  « Logo,o8G  = 3,934498. 

Possiamo  giungere  immediatamente  a quest* ultimi  resultameli! i mediante  uno» 
servanone  semplicissima:  la  piirte  decimale  del  logaritmo  di  un  11  u mero' «li  cui 
le  sole  cifre  significative  sono  8G,  essendo  q34 4i)^  •»  *e  questo  numero  è 8G,  il  sin» 
logaritmo  è >t0344oRi  se  esso  è solamente  8,  G,  il  suo  logaritmo  diventa  o,q3449R‘ 
e siccome  la  sua  caratteristica  deve  sempre  «liroinuire  di  un'  unità  a misura  che 
il  numero  diventa  «licei  volte  più  piccolo,  è evidente  clic  si  ha,  la  parte  deci- 
male del  logaritmo  rimanendo  sciupi  e positiva, 

Log  o,8Ge=a  1,934498  » M • 

Log  0,086  2,934498 

Log  o,oo8G  t=  3,934498 
ee.  t=s  ec. 

Così,  per  trovare  il  logaritmo  di  una  frazione  decimale  senta  interi,  bisogna 
fare  astrazione  dagli  zeri  che  precedono,  a sinistra,  le  cifre  significative;  cercare 
nella  tavola  l.i  parte  decimale  dei  logaritmo,  come  se  le  cifre  significative  espri- 
messero degl’  interi , e dare  per  caratteristica  negativa  un  numero  di  unità 
uguale  a quello  «logli  zeri  tolti.  In  questo  modo  si  vede  sul  momento  che  il  loga- 
ritmo di  o,oooo8G  è 5,q344d8.  Se  si  vuole  avere  un  logaritmo  positivo  , si  so- 
stituisce alla  curai teristica  negativa  il  suo  complemento  aritmetico  o la  sua  dif- 
fcrenza  con  io,  astrazione  falla  «lui  suo  segno,  c bisogna  allora  rammentarsi  che 
la  nuova  caratteristica  è troppo  grande  di  dicci  unità. 

33.  Problema  11.  Un  logaritmo  essendo  dato , trovare  il  numero  a cui  esso 
appartiene. 
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Lasciando  in  principio  da  parie  la  cara! Ieratica  , «i  cercherà  nella  colonna  o, 
nel  pollo  dei  grappi  di  due  cifre , le  due  prime  figure  della  parie  decimale  del 
logaritmo;  avendole  trovate,  ai  cercheranno  le  quattro  ullirae  figure  del  logarit- 
mo tra  i numeri  di  quattro  cifre  che  lono  in  questa  medesima  colonna  o,  a par- 
tire da  quelli  che  ai  trovano  in  faccia  delle  due  prime  figure  e discendendo,  se 
si  trovauo  queste  quattro  ultime  figure,  il  numero  situato  sul  loro  allineamento 
nella  colonna  N conterei  le  cifre  significative  del  numero  domandalo,  e non  ri- 
marrà che  da  completarlo  con  degli  o,  o dividerlo  mediante  una  virgola,  secon- 
do la  grandezza  della  caratteristica. 

Si  abbia,  per  esempio,  da  trovare  il  numero  il  cui  logaritmo  è 2,  igfigoo;  aven- 
do trovato  le  due  prime  figure  19  nelle  cifre  isolale  della  colonna  o,  ai  scen- 
derà fino  a Unto  che  si  sia  incontrato  in  questa  medesima  colonna  le  quattro 
ultime  figoo,  e osservando  allora  che  queste  sono  situate  nell  allineamento  del 
numero  i57,  se  ne  concluderà  che  le  cifre  significative  del  numero  cercato  sono 
157.  Ora  la  caratteristica  essendo  2,  il  numero  cercato  deve  avere  Ire  figure 
agli  interi:  dunque  questo  numero  è i57.  Se  la  caratteristica  fosse  3,  il  numero 
sarebbe  dieci  volte  più  grande  , cioè  i57o;  come  sarebbe  «57no  se  la  caratteri- 
stica fosse  4,  e co.l  in  seguito.  Per  la  medesima  ragione.il  numero  non  sarebbe 
che  i5,7  ovvero,  i,57  se  la  caratteristica  fosse  1 ovvero  o. 

24  Quando  non  si  trovano  nella  colonna  o le  quattro  ultime  figure  del  loga- 
ritmo , bisogna  arrestarsi  a quelle  le  quali  se  ne  avvicinano  il  più  , in  meno, 
quindi  seguitare  il  loro  allineamento  nell’ altre  colonne  .,  a,  3,  ec. , per  ricono- 
scere se  vi  si  scoprono  queste  quattro  figure.  Nel  caso  io  cui  nou  si  trovassero, 
il  numero  cercalo  non  avrebbe  che  quattro  cifre  significative,  d.  cu.  le  tre  pri- 
mc  sono  nella  colonna  » , sul  medesimo  allineamento , e di  cui  1 ultima  , a de- 
stra è data  dall’indice  della  colonna  nella  quale  si  è riscontrato  le  quattro  ul- 
time figure  del  logaritmo.  Si  domandi,  per  esempio  , il  numero  il  cui  logaritmo 
è o,g37367?  Uopo  aver  trovato  nella  colonna  o le  due  prime  figure  g3,  si  co- 
roincerà  da  cercare  in  questa  colonna  le  quattro  ultime  73G7  , e siccome  il  nu- 
mero più  vicino  in  meno  ebe  ci  si  troverà  è 7016  , si  seguirà  l allineamento  di 
quest’ ultime  nell’ altre  colonne,  e si  troverà  73G7  nella  colonna  segnata  8;  os- 
servando che  sopra  questo  allineamento  risponde  il  numero  865  nella  colonna  IN , 
si  scriverà  8 alla  destra  di  questo  numero  e si  avrà  8658;  questo  e il  numero 
che  si  trattava  di  trovare.  Osservando  che  esso  non  deve  avere  che  una  sola  cifra 
agli  interi,  perchè  la  caratteristica  è o,  si  scriverà,  8,658. 

35.  Se  le  quattro  ultime  figure  del  logaritmo  non  ai  trovano  ne  nella  colonna 
o nè  nell' altre  colonne  i,  a,  3,  ec. , il  numero  domandato  non  è compreso  nei  li- 
miti  della  tavola  , e immediatamente  non  possiamo  trovare  che  le  sue  quattro 
prime  cifre  significative,  arrestandosi  al  logaritmo  che  si  avvicina  in  meno  «1  lo- 
garitmo proposto.  Sia  per  esempio,  il  logaritmo  o,407i5o;  è facile  riconoscere 
che  questo  logaritmo  è tra  i logaritmi  o,497<*»  « °4972°6  •>  1 cu.  numeri  cor- 
rispondenti dati  dalle  tavole  sono  3»4*  < « 3.4a,  ovvero  3 ,4.  « 3,.4a  avendo 
riguardo  alle  caratteristiche.  Sappiamo  così  sul  momento  che  il  numero  . man 
dato  è maggiore  di  3,i4t  e minore  di  3,i4a  , dimodoché  posiamo  prendere  1 uno 
o P altro  di  questi  numeri  pel  suo  valore  approssimato  a meno  d.  un  millesimo 
di  unità  presso  a poco.  Quando  vogliamo  avere  .in' approssimazione  maggiore, 
ovvero  che  ai  domandi  sei  o sette  cifre  significative,  bisogna  eseguire  sopra  le 
difierenze  dei  logaritmi  un'  operazione  inversa  da  quella  rhe  abbiamo  '"dica  o 
sopra  ( n 0 3o  ) e a quest’  effetto  bisogna  cominciare  dal  procurarsi  la  dittc- 
renza  tra  il  logaritmo  proposto  e il  logaritmo  della  tavola  che  si  avvicina  1 
pii.  in  meno , come  pure  la  differenza  di  quest’ultimo  con  quello  che  lo  se- 

- 49 


Dii.  di  Mal.  Voi.  I l- 
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gue  ironieilutiiir.ciilc  nell»  tamia.  Atremo  sempre,  astrazione  falla  il, alle  rarat- 


lerislicbe. 

Log  proposto 497  >5° 

Log  3 1 4 497°6® 

Differenra  = 8z 

Log  3 1 4 a 4972oC 

l«ng  3i 4 1 4970*58 

Differenza  = i38 


Ciò  fallo,  si  liete  ilire:  se  una  differenza  ili  i38  Ira  i logaritmi  dà  un'unità 
ili  differenza  Ira  i numeri  , che  darà  la  differenza  8a  ? si  porrà  dunque  la  pro- 
porzione 

i38  : i a 8i  : x ; 

donde  arrestandoci  alla  tersa  decimale. 

Ha 

X==  738  C=0’5°'- 

Co»),  il  logaritmo  proposto  497(5°  è quello  del  ouruero  3 1 4 1>^04  « ° a motivo 
della  caratteristica  o,  quello  del  numero  3,i4i594* 

È inutile  di  proseguire  la  divisione  delle  differenze  più  lungi  della  terza  de- 
cimale , perchè,  con  logaritmi  a sei  decimali,  non  possiamo  ottenere  , nei  casi 
i più  favorevoli,  che  sette  cifre  significati  ve  esatte;  generalmente,  dovremo  li- 
mitarsi ai  due  primi  decimali,  e per  conseguenza  a sei  cifre  significative. 

36.  Se  la  caratteristica  del  logaritmo  proposto  fosse  negativa,  si  procederebbe  nella 
medesima  maniera  nella  ricerca  delle  sei  o selle  cifre  significative  del  numero, 
poi  si  scriverebbe  affa  sinistra  di  queste  cifre  tanti  zeri  quante  unità  ha  la  ca- 
ratteristica, e si  meltereblie  la  virgola  dopo  il  primo  zero.  Nel  caso,  per  esempio, 

in  cui  il  logaritmo  precedente  fosse  italo  4 «•  4l>7 1 invece  di  o,  397i5o,  si  sa- 

rebbero scritti  quattro  zeri  alla  sinistra  delle  selle  cifre  significative  trovate 
3t4i^94>  c dopo  aver  posto  la  virgola  alla  destra  del  primo,  ti  sarebbe  avuto  la 

frazione  o,ooo3i4 iSqf  per  il  numero  il  cui  logaritmo  è 4i497i^°*  ^ caso  di  una 
caratteristica  complementaria  si  riporta  sempre  a quello  di  una  caratteristica  ne- 
gativa, e non  presenta  per  conseguenza  veruna  difficoltà. 

37.  Finalmente  , se  il  logaritmo  proposto  fosse  interamente  negativo  , si  cer- 
cherebbe nella  tavola,  come  se  esso  fosse  positivo,  e dopo  aver  trovato  il  numero 
corrispondente,  si  farebbe  di  questo  numero  il  denominatore  di  una  frazione,  alla 
quale  ti  darebbe  F unità  per  numeratore.  Si  abbia  da  trovare  il  numero  del  lo- 
garitmo — o,aro853.  Cercando  nella  tavola  il  logaritmo  o,aio853  , si  trova  rlie 
esso  corrisponde  al  numero  i,G25,  e se  uc  conclude  che  la  frazione  cercala  c 

1 1000  ...»  8 

— •prsm  > ovtero  —,  la  quale  si  riduce  a ~ . 

1,625  1G25  i3 

Per  persuadersi  di  questa  regola,  bisogna  osservare  che  indicando  con  x il  nu- 
mero il  cui  logaritmo  c — or,  si  Ita 

I0*m  s=a  ;t. 
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Ma 


coti  >i  ottiene 


Ora,  se  £ è il  uumero  il  cui  logaritmo  è -t-w,  si  ha -ancora 

iomc=x; 


dunque 


Quando  vogliamo  ottenere  in  cifre  decimali  la  frazione  corrispondente  ad  uu 
logaritmo  negativo,  bisogna  sottrarre  questo  logaritmo  da  quello  dell'unità,  c 
siccome  quest'ultimo  è zero,  si  aumenta  di  io  la  sua  caratteristica,  il  che  con* 
duce  ad  un  logaritmo  tutto  positivo,  ma  la  cui  caratteristica  è complementarità 
vale  a dire  troppo  grande  di  dieci  uuilà  (n.°  32).  Il  logaritmo  che  abbiamo 
considerato  — o,  2io853,  trattato  in  que|lo  modo,  dà 


i o, oooooo 
o,2io853 

' 9 789*47 

ovvero  ancora  1,789147,  ponendo  invece  della  caratteristica  compie  menta  ria  una 
caratteristica  negativa.  Quest1  ultimo  logaritmo  cercalo  ( 11. 0 3G)  nella  tavola  so  ni- 
ni iuistra  il  numero  o,6i5385;  cosi 

8 

— se  o, Gì 5385  : 
i3 


il  cbe  è esatto,  a meno  di  un'unità  presso  a poco  sull1  ultima  decimale. 

Si  vede  che  tutto  si  riduce  a prendere  il  complemento  aritmetico  ( Vedi  Com- 
flbm erto)  del  logaritmo  proposto,  e a considerare  la  caratteristica  del  resulta- 
mento  come  una  caratteristica  compì ementaria  (n.°3a).  Del  rimanente,  questa 
trasformazione  è legata  con  le  proprietà  dei  logaritmi  esposte  antecedentemente. 
Quanto  all'uso  dei  logaritmi  nei  calcoli,  vi  sono  pochi  articoli  di  questo  dizio- 
nario ove  non  se  ne  trovino  degli  esempj,  il  che  ci  dispensa  di  darne  in  questo 
punto  dei  particolari,  il  nostro  oggetto  essendo  stalo  di  spiegare  la  composizio- 
ne e I1  uso  della  nostra  tavola. 

Se  si  avesse  bisogno  di  conoscere  il  logaritmo  naturale  o iperbolico  di  un  nu- 
mero dato,  bisognerebbe  moltiplicare  il  logaritmo  volgare  di  questo  numero,  tro- 
valo nella  tavola,  per  il  fattore  costante  2,3o2585o93,  il  prodotto,  ridotto  a sei 
decimali,  sarebbe  il  logaritmo  naturale  domaudalo.  Reciprocamente,  per  trasfor- 
mare un  logaritmo  naturale  dato  in  logaritmo  volgare  , si  dividerebbe  per  il  me* 
desialo  fattore,  ovvero,  ciò  che  equivale  al  medesimo,  si  moltiplicherebbe  per 
il  modulo  0,434294482  (Tedi  n.°  7). 

Prenderemo  quest1  occasione  per  far  conoscere  una  generazione  per  mezzo  delle 
fatloriclle,  che  crediamo  nuova,  della  base  dei  logaritmi  naturali , di  questo  nu- 
mero e,  tanto  degno  di  osservazione  per  la  sua  generazione  teorica  primitiva 
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interamente  ideale, 


LOG 


-W- 


Indicando  con  jr , come  è 1’  uso  , il  rapporto  del  diametro  alla  circonfereoia , 
ovvero  il  numero  3,  i^iSgat» abbiamo 

v~ V-1  I~ 


v-. 


Lo  sviluppo  Ji  quest'espressione,  mediante  il  binomio  delle  fattorieHe,  di  la 
serie  singolare 

I (I-+-1T») 

* = A„+A1.-^A1L_r_ 


A, 


(H-n^Kr-M**) 


( i-t--*)(i-4-4sra)(i-4-<)rr’  ) 


ss  A, 


(i-t-sr*)(i-t-4  rrJ)(M-9  jr*)(t-+-iG jt* ) 


•4*  ec. 

nella  quale  i coefficienti  numerici  A„,  A,,  A»,  ec. , sono: 
A.esa,  A,=3,  kt‘aa  ~~ , ec. 

In  generale, 

, f*l  3 -4-2  “I3  _ 
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LOGISTICA.  (Geom.  ).  Nome  che  in  principio  è stato  «lato  alla  curva  della  logo- 
ri t mica  e il  quale  non  è più  in  oso. 

Si  chiama  Logaritmo  logistico , I*  eccesso  «lei  logaritmo  ordinario  di  36oo"  , 
sopra  il  logaritmo  di  un  numero  di  secondi.  L’uso  principale  dei  logaritmi  lo- 
gistici è di  poter  calcolare  più  prontamente,  col  loro  mezzo,  il  quarto  termine 
di  una  proporzione  di  cui  il  primo  è 60  minuti  o 36oo"  , il  che  succede  conti* 
nu  «mente  nell'  astronomia.  Non  si  Ita  che  una  sola  addizione  da  fare,  perchè  nelle 
tavole  di  questi  logaritmi,  quello  di  36oo"  è zero. 

LONG  (Roggero),  matematico  inglese,  nato  nel  1680  e morto  nel  1770,  fu  profes- 
sore di  astronomia  nell'  università  di  Cambridge.  Costruito  aveva  nel  1765  io 
una  sala  dal  collegio  di  Pemhroke  uri  globo  celeste  di  18  piedi  di  diametro,  di- 
sposi o in  modo  che  un  osservatore  posto  nel  centro  di  es*o  vedeva  le  costella- 
zioni* lo  zodiaco,  le  orbite  dei  pianeti,  ec.,  mentre  tutto  veniva  posto  in  movi- 
mento per  mezzo  di  ruote.  Sembra  che  sia  la  macchina  più  grande  di  tal  genere 
che  sia  stata  mai  fatta  (Vedi  Lalande,  Bibliografia  astronomica , psg.  35o).  Long 
ha  pubblicato:  I Astronomy , Cambridge,  ij4*v  2 in-/j  ; Il  Descriplion  and! 
use  of  slidi ng  ruU\  e vari  altri  opuscoli. 

LONG1METRIA  (Geom.)  Parte  della  geometria  pratica  che  ha  per  oggetto  la  mi- 
sura delie  lunghezze  o delie  distanze,  tanto  accessibili,  quanto  inaccessibili. 

La  longimctrta  t come  I ' alt  ime!  ria  e la  planimetria  non  sono  che  suddivisioni 
ùe\V  agrimensura  y e queste  diverse  deuominationi  sono  molto  invecchiate. 

tONGITUDiNE.  (Geogr.  ).  Distanza  del  meridiano  di  un  luogo  terrestre  da  nn 
meridiano  fìsso  che  si  cousidera  come  il  primo.  Questa  distanza  si  misura  col- 
' Parco  dell' equatore  compreso  tra  i due  meridiani.  Vedi  Latitddiivb. 

La  scelta  del  primo  meridiano  essendo  del  tùlio  arbitraria,  i geografi  di  cia- 
scuna nazione  sono  lungi  dall’  essersi  accordati  su  questo  punto;  il  che  del  resto 
è assai  indifferente,  perchè  è chiaro  che  si  conoscerà  la  longitudine  di  un  punto 
della  terra  quando  sarà  nota  )«  posizione  del  suo  meridiano  rapporto  al  meri- 
diano di  qualunque  altro  punto  determinato.  Co»ì,  le  longitudini  riferite  , per 
esempio  , al  meridiano  di  Londra,  potranno  riferirsi  facilmente  al  meridiano  di 
Parigi,  perchè  la  distanza  equatoriale  o la  differenza  di  longitudine  di  questi 
due  meridiani  è nota. 

Còme  già  abbiamo  detto  piu  volte,  la  posizione  di  un  punto  sulla  superficie 
della  terra  è interamente  determinata  quando  si  conosce  la  sua  latitudine  e la 
sua  longitudine  : ma  se  la  latitudine  può  sempre  trovarsi  senza  difficoltà  , non 
può  dirsi  altrettanto  della  longitudine  , la  cui  ricerca  forma  il  problema  il  piu 
importante  della  geografìa  matematica,  è soprattutto  della  scienza  della  naviga- 
zione. Lino  dai  priori  tempi  dell1  astronomia  fu  riconosciuto  che  il  quesito  di 
determinare  la  differenza  di  longitùdine  tra  due  punti  della  terra  si  riduceva  a 
quello  di  osservare  le  ore  differenti  che  segnatisi  iu  quelli  due  punti  in  un  me- 
desimo istante. 

Infatti,  siccome  per  un  punto  della  terra  è mezzogiorno  quando  il  sole  passa 
pe)  suo  meridiano,  due  punti  terrestri  qualunque  non  possono  avere  la  stessa  ora 
nello  stesso  istante  assoluto,  se  non  hanno  lo  stesso  meridiano,  perchè  se  il  primo 
punto  è all1  oriente  del  secondo,  il  mezzogiorno  giunge  per  esso  più  presto  che  per 
l'altro;  mentre,  se  trovasi  all1  occidente  , quando  per  esso  è mezzogiorno,  per 
l'altro  il  mezzogiorno  è già  passato.  Ora,  se  si  sa,  per  esempio,  che  nell’ istan- 
te in  cui  è mezzogiorno  ptd  primo  non  sono  accora  che  io  ore  della  mattina 
pel  secondo,  si  può  concludere  che  il  sole  impiega  una  durata  di  tempo  di  dvie 
ore  per  passare  da  un  meridiano  all'altro.  Ma  il  sole,  eseguendo  la  sua  rivolu- 
zione diurna  in  2$  ore,  o percorrendo  in  24  ore  un  circolo  parallelo  all'equa- 
tore, percorre  in  due  ore  la  dodicesima  parte  di  questo  circolo,  vale  a dire  un 
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arco  eguale  al  dodicesimo  ili  36o°,  cioè  un  areo  di  3o°,  dunque  le  longitudini 
dei  due  meridiani  differiscono  di  3o° , perché  I’  arco  del  circolo  parallelo  de- 
scritto dal  sole,  e che  si  Irosa  compreso  tra  i meridiani , ha  lo  stesso  numero  di 
gradi  dell’arco  dell'equatore  intercetto  tra  questi  meridiani,  poiché  'due  meri- 
diani qualunque  tagliano  necessariamente  1'  equatore  e tulli  i circoli  che  gli  tono 
paralleli  in  parli  proporsionali.  Dunque, ac  ai  aceglie  per  primo  meridiano  quello 
in  cui  è metiogiorno,  ai  difà  che  la  longitudine  del  punto  terrestre  che  ha  il 
aeeondo  meridiano  è di  3o°,  e che  è Occidental e.  Fuceudo  una  scelta  inserta  , la 
longitudine  sarà  sempre  di  3o°,  ma  sarà  invece  orientate. 

Il  queailo  della  longitudine,  considerato  sotto  questo  punto  di  rista  , gì  riduce 
dunque  a determinare  l’ora  che  è al  primo  meridiano  nel  momento  di  un’ora 
osservata  setto  no  altro  meridiano  , quesito  divenuto  ai  celebre  sotto  il  nome,  di 
PaosLsua  DILLI  LoZGITODIZI. 

Sebbene  i nostri  limiti  non  ci  permettano  di  entrare  in  tutte  le  particolarità 
che  ineriti  questo  importante  problema,  cercheremo  almeno  di  dare  un’idea  dei 
diversi  melodi  proposti  per  la  tua  soluzione.  La  prima  idea  cheti  presenta  è di 
regolare  un  buono  orologio  sull’ora  del  primo  meridiano,  o di  qualunque  altro  la 
cui  potutone  rapporto  al  primo  aia  nota,  e di  trasportarlo  nei  luoghi  dei  quali 
vu<d  conoscersi  la  longitudine.  L’  ura.di  questi  luoghi  , trovala  facilmente  me- 
diante 1’  osservazione  dell’ alleala  del  sole  o di  una  stella  ( 'Vedi  Osa)  , confron- 
tala con  quella  che  segna  l’orologio  nel  momento  dell*  osservazione,,  farà  cono- 
scere la  differenza  delie  ore  e conseguentemente  quella  delle  longitudini.  Ma  que- 
sto mezzo  si  semplice  ed  oggigiorno  si  praticabile,  per  effetto  degl’  immensi  per- 
fezionamenti dell’orologeria,  era  del  tutto  illusorio pei  primi  navigatori:  gli  stru- 
menti destinati  a segnare  il  tempo,  già  inesattissimi  io  terra,  lo  divenivano  assai 
più  in  mare;  era  dunque  impossibile  di  osservare  sopra  uoa  uave  l'oca  del  luo- 
go di  partenza,  anco  volendosi  contentare  di  grossolane  approssimazioni;  a si  do- 
vette (ìu  da  principio  ricercare  nei  fenomeni  celesti  dei  melodi  più  sicuri  per 
determinare  te  longitudini.  ' , 

.N un  ci  fermeremo  all' osierv azione  degli  occlùsi,  fenomeni  troppo  rari  perchè 
possano  essere  utili  ai  naviganti , ma  dobbiamo  far  menzione  di  quella  dei  mo- 
vimenti proprj  della  luna,  perché  à il  fondamento  del  metodo  migliore  < he  oggi 
ai  conosca.  Il  movimento  proprio  della  luna  essendo  sufficientemente  rapido  da 
farla  cangiare  sensibilmente  di  posto  in  un  tempo  assai  breve,  le  distanze  di 
quest’ astro  da  una  o più  stelle  fisse  variano  ad  ogni  istante.  Così,  dopo  avere 
osservalo  il  luogo  della  luna  nel  cielo,  confrontandolo  con  quello  di  queste  stelle 
la  coi  DOsizioue  è data,  non  si  tratta  più  che  di  calcolare,  per  mezzo  delle  ta- 
vole dei  movimeuli  della  lune,  l’ora  alla  quale  deve  essa  trovarsi  in  questo  luo- 
go pel  paese  o,e  sono  state  costruite  le  tavole,  e>  confrontare  poscia  quest’ora 
con  quella  dell’  osservazione.  1 

Tale  è presto  a poco  il  metodo  proposto  da  diversi  astronomi  del  XVI  secolo, 
come  A piano,  Muniler,  Oronzio  Fineo,  Gemma  Frisio  e Nonio.  Non  si  pote- 


rono però  ritrarne  allora  i vantaggi  che  esso  sembrava  promettere,  a motivo  «Iella 
imperfezione  della  teoria  delia  luua  di  cui  non  ai  conoseevaoo  che  le  due  prime 
ineguaglianze.  -Sdd  • ■ Jt, 

Lm  determinazione  delle  longitudini  in  mare  era  troppo  etseoiiale  ai  progressi 
delta  navigazione,  perchè  i sovrani  non  vi  annettessero  tosto  un  grande  iqàereesc. 
Il  re  di  Spagna,  Filippo  II,  voleudo  incoraggire  i matematici  ad  occuparsene, 
propose  una  ricompensa  di  centomila  scudi  a quello  cita  avesse  sciolto  il  pro- 
blema ; e gli  Stati  di  Olanda,  sul  principio  del  XVII  secolo,  promisero  up  pre- 
mio di  trentamila  fiorini.  • v 

Molti  rivolsero  allora  a quello  oggetto  le  lpro  meditazioni.  Guglii 
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chiero,  «ire  di  Castellane,  pretese,  Terso  il  1610,  di  aver  meritato  le  ricompense 
promesse,  imi ie. nulo  la  declinazione  dell'ago  magnetico  come  un  metto  infalli- 
bile per  trovare  le  longitudini.  Ei  credè  di  avere  «coperto  due  poli  magnetici 
fissi  , reno  i quali  costantemente  si  dirigesse  P ago  magnetico.  Questi  due  poli  op- 
posti diametralmente  erano,  secondo  lui,  situali  a 23°  dal  polo  boreale  e dal  polo 
australe  sopra  un  meridiano  poco  distante  da  quello  dell'  Isola  del  Ferro.  In  que- 
sta suppositione , chi  si  fosse  trovato  ad  una  latitudine  qualunque  sul  meridiano 
che  tagliava  perpendicolarmente  quello  sul  quale  trovavansi  i poli  magnetici  , 
avrebbe  avuto  una  declinazione  pili  grande  che  sopra  qualunque  altro  meridiano 
od  una  stessa  latiludine,  e tale  declinazione  sarebbe  andata  scemando  avvicinandosi 
al  meridiano  che  comprendeva  i poli  magnetici  sul  quale  essa  sarebbe  divenuta  nulla. 
Così  il  determinare  la  longitudine  e la  latitudine  di  un  luogo,  essendo  data  la 
declinazione  dell'ago  magnetico,  e viceversa,  riducevasi  ad  un  semplice  quesito 
di  trigonometria*  Disgraziatamente  le  osservazioni  fatte  sull' ago  calumitelo  hanno 
condottava  conoscere  che  le  sue  inclinazioni  e declinazioni  vanno  soggette  a 
continue  variazioni;  e quantunque  nel  secondo  viaggio  del  capilano  Ross  nelle 
regioni  polari  artiche  sia  stato  scoperto  un  polo  magnetico,  come  del  pUri  ne  sia 
stato  scoperto  un  altro  nelle  terre  australi  nel  viaggio  di  Puntoni  d'Urville,  am- 
bedue però  diversi  assai  da  quelli  del  «ire  di  Castelfranc,  e non  diametralmente 
opposti  tra  loro,  e siansi  recentemente  costruite  perfino  delle  carie  magnetiche  delle 
quali  in  eerti  casi  servonsi  i naviganti,  pure  è d’uopo  confessare  non  esser  que- 
sto, almeno  nello  stalo  attuale  della  scienza,  ud  metodo  adottabile  per  la  ricerca 
delle  longitudini. 

Ci  è impossibile  di  qui  riferire  una  moltitudine  ^di  altri  tentativi  più  ò meno 
ingegnosi,  ma  senza  resultato  nessuno.  Uno  che  fece  gran  rumore  al  suo  tempo 
e che  fu  soggetto  di  una  gran  querela  è quello  di  G.  B.  Moria,  professore  reale 
ed  astronomo  francese:  esso  consisteva  nell’uso  (felle  osservazioui  della  luna  in 
un  modo  più  dotto  e più  ragionalo  di  quello  degli  astronomi  che  prima  di  lui 
avevano  avuta  la  istessa  idea.  Moria  propose  nel  i635  la  sua  scoperta  al  cardi- 
nale di  Richelieu , ed  il  ministro  penetrato  dell'utilità  dell’  impresa  , uomiuò 
dei  commissarj  per  esaminarla  e rendergliene  conio.  11  loro  rapporto  non  fu  fa- 
vorevole , e quantunque  in  rrahà  i mezzi  proposti  da  Moria  , mezzi  rigorosissimi 
e dottissiroamenle  stabiliti , fossero  presso  a poco  gli  stessi  di  quelli  di  cui  si  fa 
uso  presentemente,  ei  non  raccolse  deile  sue  fatiche  che  luughe  Uilwhiioui: 
nuli  adì  meno  nel  iC45  il  cardinale  Mazarino  gli  fece  ottenere  una  pensione  di 
- aooo  lire.  ’ - 

Nel  1714,  il  Parlamento  d-’  Inghilterra  ordinò  un  comitato  per  l'esame  delle 
longitudini.  Newton,  Wbiéton  e Clarke  vi  assisterono.  Newton  presentò  una  me- 
moria nella  quale  espose  diversi  metodi  alti  a trovare  le  longitudini  in  mare  e 
le  difficoltà  che  in  ognuno  di  essi  s’incontravano.  Il  primo  di  tali  melodi  è quello 
di  un  orologio  che  misura  il  tempo  con  una  esattezza  sufficiente;  ma,  egli  sog- 
giunge, il  moto  Jel  vascello,  le  variazioni  della  temperatura,!  cangiamenti  della 
gravila  nei  diilerenti  punii  della  terra  sono  stati  Iniqui  ostacoli  troppo  grandi 
per  un  simil  lavoro.  Newton  espose  pure  le  difficoltà  dei  melodi  nei  quali  si  fa 
uso  dei  satelliti  di  Giove  e delle  osservazioni  della  luna.  La  sua  conclusione- era 
che  dovesse  ammettersi  un  bill  per  incoraggire  una  ricerca  di  tanta  importanza. 

Questo  bill,  ammesso  ad  unanimità  , conteneva  le  seguenti  disposizioni:  veniva 
promessa  una  ricompensa  di  10000  lire  sterline  (ufi 0000  franchi)  .all’autore  di 
una  scoperta  o di  un  metodo  per  trovare  la  longitudine  con  una  differenza  non 
maggiore  di  un  grado,  o di  a5  leghe  comuni  di  Francia.  Questa  ricompensa  do- 
tta portarsi  a i5ooo  lire  se  1’ esattezza  fosse  giunta  a due  terzi  di  grado,  e fi- 
nalmente a 20000  lue  se  il  metodo  avesse  potuto  far  trovare  la  longitudine  con 
un' approssimazione  di  uu  meno  grado. 
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Promesse  cosi  splendide  allettarono  e condussero  a Londra  Giovanni  Harrison, 
allora  semplice  falegname  in  una  provincia  d' Inghilterra , ma  cni  una  partico- 
lare i ac  li  nazione  traeva  all'orologeria:  senz'altro  soccorso  che  il  suo  ingegno  c 
il  suo  talento  naturale,  mirò  tosto  alla  più  alta  perfezione,  e fino  dall'anno  172G 
giunse  a correggere  la  dilatazione  delle  aste  dei  pendoli  in  modo  che  riu- 
scì a fare  un  orologio,  eh’  ei  asserì  non  aver  mai  fallilo  più  di  un  secondo  per 
mese.  Verso  la  stessa  epoca  costruì  un  altro  orologio  destinalo  a subire  il  movi- 
mento dei  vascelli  senza  perdere  la  sua  regolarità.  Dopo  avere  esperimenlata  egli 
stesso  in  più  viaggi  l'esattezza  della  sua  macchina,  Harrison  credè  di  poter  pre- 
sentarsi ai  comruissarj  delle  longitudini;  ei  fu  bene  accolto  e ricevette  nel  1737  dei 
soccorsi  che  lo  posero  in  grado  di  proseguire  i suoi  studj,  talché  nel  1 ~3t)  produsse 
una  seconda  macchina  che,  sottoposta  a nuove  esperienze,  fece  sperare  che  si  sa- 
rebbero potute  ottenere  le  longitudini  nei  limiti  richiesti  dall'alto  del  parlamento. 

Nel  a 74 < > Harrison  preseutò  una  nuova  macchina  superiore  alle  due  prime  e mollo 
più  piccola;  ma  non  fu  che  nel  1773  e dopo  non  poche  opposizioni  e contrasti, 
eh’ ci  ricevette  finalmente  il  compimento  delle  20000  lire  sterline,  digpui  diversi 
acconti  erangli  stati  pagati  nel  corso  de’  lunghi  suoi  lavori,  Vedi  lianaisos. 

In  Francia,  Berthoud  e Leroy,  incoraggili  dal  racconto  dei  successi  di  Harri- 
snn,  presero  a costruire  degli  orologi  marini,  e questi  due  grandi  artisti  risolvet- 
tero ognuno  dal  canto  suo  il  problema,  producendo  strumenti  non  meno  esatti  di 
quelli  del  meccanico  inglese. 

E nolo  come  il  governo  francese , mentre  per  verità  favoriva  i lavori  di  que- 
sti uomini  ingegnosi,  non  imitasse  però  la  generosità  del  governo  inglese.  Que- 
st'ultimo, nou  contento  delle  20000  lire  sterline  che  aveva  accontale  ad  Harrison, 
assegnò  nel  tempo  stesso  una  ricompensa  di  3ooo  lire  sterline  all'illustre  Eulero, 
un'  altra  di  5ooo  lire  sterline  agli  eredi  di  Tobia  Mayer , in  riconoscente  delle 
tavole  lunari  che  questi  avea  costruite,  e promise  una  nuova  ricompensa  di  Sooo 
lire  sieriino  a quelli  che  in  seguito  facessero  scoperte  utili  alla  navigazione. 

La  scoperta  degli  strumenti  a reflessione  fece  che  fino  dal  174G  si  tornasse  alla 
misura  delle  distanze  lunari;  e le  perfezioni  successive  della  teoria  della  luna  e 
sii  lutti  i movimenti  celesti  hanno  finalmeule  condotto  questo  metodo  ad  un  grado 
di  utilità  se  non  superiore,  pei  naviganti,  almeno  eguale  a quello  degli  orologi 
marini.  I naviganti  oggigiorno  fanno  uso  conlcroporaneameute  di  tutti  e due 
questi  metodi.  Noi  ci  faremo  ad  esporre  più  dettagliatamente  il  primo  , mentre 
il  secondo  rimane  sufitcieulemente  spiegato  da  quanto  abbiamo  detto  di  sopra. 

L’rggelln  del  metodo  delle  distanze  lunari  è di  far  conoscere  la  distanza  vera 
della  luna  dal  sole  o da  uua  stella  in  un  istante  qualunque  , onde  concluderne 
l'ora  che  si  segna  iq  quell’ istante  sul  primo  meridiano:  si  cerca  l’ora  del 
luogo  clic  corrisponde  allo  stesso  istante,  per  mezzo  di  un'osservazione  dell'al- 
tezza del  sole  o di  una  stella:  e conosciute  queste  due  ore,  la  loro  differenza  ri- 
dotta in  gradi  è eguale  alla  longitudine.  j 

Quando  non  si  ha  né  orologio  marino,  nè  orologio  a secondi  , l’osservazione 
delle  distanze  esige  il  concorso  di  tre  osservatori  : mentre  uno  di  essi  misura  la 
distanza  dell'orlo  della  luna  da  quello  del  sole  o da  una  stella,  gli  altri  due 
debbono  prendere  le  altezze  di  questi  astri  al  di  sopra  dell'orizzonte  ; in  questo 
mudo,  la  distanza  lunare  e le  due  altezze  sono  date  da  tre  osservazioni  simultanee. 

Ma  quando  si  ha  un  orologio  a secondi,  basta  uu  solo  osservatore,  il  che  è sempre 
da  preferirsi.  Allora,  tenendo  conto  dell’ora  in  cui  è stata  fatta  l'osservazione  della 
distanza,  si  possono  calcolare  le  altezze  che  hanno  luogo  in  quell’istante  per  mezzo 
di  più  osservazioni  successive  delle  altezze,  le  cui  differenze  fanno  conoscere  il 
movimento  in  altezza  confrontandole  colle  differenze  delle  ore  delle  osscrvuzioui 

Dii.  di  Hat.  Voi.  VI.  03  - - 
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stesse.  Dopo  che  queste  osservazioni  hanno  fatto  conoscere  la  distanza  apparente , 
si  calcola  la  distanza  t •era  spogliando  le  altezze  dall*  influenza  della  retrazione  e 
della  parallasse.  In  seguito  questa  distanza  vera , riferita  al  primo  meridiano,  de- 
termina 1*  ora  di  questo  meridiano. 

Per  facilitare  i calcoli  per  mezzo  4c*  quali  si  deduce  I’  ora  del  primo  meri- 
diano dalla  distanza  lunare,  la  Connaissa/icc  des  temps , egualmentechè  le  di- 
verse Effemeridi^  contengono  adesso  delle  tavole  che  danno  le  distanze  del  cen- 
tro della  luna  dal  sole,  dai  pianeti  e dalle  principali  stelle»  di  3 in  3 ore  in 
tempo  medio  del  primo  meridiano.  L' introduzioue  di  queste  tavole  semplifica 
cousiderabilroeute  le  operazioni,  le  cui  miunle  particolarità  non  possono  trovar 
posto  in  questo  Dizionario. 

LONGITUDINE  ( Astron .).  Arco  dell’  ecclitlica  compreso  tra  il  primo  punto  del- 
P Ariele  o dell* equinozio  e il  circolo  che  passa  per  un  astro  e pei  poli  dell'ec- 
clittica.  Vedi  Latitudine  e Catalogo. 

11  sole  é il  solo  astro  di  cui  possa  trovarsi  immediatamente  la  longitudine , os- 
servandola sua  altezza  al  di  sopra  dell'orizzonte  nell' istante  del  suo  passaggio  pel 
meridiano.  Quest'altezza,  tolta  da  quella  dell'  equatore  se  il  sole  è nell'emisfero 
meridionale,  e in  caso  contrario  diminuita  dell'altezza  dell'equatore,  fa  conoscere 
la  declinazione  del  sole,  e questa  declinazione  è il  terzo  lato  di  un  triangolo  sferico 
rettangolo,  del  quale  gli  altri  due  lati  sono  gli  archi  dell' equatore  e dell'ecclit- 
tica  compresi  tra  il  punto  equinoziale  e il  meridiano.  Ora  in  questo  triangolo  si 
conosce,  oltre  Ja  declinazione  e l'angolo  retto,  l'angolo  dell'equatore  coll'ecclit- 
tica,  cioè  l'obliquità  dell' ecclitlica  : Osi  si  possono  facilmeu te  calcolare  gli  altri 
due  lati,  uno  dei  quali,  l'arco  dell'equatore,  è l'ascensione  retta  del  sole,  epat- 
ico, l'arco  dell' ecclitlica,  è la  sua  longitudine.  Quanto  ai  pianeti  e alle  stelle,  bi- 
sogna preventivamente  trovare  le  loro  ascensioni  rette  eie  loro  declinazioni,  e 
quindi  la  risoluzione  di  due  triangoli  sferici  farà  conoscere  le  loro  latitudini  e 
longitudini.  Tutti  questi  problemi  di  astronomia  sferica  nou  richiedono  altri 
soccorsi  che  i principj  elementari  della  trigonometria. 

LONGOMONTANO  (Cristiano),  discepolo  di  T icone  Brabc , è nolo  nella  scienza 
per  nou  poche  pregiale  osservazioni,  per  le  sue  tavole  dei  movimenti  dei  pianeti, 
e specialmente  per  un  trattalo  di  astronomia  nel  quale  ha  esposto  le  sue  idee 
■opra  un  sistema  misto  del  movimento  della  terra,  poco  noto  nou  ostante  la  sua 
bizzarria.  Sembra  che  Lougomontano  si  prefiggesse  di  conciliare  le  dottrine  di 
Tolomeo  e di  Copernico  con  quelle  del  suo  maestro  l'icone,  che  egli  più  parti- 
colarmente ammetteva,  sebbene  con  alcuue  restrizioni.  Cosi , egualmente  che  que- 
sto celebre  osservatore,  attribuiva  un  molo  annuo  al  sole  ; ma,  per  ispiegare  la  suc- 
cessione dei  giorni  c delle  notti,  faceva  girare  come  Copernico  la  terra  sopra  se 
stessa  iu  ventiquattro  ore  da  occidente  in  oriente.  Le  altre  suo  ipotesi  , per  la 
maggior  parte  contrarie  ad  una  sana  fisica,  non  meritano  di  essere  rammentate. 
Il  sistema  di  Lougomontano  ha  avuto  pochi  partigiani;  esso  venne  alla  luce  in 
un'  epoca  iu  cui  l' immortale  Kepplero  si  elevava  alla  cognizione  delle  leggi  ge- 
nerali dei  movimenti  celesti,  ed  in  cui  per  conseguenza  nuovi  errori  non  polevaoo 
più  arrestare  il  progresso  della  scienza. 

Lougomontano,  nato  nel  i5Ga  a Langsberg  nella  Danimarca,  è un  nuovo  esem- 
pio di  ciò  che  può  una  decisa  volontà  d'  istruirsi  di  fronte  ad  un'  assoluta  man- 
canza di  mezzi,  higlio  di  un  povero  agricoltore,  a mala  pena  potè  imparare  a 
leggere  e scrivere  nella  scuola  del  luogo  nativo.  Orfano  iti  età  .di  otto  anni,  fu 
costretto  a procacciarsi  la  sussistenza  col  proprio  lavoro  , impiegando  i pochi 
momenti  di  ozio  che  gli  restavano  nella  lettura  di  qualche  libro  che  a caso  riu- 
scitagli di  trovare.  Nel  «577  **  recò  • Wiburg,  ove  dimorò  undici  «uni  lavoran- 
do una  parte  della  notte  oude  procurarsi  del  pane,  c frequentando  le  lezioni  dei 
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professori  dorante  il  giorno.  Si  trasferì  in  seguilo  a Copenaghen  , e tì  acquistò 
in  bresc  tempo  la  stima  de1  membri  dell1  università.  Procurato  essendosi  alcune 
raccomandazioni  per  Ticone  Brahé,  andò  a trovare  quest1  astronomo,  il  quale  lo 
accolse  cortesemente  e lo  rattenne  presso  di  se  dal  i58<)  al  1897  nell'isola  di  liuène 
in  cui  stabilito  aveva  il  suo  osservatorio.  Longomontano  gli  fu  utilissimo  pei 
suoi  calcoli  e per  le  sue  osservazioni  astronomiche  ; ed  essendoglisi  affezionato 

10  accompagnò  a Wandeuburg  e quindi  al  castello  di  Beuach  presso  Praga,  che  l'im- 
peratore Rodolfo  11  aveva  donalo  a Ticone.  Ma  dopo  alcun  tempo  avendo  ester- 
nato il  desiderio  di  tornare  in  Danimarca,  Ticone  gli  rilasciò  un  certificalo  espres- 
so nei  termini  i più  onorevoli.  Longomontano  andò  a stabilirsi  a Copenaghen,  ove 
nel  1608  fu  fatto  professore  di  matematiche  , impiego  cui  esercitò  per  quaran- 
tanni nel  modo  il  più  distinto.  Egli  mori  in  quest1  ultima  città  P 8 Ottobre 
1G47.  Ha  scritto  un  numero  grande  di  opere,  ma  la  principale  e la  più  impor- 
tante è V Astronomia  danica  in  duas  partes  distributa  , Amsterdam  , 1622, 
in*4*  ristampale  parecchie  volte.  Longomontano  nocque  alla  sua  reputazione  coi 
suoi  scritti  sulla  quadratura  del  circolo  che  s1  immaginava  di  aver  trovala,  senza 
che  valessero  a trarlo  dal  suo  errore  le  rimostranze  di  G.  Peli  matematico  in- 
glese e di  altri  dotti.  Si  può  su  questo  proposito  consultare  quanto  oc  ha  scritto 
Moni  urla  nella  sua  Storia  delia  quadratura  del  circolo. 

LOKENZINI  ( Lorenzo),  dotto  matematico  fiorentino,  nato  il  5 Luglio  iGT»2  e morto 

11  25  Aprile  1721,  fu  discepolo  del  Viviani,  e compose  un  trattato  in  dodici  li- 
bri sulle  sezioni  coniche,  nel  quale  giudicarono  i dotti  essere  egli  andato  più 
oltre  di  Apollonio  e dello  stesso  suo  maestro.  Tate  opera  non  vide  mai  la  luce, 
e conservasi  con  altri  scritti  del  Lorentini  nella  Biblioteca  Magliabechiana.  Di 
lui  non  si  ha  a stampa  che  un  opuscolo  intitolato:  Exercitatio  geometrica , in 
qua  agi  tur  de  dimensione  omnium  conicarum  sectionurn , curvae  par  abolì - 
evie,  cc.,  Firenze,  1721,  in-4-  Su  questo  dotto  si  consulti  l'elogio  che  ne  ha  scritto 
Fabroni  nel  tom.  XI  delle  sue  Vitae  Italorum  doctrina  txcellentium • 

LORGNA  ( Antonio  Maria  ),  distinto  matematico  italiano,  nato  a Verona  verso  il 
1730  da  famiglia  nobile,  si  applicò  di  buon'ora  allo  stadio  delle  scienze  e vi 
fece  grandi  e rapidi  progressi  : entrò  nel  corpo  degl' ingegneri  militari,  di  cui 
divenne  colonnello,  ed  ottenne  in  seguito  la  cattedra  di  matematiche  nel  colle- 
gio militare  di  Verona.  Fu  allora  eh1  ei  fondò  la  Società  Italiana  per  r inco- 
raggiamento delle  sciente , la  quale  pubblicò  ne!  1782  il  primo  volume  de'suoi 
Atti  col  titolo  di  Memorie  di  matematica  e di  fisica  della  Soci  età  Italiana  , 
Verona  e Modena,  in-4*  Nel  178$  il  cavalier  Lorgna  riportò  dall1  Accademia 
delle  Scienze  di  Parigi  un  premio  per  una  memoria  sulla  natura  del  salni- 
tro. Eì  godeva  meritamente  la  reputazione  di  uno  dei  migliori  geometri  dell'Italia, 
quando  mori  a Verona  il  28  Giugno  1796.  Delle  molte  sue  opere  non  citeremo 
che  le  seguenti:  I Della  graduazione  dei  termometri  ù mercurio  e della  retti- 
ficazione dei  barometri  semplici , Verona,  1765,  in»4  ; Il  Opuscula  mathematica 
et  pkysica%  ivi,  *770,  10-4.  Vi  si  osservano  tra  le  altre  le  appresso  memorie;  De 
locis  planetari! m in  orbitis  cllipticis ; e De  thermometri  usu  in  definiendis  pro- 
ductionibus  ei  cnntractionibus  pendulorum  ; III  De  casa  irreductibili  tcrtii  gra - 
dus  , et  seriebu t infinitis  exercitatio  analitica.  ivi,  177»,  in-4  » ^ Specimen 
de  seriebut  convergenfibtis , 1 775 , in-fot.  ; V Saggi  di  statica  c di  meccanica 
applicata  alle  arti  , Verona,  1782,  in-8;  VI  Principi  di  geografia  astronomi - 
co-geometrica , ivi,  1789,  in-8;  VII  Un  numero  grande  di  memorie  inserite 
nella  raccolta  della  Società  Italiana , tra  le  quali  sono  specialmente  da  notarsi 
le  appresso:  Sulla  proiezione  delle  carte  marine  nel  tom.  V,  e Sedie  variazioni 
finite  nella  trigonometria  ilei  tom.  VII.  Per  altre  notizie  si  ricorra  all'elogio  del 
Lorgna  scritto  da  Luigi  Palcani  e che  si  legge  nel  toro.  Vili  della  Raccolta  della 
Società  Italiana. 
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LOSANGA,  {Geom.).  Paralel Inorammo  i di  oui  qnatlro  lati  tono  eguali  sema  che  i 
suoi  angoli  siano  retti',  si  chiama  ancora  Rombo  {Tedi  Parai.f. llooaammo ). 

LOSSODROMIA  ( lì  avi  g.).  Linea  che  nn  vascello  descrive  sui  mare  facendo  sempre 
vela  con  un  medesimo  vento.  Essa  è una  curva  che  taglia  tulli  i meridiani  sodo 
un  angolo  costante.  Il  suo  nome  è derivato  da  obliquo , e da  Sp òuo%  corso. 

La  Lossodromia , chiamala  anco  linea  lossodromica , è una  specie  di  spirale 
logaritmica  la  quale  gira  iotoroo  del  polo,  che  essa  non  incontra  che  alP  in- 
finito. Fedi  Spirale. 

LOUBÈRE  (Arrosto  de  la),  gesuita  e matematico  francese,  nato  nel  1600  nella 
diocesi  di  Rieux  iu  Linguadoca  e morto  a Tolosa  nel  16G4  , ha  scritto:  .1  Qua- 
dratura circuii  et  hyperbolae  segmentorumy  ex  dato  eorum  centro  gravitatisi 
Tolosa,  iG5i,  in-&;  II  Propositiones  geometricae  wx,  quibus  ostenditur  . . . non 
recte  inferri  a Galilaeo  molum  fore  in  instantii  ivi,  i658 , in-4;  IH  F eie- 
rum  geometria  promota  in  FJI  de  cycloide  Itbris , ivi-,  1GG0,  in-4-  Si  veda 
ciò  che  dice  Montucla  nella  sua  Storia  delle  Matematiche , tom.  II,  pag.  GB  c 
segg.,  sdì  metodi  del  p.  La  Loubère.  ' 

LOUVILLE  (Giacomo  Eugesio  d* Alloxvills,  cavaliere  di),  matematico  francese, 
nato  nel  1G71  , corse  dapprima  P arringo  delle  armi  che  poi  nel  1713  abbandonò 
per  darsi  interamente  all’  astronomia.  In  breve  fu  ammesso  alP  Accademia  delle 
Scienze  di  Parigi  , alla  cui  Raccolta  somministrò  non  poche  memorie  ed  os- 
servazioni. Notasi  tra  le  altre  quella  in  cui  espone  un  nuovo  metodo  per  calco- 
lare gli  ecclissi  e che  leggesi  nel  tomo  del  1724.  Louville  mori  nel  1732. 

LOWITZ  (Giorgio  Maurizio)  , dotto  astronomo,  nato  nel  1722  a Furili  presso 
.Norimberga,  si  occupò  assai  della  costruzione  dei  globi  e delle  carte  geografiche. 
Dopo  aver  professato  le  matematiche  a Gottinga  ed  essere  stato  alcuu  tempo 
direttore  dell' osservatorio  di  Norimberga,  ai  recò  nel  17G6  a Pietroburgo,  «ve 
fu  fatto  membro  dell*  Accademia  delle  scienze.  Nel  17G9  fu  inviato  a Gourief 
per  osservare  il  passaggio  di  Venere,  e nel  tempo  stesso  fu  incaricato  di  fare  le 
livellazioni  necessarie  per  lo  scavo  di  un  canale  onde  unire  il  Don  col  Volga.  Egli 
era  appunto  occupalo  presso  Dmilrefsk  a tracciare  il  canale,  quando  fu  preso  e fallo 
trucidare  dal  ribelle  Pougatschew  che  si  era  impadronito  di  quella  cittN.  I princi- 
pali suoi  scritti  sono:  I Avviso  intorno  ai  nuovi  globi  terrestri  (in  tedesco), 
Norimberga,  174G,  in-fol.;  11  Spiegazione  di  due  carte  astronomiche^  per  f in- 
telligenza della  projezione  dell'  ecclissi  del  di  25  Luglio  (in  tedesco),  ivi, 
17^8,  in-4-  Tale  opera  tradotta  venne  in  francese  da  Delisle  e ristampata  a Pa- 
rigi; HI  Dcscriptiòn  complète  ou  second  avertissement  sur  les  grands  globes 
célestes , ivi,  v ?4l>«  *°*4  i IV  Descrizione  di  un  quarto  di  circolo  astronomico 
(in  tedesco),  ivi,  1751  in-4;  V Parecchie  memorie  nelle  Raccolte  di  Gottinga  e 
di  Pietroburgo. 

LUCE  (Ottica),  Principio  trascendente  dell' universo  materiale,  che  si  manifesta 
particolarmente  come  causa  della  visibilità . 

1.  Le  impressioni  sensibili  che  ci  fanno  provare  gli  oggetti  esterni  sono  gene- 
ralmente prodotte  dall'azione  dell'  urto  immediato  o medialo  di  questi  oggetti 
sugli  organi  materiali  dei  nostri  sensi.  L'  urlo  è immediato,  quando  vi  ha  con- 
tatto tra  l’oggetto  e l'organo,  come  nelle  sensazioni  del  tatto  e del  gustof  ed  anco 
come  in  quelle  dell'  odorato,  perchè  gli  oggetti  non  ci  sembrauo  odorosi  che  spar- 
gendo nello  spazio  delle  particelle  capaci  di  fare  impressione  sulle  membrane  clic 
ricoprono  i nervi  olfallorj.  E poi  mediato,  quando  è trasmesso  da  una  materia  in- 
termedia tra  P oggetto  e l'organo,  come  nelle  sensazioni  deU’udi/o,  nelle  quali  il 
molo  vibratorio  dei  corpi  sonori  è trasmesso  all' orecchio  dalle  ondulazioni  ecci- 
tale nell’ aria  circostante  (F edi  Scoso).  Le  sensazioni  proprie  dell'organo  della 
vista  effettuandosi  sempre  senza  alcun  contatto  tra  l'occhio  e l'oggetto,  è cosa 
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naturale  T ammettere,  per  analogie  , o che  i corpi  visibili  spargano  intorno  ail 
essi  delle  particelle  sottilissime,  il  cui  urto  sugli  organi  della  rista  produca  la  vi- 
sione di  questi  corpi,  o che  esistano  nelle  loro  parti  costituenti  dei  movimenti 
interni  particolari,  che  si  propaghino  fino  ai  nervi  ottici  per  mezzo  delle  ondu- 
lazioni che  essi  generano  in  una  materia  flqida  intermedia. 

Queste  due  ipotesi  sono  infatti  le  basi' di  due  sistemi  differenti  scorti  fino 
dalla  più  remota  antichità,  ma  esposti  con  precisione  soltanto  da  Carleuo  e da 
Newton,  e che  dopo  questi  due  grandi  uomini  tengono  divise  le  opinioni  dei  fi- 
sici. Il  primo  supponeva  l’universo  ripieno  di  un  fluido  eslremsmeule  sottile  ed 
elastico,  eh’  ei  chiama  etere,  le  cui  ondulazioni  prodotte  dall'azione  dei  corpi 
visibili , agiscono  sull’occhio,  come  le  ondulazioni  dell' aria  prodotte  dall'azione 
dei  corpi  sonori  agiscono  sull'orecchio,  lu  questo  sistema,  che  porta  il  nome  di 
sistema  delle  vibrazioni , la  causa  della  visibilità,  «a  luce , è un  movimento  di  vi- 
brazione eccitato  nell'etere  dai  corpi  visibili,  c che  propagalo  di  roano  io  mano 
in  tutte  le  direzioni , si  modifica  a seconda  delle  resistenze  che  incontra.  Newton 
ammetteva  al  contrario  che  la  luce  fosse  una  materia  propria,  un  agente  distinto 
della  sostanza  dei  corpi,  un  fluido  estremamente  sottile,  le  cui  molecole,  lanciale 
in  tutti  i sensi  dai  corpi  luminosi,  fnuovonsi  con  una  rapidità  grandissima,  e pro- 
vano per  parte  degli  oggetti  materiali  che  esse  incontrano  diverse  azioni,  la  na- 
tura e Je  intensità  delle  quali  variano  a seconda  della  natura  degli  oggetti.  Que- 
sto sistema  porta  il  nome  di  sistema  di  emissione. 

Tulli  i fenomeni  conosciuti  al  tempo  di  Newton  potendosi  spiegare'  in  un  mo- 
do semplice  c preciso  per  mezzo  del  sistema  dell'emissione,  l'autorità  del  suo 
autore,  che  aveva  stabilito  le  leggi  fondamentali  della  fisica  celeste  , aveva  fallo 
abbandonare  l’ipotesi  di  Cartesio,  si  bene  sviluppata  iu  tutte  le  sue  conseguenze 
matematiche  da  Huygens  e da  Eulero;  ma  le  ultime  scoperte  di  Young  c soprat- 
tutto quelle  di  Fresnel  hanno  ricondotto  i fìsici  moderni  verso  questa  ipotesi, 
che  sembra  accordarsi  più  esattamente  coi  fatti.  Ciò  appunto  avremo  occasiono 
di  fare  osservare  nel  corso  della  segucote  esposizione. 

2.  Propagazione  della  luce . 1 corpi  visibili  ai  dividono  in  luminosi  c in.</- 
luminati.  Ibernisi  corpi  luminosi  quelli  che  spargono  la  luce  intorno  a sé,  come 
il  sole,  le  stelle,  la  fiamma  e tutti  i corpi  in  ignizione.  1 corpi  illuminati  sono 
quelli  che  non  divengono  visibili  che  per  elicilo  della  luce  che  essi  ricevono 
dai  primi. 

Può  facilmente  riscontrarsi  che  In  luce  emanata  da  un  corpo  luminoso  si  spar- 
ge in  tutte  le  direzioni  intorno  a questo  corpo;  perchè  la  fiamma  di  una  bugia, 
per  esempio,  è visibile  da  tulli  i punti  della  sfera  della  quale  può  immaginarsi 
che  essa  occupi  il  centro. 

Ogni  cQrpo  luminoso  può  esser  consideralo  come  una  riunione  di  punti  lumi- 
nosi, nella  stessa  guisa  che  ogni  corpo  materiale  può  considerarsi  come  la  riu- 
nione di  punti  materiali.  Basta  allora  esaminare  'il  modo  di  azione  di  un  solo 
punto  luminoso  per  giungere  a conoscere  quello  del  loro  aggregalo.  Supporremo 
dunque  in  ciò  che  saremo  per  dire  che  un  corpo  lumiooso  sia  ridotto  ad  un  solo 
punto. 

3.  La  luce  emanata  da  un  punto  luminoso  penetra  a traverso  a tutti  i gas,  alla 
maggior  parte  dei  liquidi  e a non  pochi  solidi.  I corpi  che  lasciano  cosi  passare 
la  luce  prendono  il  nome  di  trasparenti  ; quelli  al  contrario  rhe  la  trattengono 
dironsi  corpi  opachi.  Tra  i corpi  trasparenti,  gli  uni  trasmettono  completamente 
la  luce,  c lasciano  scorgere  distintamente  a traverso  alla  loro  sostanza  tulle  le  for- 
ine degli  oggetti,  c si  chiamano  diafani  ; gli  nitri  non  trasmettono  che  una  parte 
della  luce  che  ricevono,  e non  permettono  di  distinguere  la  forma  degli  oggetti, 
essi  diconsi  translucidi . Il  cristallo  pulito  i diafano,  il  cristallo  spulilo  è trans- 
lucido. 
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4.  In  nn  meno  diafano  e perfettamente  omogeneo  , la  trasmissione  «Iella  luce 
si  fa  in  linea  retta.  Questo  fatto  fondamentale  ai  rileva  dall’ impossibilità  che  vi 
è di  scorgere  nn  punto  luminoso  se  ai  trova  un  corpo  opaco  nella  linea  retta 
che  può  condursi  dal  punto  luminoso  ni  nostro  occhio. 

La  direzione  che  segue  la  luce  propagandosi  si  dire  un  raggio  luminóso.  Da 
ciò  thè  ora  abbiamo  detto  si  rileva  che  questo  raggio  è una  linea  retta  in  tutti 
i mezzi  trasparenti  omogenei. 

5.  Quando  un  raggio  di  luce  passa  «la  un  mezzo  trasparente  in  un  altro,  pro- 

va alta  superfìcie  di  contatto  dei  «lue  mezzi  un  cangiamento  di  direzione,  e 
si  propaga  nel  secondo  mezzo  per  tuia  linea  retta  che  non  è più  la  stessa  di 
quella  della  sua  propagazione  nel  primo  mezzo.  Questo  fenomeno  porta  il  nome 
di  rifrazione.  • * . ' *s 

6.  Se,  nel  propagarsi  a traverso  di  un  mezzo  trasparente,  la  luce  cade  sopra 
un  corpo  opaco,  essa  prova  diverse  modificazioni  a seconda  della  natura  della 
superficie  del  corpo.  Quando  la  superficie  è levigata,  il  raggio  luminoso  viene  re- 
spinto indietro  o refesso  in  una  direzione  determinata;  quando  non  è levigata, 
il  raggio  è anco  allora  reflesso,  ma  subisce  alcuni  cangiamomi  importanti:  il  cor- 
po diviene  illuminato , vale  a dire  che  ognuno  dei  punti  della  sua  superficie  agi- 
sce come  se  foste  luminoso  di  per  se  stesso,  e respinge  la  luce  verso  tutti  i punti 
del  mezzo  trasparente  die  possono  ad  esso  unirsi  con  lince  rette.  Tutta  questa 
luce  respinta,  e in  virtù  della  quale  questo  corpo  è divenuto  visibile,  non  prove- 
nendo che  dalla  dispersane  del  raggio  luminoso,  è facile  il  comprendere  che 
ogni  raggio  reflesso  è sempre  debolissimo  comparativamente  a quello  che  si  trova 
per  cosi  dire  suddiviso  all1  infinito:  perciò  V impressione  che  produce  sull’occhio 
un  corpo  illuminato  è sempre  meno  forte  di  quella  che  resulta  dalla  luce  abba- 
gliante di  un  corpo  luminoso. 

Un1  altre  causi  concorre  ancora  potentemente  a indebolire  T impressione  della 
luce  reflessa:  la  reflessione  non  è mai  completa,  perchè  tulli  i corpi  opachi, 
anco  i più  levigati,  assorbiscono  dna  quantità  più  o meno  grande  della  luce 
che  ricevono.  Ma  ciò  che  interessa  di  osservare  si  è che  la  luce  irregolar- 
mente reflessa  produce  un’impressione  sull’ occhio  differente  assai  «la  quella  della 
luce  primitiva;  questa  impressione  è il  colore  che  attribuiamo  agli  oggetti  visi- 
bili, e che  realmente  non  appartiene  a questi  oggetti,  perchè  come  meglio  vedre- 
mo in  seguito,  esso  risiede  nel  principio  stesso  della  luce. 

7.  La  propagazione  dellà  luce  presenta  dtrfque  tre  modi  differenti  : i°  propa- 

gazione diretta,  o io  linea  retta;  2?  propagazione  indiretta  per  riflessione',  3° 
propagazione  indiretta  per  refrazione.  Le  leggi  della  propagazione  diretta  for- 
mano l’oggetto  dell’  ottica  propriamente  detta',  le  leggi  della  propagazione  per 
reflessionc  quello  «Iella  catottrica ; e le  leggi  della  propagazione  per  refrazione 
sono  T oggetto  della  diottrica.  Si  comprende  ancora  zollo  il  nome  di  ottica  ge- 
nerale il  complesso  di  questi  tre  rami  fondamentali  della  teoria  della  hic e.  Vedi 
Ottica.  . 

8.  Propagazione  diretta • Abbiamo  già  indicato  il  fenomeno  principale  che  ci 
ha  fati»»  concludere  che,  in  nn  mezzo  omogeneo,  la  luce  si  trasmette  in  linea 
retta.  Si  può  ancora  verificare  questo  principio  lasciando  penetrare  per  un  pic- 
colo foro  un  fascio  di  luce  solare  in  una  camera  oscura  : la  polvere  in  sospen- 
sione nell’aria  trovandosi  illuminala  in  tutta  la  direzione  del  fascio  luminoso  fa 
vedere  che  questa  direzione  è rettilinea. 

9.  La  luce  emanata  da  un  punto  luminoso,  propagandosi  per  tutti  i raggi  della 
sfera  di  cui  questo  punto  è il  centro,  deve  necessariamente  diminuire  d’iotensilà 
a misura  che  si  allontana  dalla  sua  sorgente;  perchè,  se  »’  immaginano  due  sfere 
concentriche  a questa  sorgente,  ognuna  di  esse  riceverà  tutta  la  luce  emanala 
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dui  paolo  luminoso;  diminierjcliè  una  estensione  qualunque  presa  sulla  sfera  più 
graude  «iceverà  uua  quantità  di  luce  minore  della  tirata  estensione  presa  sulla 
più  piccola.  Le  quantità  di  Iure  ritenute  da  queste  due  estensioni  eguali  saran- 
no in  ragione  intersa  delle  superficie  intere  di  cui  fanno  parte,  o in  ragione  in- 
terna dei  quadrali  delle  disiarne  loro  dal  punto  luminoso,  lìos),  l'intensità  delhi 
luce  emanata  da  un  punto  luminoso  diminuisce  in  ragione  diretta  del  qua- 
drato della  disi  anta. 

Questo  legge  non  è esalta  che  quando  la  lune  si  propaga  nel  ruoto;  perchè,  nei 
inerti  diafani  materiali,  una  palle  ne  rimane  sempre  assorbita,  e il  decrescimento 
d'iolensilà  si  effettua  più  rapidamente.  Ila  nell’  aria  atmosferica  si  può  conside- 
rare* come  vera,  specialmente  se  le  distanze  non  sono  grandissime. 

Da  ciò  che  precede  si  rileva  che  qualunque  superficie  illuminata  può  conside- 
rarsi come  le  base  di  una  piramide  il  cui  terlice  è net  punto  luminoso  donde 
emana  la  luce.  Se  invece  di  un  solo  punto  luminoso  se  ne  immagiuauo  parecchi , 
la  superficie  riceverà  una  luce  tanto  più  intensa  quauto  più  questi  punti  saran- 
no numerosi  e vicini  ad  essa. 

Avremo  però  luogo  ili  osservare  che  esisluno  delle  circostanze  particolari  nelle 
quali  un  corpo  illuminato  può  divenire  più  oscuro  quando  si  aggiunge  una  nuo- 
ta luce  a quella  che  esso  riceveva  primitivamente  ,'  il  che  non  sarebbe  possibile 
in  nessun  caso  immaginabile  te  la  luce  fosse  una  sostanza  disliula  emessa  dai  corpi 
luminosi.  . , . 

so.  Si  è cercato  di  confrontare  l'intensità  della  luce  somministrata  da  sorgenti 
diverte;  ma  fino  ad  ora  i melodi  impiegati  hanno  dato  risultali  coti  discrepanti 
che  nou  si  possono  considerare  nemmeno  come  lontane  approssimazioni;  perchè, 
per  citare  un  esempio,  l’intensità  della  luce  solare  è stata  trovata  <)i5ao  volle 
più  grande  di  quella  della  luna  da  Leslie,  800000  volle  più  grande  da  Wollaslon, 
e abballi)  da  Bougucr.  Confrontala  colla  luce  dr  una  bugia  , quella  del  sole  è 
saooo  volte  più  grande,  secondo  Leslie,  e 3oooo  tolte  secondo  Bouguer.  Faremo 
però  osservare  che  non  deve  confonderti  l' intensità  dell'  illuminazione  colla  in- 
tensità della  luce ; perchè  quest'  ultima  dipende  dalla  natura  ilei  rcarpo  luminoso, 
mentre  la  prima  dipende  dalla  natura  ilei  corpo  illuminalo  , tale  a dire  dalla 
maniera  colla  quale  assorbe  esso  o riflette  la  luce. 

si.  Quando  un  corpo  opaco  intercetta  una  parte  dei  ràggi  emanati  da  un 
punto  lumiuoso  , esiste  dietro  a questo  corpo  uno  spazio  più  o meno  grande 
privo  di  luce,  che  dicevi  1’  ombra  del  colpo.  Se  in  questo  spazio  si  trovasse  un 
altro  corpo,  il  quale  non  ricevesse  alcun  raggio  di  luce,  esso  sarebbe  invisibile. 
Vedi  Ostala.  , 

.za.  Quantunque  la  traspiissione  della  luce  si  faccia  conana  rapidità  cosi  grande 
da  rendere  impossibile  il  misurarla  sulla  superficie  della  terra  , non  è per  questo 
che  essa  aia  istantanea;  ma,  per  osservare  la  più  piccola  differenza  tra  l'istante 
dell'  apparizione  di  un  punto  luminoso  e quello-  in  cui  la  sua  luce  illumina  i corpi 
da  cui  si  trova  separato  da  un  mezzo  trasparente,  bisogna  ricorrere  alle  osserva- 
zioni astronomiche.  11  pianeta  di  Giove  è accompagnato  da  varj  satelliti  che 
girano  intorno  a lui,  e che  per  noi  sono  alternativamente  visibili  e invisibili 
secondo  che  sono  illuminati  dalla  luce  del  sole  o trovansi  nell'  ombra  che  dietro 
di  sé  Giove  projetta  nello  spazio.  Ora,  il  primo  di  questi  satelliti  descrive  la 
tua  orbita  nell' intervallo  di  ore  a8'  35"  o di  circa  4?  «re  e mezzo;  talmcn- 
lecbè  in  ogni  periodo  di  4a  ore  e mezzo  s’immerge  una  volta  Dell'ombra  del 
pianeta  e poco  dopo  ne  esce.  Questo  fenomeno,  simile  in  tutto  agli  reccl issi  di 
luna,  ai  chiama  un’  occultazione.  Ora,  se  la  terra  fosse  sempre  ad  una  stessa 
distanza  da  Giove,  o se  la  loeqjtramandala  dal  satellite  giungesse  a noi  sempre 
nello  stesso  tempo,  4a  ore  e mezzo  dopo  che  si  fosse  osservalo  uscire  dall'  ombra 
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il  satollile , dovrebbe  potersi  osservare  di  nuovo  lo  stesso  fenomeno»  vale  a dire 

che  gli  ecclissi  si  succederebbero  ad  iutèrvalli  esatti  di  ore  e mezzo.  IUa  ciò 

non  ha  luogo:  perchè,  quando  si  osservano  successivamente  gli  ecclissi  dei  satel- 
liti, bel  periodo  di  tempo  durante  il  quale  la  terra  si  avvicina  a Giove,  si  trova 
che  P intervallo  tra  il  primo  ed  il  secondo  ecclisse  è più  lungo  dell*  intervallo 
tra  il  secondo  e il  terzo  , che  questo  è più  lungo  dell'  intervallo  tra  il  terzo  e 
il  quarto  e cosi  successi* aniente  ; mentre,  al  contrario,  se  si  fanno  le  stesse  osser- 
vazioni nel  periodo  di  tempo  nei  quale  la  terra  si  allontana  da  Giosr*,  si  trova 
che  rinlervallo  tra  il  primo  e il  secondo  ecclisse  è più  corto  dell’ intervallo  tra 
il  secondo  e il  terzo  e cosi  di  seguito.  In  generale,  l'intervallo  tra  due  ecclissi 
aumenta  se  nella  sua  durata  la  terra  si  è allontanata^  diminuisce  se  la  terra  si  è 
avvicinala.  Questi  falli,  osservali  per  la  prima  volta  dall' astronomo  danese  Roe- 
mer,  dimostrano  ad  evidenza  che  la  luce  impiega  un  tempo  tanto  più  lungo  per 
giungere  da  Giove  alla  terra  quanto  più  grande  è la  distanza  tra  questi  due  corpi. 

Misurando  con  accuratezza  la  differenza  dei  tempi  tra.  i due  limiti  estremi  dcl- 
le  distanze,  si  è trovato  che  il  tempo  impiegato  dalla  luce  » percorrere  la  lun- 
ghezza del  diametro  dell'orbita  terrestre  è di  i(/  *G"  ; e questa  lunghezza  es- 
sendo di  (»8  in  G9  milioni  di  leghe  , ne  resulta  che  la  velocità  della  luce  è di 
circa  70000  leghe  per  secondo.  Dalle  stesse  osservazioni  si  è rilevato  ancora  che 
questa  celerilà  è uniforme.  Non  possiamo  formarci  un'  idea  di  questa  velocità  pro- 
digiosa che  confrontandola  con  quelle  che  ci  sembrano  grandissime.  l*er  esempio, 
una  p.illa  di  cannone  impiegherebbe  più  «li  17  anni  per  giungere  al  sole»  suppo- 
nendo che  conservasse  la  sua  velocità  iniziale;  cosicché  farebbe  in  un  armo  la 
metà  del  cammino  rhe  la  luce  fa  in  un  minuto. 

13.  Reflessione  della  luce.  Quando  si  fa  penetrare  un  raggio  solare  in  una 
ramerà  perfettamente  oscura,  se  si  pone  un  corpo  levigato  nella  sua  direzione, 
il  raggio  luminoso  si  rompe  sulla  superficie  del  corpo  e porla  sulle  pareli  della 
Camera  un'immagine  del  sole.  Oltre  questa  rellcssione  regolare,  se  n' effettua 
un’altra  irregolare,  poiché  dai  diversi  punti  della  camera  oscura  si.  distingue  la 
porzione  dello  specchio  sulla  quale  cade  il  raggio.  Quest'  ultima , all'opposto 
della  prima,  è latito  più  vivace  quanto  meno  il  corpo  è levigato. 

I*er  non  considerare  adesso  che  la  rellessione  regolare,  diremo  che  se  s'imma- 
gina una  retta  perpendicolare  «Ila  superficie  levigala  nel  punto  in  cui  è incon- 
trata dal  raggio  solare,  l'angolo  che  forma  questa  perpendicolare  col  raggio  si 
chiama  angolo  d'  incidenza , c l'angolo  che  essa  forma  col  raggio  retlcsso  si  dice 
angolo  di  reversione.  Questi  due  angoli  sono  sempre  situati  nello  stesso  piano 
e sono  eguali:  proprietà  che  costituisce  questa  legge  foudamentale  «Iella  catot- 
trica: Quando  un  raggio  di  luce  è rejlcsso  da  una  superficie  qualunque^  T an- 
golo d,'  incidenza  è eguale  all'  angolo  di  rejles sione. 

Questa  legge,  che  può  facilmente  verificarsi  coll'esperienza,  si  dimostra  per 
mezzo  di  comiderazioui  teoriche  nei  due  sistemi  dell’  emissione  c delle  vibrazioni. 

14.  Da  rcllessione  regolare  di  cui  adesso  trattiamo  non  rende  visibile  che  il 
corpo  luminoso,  perchè  il  raggio  reffesso  e il  roggio  incidente  non  debbousi 
considerare  che  come  un  solo  e medesimo  raggio  la  cui  direzione  ha  subito  uu 
cangiamento.  Per  conseguenza,  ponendo  l’occhio  nella  direzione  del  raggio  reffesso, 
si  vedrebbe  unicamente  il  corpo  luminoso  se  sopra  la  superficie  levigata  non  si 
effettuasse  nessuna  reffessione  •irregolare:  ma  tutte  le  superficie  producono  delle 
reflessioni  irregolari,  ed  è appunto  questa  circostanza  che  forma  la  condizione 
necessaria  della  visibilità  dei  corpi  che  non  sono  visibili  per  se  stessi. 

La  quantità  di  luce  retiessa  regolarmente  e irregolarmente  non  è mai  eguale 
alla  quantità  di  luce  somministrata  dal  corpo  luminoso,  perchè  sempre  ve  uc  ha 
una  parlo  assorbita  dal  corpo  reflcllcnte.  Questa  parte  si  estingue  quando  il  coi- 
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po  è ©puco,  lo  attraversa  quando  è trasparente.  L1  assorbimento  più  o ramo 
grande  della  Iure  per  parte  dei  corpi  opachi  congiunto  all'  enorme  sua  velocità 
spiega  l'oscurità  istantanea  che  si  produce  in  un  appartamento  coll1  impedire  che 
vi  penetrino  i raggi  diretti. 

i5.  Ogni  superficie  bastantemente  levigata  da  effettuare  una  rettemene  regolare  si 
dice  specchio.  Fra  ) corpi  solidi,  soltanto  alcuni  metalli  ed  alcuni  amalgami  sono 
suscettibili  di  ricevere  un  pulimento  perfetto.  Gli  specchi  di  cristallo  non  sono 
«•he  specchi  metallici,  perchè  non  debbono  le  loro  pVoprielii  che  all'amalgama 
di  mercurio  e di  lineo  del  quale  ò rivestila  la  loro  superficie  posteriore:  ma  sic- 
come il  vetro  nella  sua  qualità  di  corpo  trasparente  fa  provare  una  retrazione 
ai  raggi  luminosi  ohe  lo  attraversano  nell*  uscire  dall*  aria,  gli  specchi  impiegati 
nelle  esperienze  catottriche  noi»  debbono  essere  che  superficie  metalliche  levigale. 

iG.  Il  principio  fondamentale  enunciato  di  sopra  (i3)  si  applica  ai  raggi  lumi- 
nosi emanati  da  qualunque  sorgeotc  : esso  è vero  tanto  per  Ij  luce  naturale  che 
ci  viene  dal  sole  quanto  per  tutte  le  luci  artificiali  ohe  è in  nostra  facoltà  di 
prodtfrre,  tanto  pei  raggi  diretti  quanto  pei  raggi  già  rettessi  regolarmente  o irre- 
golarmente. Per  mezzo  di  questo  principio  generale  si  spiegano  con  molta  facilità, 
come  già  abbiamo  fallo  all'arlicolo  Catottrica,  tulli  i fenomeni  che  presentano 
gli  specchi , secondo  la  natura  della  loro  »u|>erficie. 

ij.  La  quautità  di  luce  riflessa  da  uno  stesso  corpo 'dipende  a un  tempo  e «lai 
pulimento  della  sua  superfìcie  e dalla  grandezza  dell*  angolo  d’  incidenza-  Per 
uno  stesso  angolo,  questa  quantità  è tanto  più  grande  quanto  il  pulimento  è più 
perfetto;  per  uno  stesso  pulimento,  essa  cresce  coll’angolo  d’incidenza.  Un  espe- 
rienza curiosa  dimostra  quest’ultimo  fattoi  se  si  prende  mia  lastra  di  vetro 
spulilo,  e se  si  pone  l’occhio  in  prossimità  della  sua  superfìcie,  in  modo  da 
ricevere  dei  raggi  reflessi  sotto  un  angolo  d’incidenza  multo  granile,  si  scorge- 
ranno le  immagini  degli  oggetti  circonvicini  colla  stessa  nettezza  che  con  uno 
specchio.  Per  ogni  altra  particolarità  su  questo  proposito  rinvieremo  il  lettore 
all’articolo  Catottrica. 

18.  Re  frazione  della  luce.  Si  chiama  refrazione  il  cangiamento  di  direzione 
che  prosa  un  raggio  luminoso  che  passa  obliquamente  da  un  mezzo  trasparente 
in  uu  altro.  Sia  AB  un  raggio  luminoso  [Tao.  CLXXIV^/fy*.  i );  supponiamo  che 
dopo  essersi  propagato  nell’ aria  incontri  in  B la  superfìcie  di  una  massa  d’acqua 
Mlf;  invece  di  continuare  a propagarsi  secondo  la  retta  BC' , prolungamento  di 
AB,  esso  si  romperà  nel  punto  B entrando  nell’  acqua,  e prenderà  una  direzione 
BC,  determinala  secondo  una  legge  che  ora  passeremo  ad  esporre. 

Immaginiamo  una  retta  DE  perpendicolare  nel  punto  B alla  superficie  di  se- 
parazione SIN  dei  due  mezzi;  l’angolo  ABD  del  raggio  incidente  sarà  ciò  che  si 
dice  l'angolo  d' incidenza , c l’ango  fu  CBE  del  raggio  refralto , colla  stessa  per- 
pendicolare, sarà  /* angolo  di  rifrazione.  Ora,  la  relazione  generale  che  unist  e 
questi  Jue  angoli,  per  due  mezzi  trasparenti  qualunque,  si. enuncia  come  segue: 
Quando  un  raggio  luminoso  passa  da  un  mezzo  in  un  altra%  questo  raggio 
vieti  refratto  in  modo  che  il  seno  del /’ angolo  <T incidenza  e quello  de //’  an- 
golo di  refrazione  stanno  tra  loro  in  nn  rapporto  costante. 

Questo  priucipio  fondamentale  della  diottrica,  ed  uno  dei  più  importanti  del- 
l'ottica generale,  è stalo  scoperto  da  Cartesio.  Vedi  Ottica. 

ii).  Tutti  i mezzi  nei  quali  la  luce  può  propagarsi  si  dicono  mezzi  ref/on- 
genti , perchè  tulli  fanno  provare  una  deviazione  o re/raiione  ai  raggi  luminosi 
nel  momento  che  questi  vi  penetrano  per  aUraversaili.  Il  vuoto  c pure  un  mezzo 
refruugente,  perchè  la  luco  che  esce  da  uu  altro  meno  si  refruigo  nell' entrarvi. 
Un  mezzo  è piu  refrangente  rispetto  ad  uu  altro  quaudo  il  raggio  refratlo  si 
pi*,  di  Mal.  Voi.  VI,  u v ' . 54 
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avvicina  alla  perpendicolare , ovvia  quando  l'angolo  di  retrazione  è più  piccolo  di 
quello  d’  iucidcntu:  è all' opporlo  meno  refrangente  quando  il  raggio  refrallo  ai 
allontana  dalla  perpendicolare,  ovvio  quaudo  l'angolo  di  retrazione  è maggiore  di 
quello  d'incidenza. 

r<j  bis.  Per  verificare  coll’  evperienza  il  principio  fondamentale  accennalo  di 
vopra  (18),  vi  prende  un  varo  di  vetro  di  forma  emivferica  NP'N'  ( Tnv.  CLXX1V, 
fig.  a);  vi  empie  d’acqua  in  modo  che  il  livello  NN'  giunga  al  centro  C della 
vfera , e verso  questo  centro  vi  dirige  un  piccolo  fascio  di  luce  volare  volto  di- 
verse inclinazioni.  Un  circolo  graduato  il  cui  centro  coincide  con  C,  e che  può 
situarsi  a piacere  nel  piano  del  raggio  luminoso,  serve  a misurare  gli  angoli  che 
questo  raggio  fa  colla  verticale  PP'  prima  e dopo  la  retrazione.  Il  cammino  del 
raggio  refratto  è facile  a riconoscersi  dal  punto  in  cui  esso  esce  dal  vaso  per 
rientrare  dall’acqua  nell’aria:  se,  per  esempio,  il  raggio  incidente  è LC  e il 
raggio  refratlo  CE,  il  punto  R , ove  quest’  ultimo  esce  dal  vaso  per  continuare  il 
suo  cammino  nell’  aria,  fa  conoscere  l’arco  RP*  che  misura  l’angolo  di  refrazio- 
na KCP'.  Si  può  in  tal  modo  riscontrare  che  il  rapporto  tra  le  rette  LD  e RF, 
che  sono  rcspcltivamenle  i seni  degli  angoli  PCL  e RCP',  è una  quantità  co- 
stante; vale  a dire  che  per  qualunque  altro  angolo  d’ incidenza  L'Cl*,  il  cui  an- 
golo corrispondente  di  refrazione  è U'CP',  il  rapporto  dei  seni  L'D'  ed  R'F'  è 
eguale  a quello  dei  seni  LD  e RF  ; perché,  dopo  aver  trovato,  mediante  la  mi- 
sura degli  angoli  PCL  e RCP,  che  quest’ ultimo  rapporto  è sensibilmente 

LD  4 
~RF  “ 3~  ’ 


si  trova  egualmente,  per  mezio  della  misura  degli  angoli  PCL'  e R'CP , che  il 
rapporto  dei  loro  seni  é 

L'D'  4^ 

R'F'  3 ’ 


e che  lo  stesso  avverrebbe  per  qualunque  altra  incidenza.  Si  può  inoltre  osser- 
vare che  l'angolo  di  refrazione  i sempre  situato  nello  stesso  piano  dell'an- 
golo d' incidenza  corrispondente. 

ao.  Sostituendo  all’acqua  del  vaio,  dell’alcool  o qualunque  altro  liquido,  ti  tro- 
verebbe nella  stessa  guisa  che  vi  è sempre  un  rapporto  costante  tra  i seni  degli 


angoli  d’  incidenza  e di  retrazione  ; ma  questo  rapporto  non  sarebbe  più  di  : 


esso  sarebbe  più  grande  o più  piccolo  secondo  che  il  liquido  di  eoi  si  facesse 
uso  fosse  più  0 meno  refrangente  dell'acqua.  In  generale,  te  t'indica  con  I l’an- 
golo d'incidenza,  e con  R quello  di  refrazione,  la  legge  di  refraziono  per  due 
mezzi  qualunque  potrà  rappresentarsi  colla  relazione 


ten  I 

"5-  =•», 

scn  R 


ove  n è un  numero  costante  per  due  medesimi  mezzi,  ma  che  varia  con  essi.  Que- 
sto numero  n ti  diee  indice  di  refrazione. 

ai.  L'apparecchio  precedente  può  servire  ancora  a verificare  un  allro  fatto  im- 
portante, quale  è quello  che  il  raggio  luminoso  nel  ripassare  dall'acqua  ncll’arij 
forma  un  secondo  angolo  di  rofraxione  eguale  al  primo  augolo  d'incidenza;  «ale 
a dire  che  rappresentando  con  AB  ( Tav . (JLXX1V,  fig.  i ) un  raggio  incidente. 
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e con  BC  un  raggio  refrallo,  la  luce  che  percorre  la  linea  spellata  ABC,  lenen- 
do da  A,  percorrerebbe  la  stessa  linea,  se  si  propagasse  in  senso  contrario,  lenen- 
do cioè  da  C;  l'angolo  di  reflazione  sarebbe  allora  l’angolo  d'incidenza,  e 
quello  d'incidenza  l'angolo  di  reflazione.  Questa  proprietà  si  esprime  in  un  mo 
do  generale  dicendo  che  un  raggio  che  torna  indietro  ripatta  etattamente  per 
la  Metta  via.  Da  ciò  risulta  che  se  i n l'indice  di  refraziosie  quando  la  luce 

passa  da  un  mezzo  A in  un  mezzo  B , sarà  — l' indice  di  rifrazione  quando 
all'opposto  essa  passerà  dal  mezzo  B nel  mezzo  A.  Cosi,  essendo  -ì-  I’  indice  di 


refrazione  dell’acqua  rapporto  all’aria  , sarà  — quello  dell'  aria  rispetta  al- 

4 

I'  acqua. 

aa.  Analizzando  le  conseguenze  della  legge  rappresentata  dalla  formula 

sen  I 


i H 


si  riconosce  tosto  che  se  l'angolo  d'  incidenza  è nullo,  sale  a dire  se  il  raggio 
incidente  è perpendicolare  alla  superficie  del  secondo  mezzo,  l'angolo  di  refra- 
zione è del  pari  nullo,  o,  in  altri  termini,  non  li  ha  refrazione,  e il  raggio  in- 
cidente penetra  in  linea  retta  senza  deviare;  perché  non  potrebbe  aversi 
o 

— =an,  a meno  che  non  si  avesse  scnR=30.  Il  che  d'altronde  vien  con- 

sen  R 

fermato  anco  dalla  esperienza.  Avendosi  la  massima  incidenza  quando  il  raggio  è 
parallelo  alla  superGcie  di  separazione  dei  mezzi,  caso  in  cui  I = qo*  e stilisi, 
allora  si  avrà 


donde 


sen  R = — . 
n 


Ma,  supponendo  che  la  luce  torni  indietro,  o che  esso  ripassi  dal  secondo 
mezzo  nel  primo  facendo  un  augolo  d'incidenza  il  cui  seno  sia  —,  1‘  angolo  di 

fi 

refrazione  sarebbe  di  qo0,  e per  conseguenza  il  raggio  refralto  sarebbe  parallelo  alla 
superficie  di  separazione:  esso  non  uscirebbe  dunque  dal  mezzo  in  cui  si  propaga. 
Lo  stesso  a più  forte  ragione  accoderebbe  se  il  seno  dell’angolo  d'incidenza  fosse 

più  grande  di  — . In  generale,  quando  no  raggio  passa  da  un  mezzo  refran- 

n 

gente  in  un  altro  mezzo  meno  refrangcnte,  esiste  sempre  un  limile  per  l'angolo 
d' incidenza  , al  di  là  del  quale  il  raggio  non  può  più  uscire  dal  primo  mezzo. 

a3.  La  formula  dunque  non  è applicabile  quando  l'angolo  d'incidenza  è mag- 
giore dell'  angolo  limite,  e questa  circostanza  si  manifesta  per  mezzo  dei  valori 
assurdi  che  si  ottengono  in  tal  caso.  Per  esempio,  l'indice  di  refrazione  del- 
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r acqua  rispelto  ili* aria  essendo  -jj-,  si  In,  facendo  I=;gotf 


sen  R=  ; 

4 

donde  si  conclude  Ils=4^°  35*  : tale  è il  valore  dell*  angolo  limite^  e (ulti  i rag- 
gi che  si  presenteranno  per  passale  dall’acqua  nell'aria,  sotto  un  maggior  angolo 
d'incidenza,  non  potranno  uscire  dall*  acqua.  Ora,  assegnando  nella  formula  a 

3 

sen  H dei  valori  più  grandi  di  — , si  ottengono  per  seni  dei  valori  maggiori  di 


i , o più  grandi  del  raggio  del  circolo,  il  che  è assurdo. 

2}.  Se  la  formula  diviene  insufficiente  a farci  conoscere  il  cammino  del  raggio 
luminoso  al  di  Ih  dell'angolo  massimo  d'incidenza,  t' esperienza  ci  dimostra  che 
questo  raggio  si  reflelte  completamente  nel  mezzo  che  esso  non  può  abbandonare, 
facendo  un  angolo  di  reflessione  eguale  a quello  d'incidenza.  Supponendo  per 
esempio  che  un  raggio  CO  ( Tav.  CLXXIV,^/?#.  3)  si  presenti  perpendicolarmente 
alla  superficie  di  separazione  dei  due  mezzi,  e che  successivamente  vada  inclinan- 
dosi prendendo  le  direzioni  EO , FO , ec. , in  primo  luogo  esso  uscirà  pel  pro- 
lungamento della  perpendicolare  CO,  quindi  farà  degli  angoli  di  refrazione  che 
sarauuo  più  grandi  di  quelli  d' incidenza  e che  andranno  crescendo  più  rapida- 
mente di  questi  ultimi  : quando  I'  angolo  d'  incidenza  EOC  saià  eguale  all'  angolo 
limite,  il  raggio  refralto  coinciderà  con  OH;  ma  subito  che  il  raggio  incidente 
formerà  «hi  angolo  FOC  più  grande  dell' angolo  limile,  esso  diverrà  compiuta- 
niente  reflesso  e formerà  un  angolo  di  lefleriione  COI',  eguale  a quello  d’ incidenza 
FUC  Non  vi  ha  continuità  nel  passaggio  dalla  refraz  onc  alla  rcHeisione  interna. 

Quella  te  flessione  interna  essendo  totale,  il  che  uoii  avviene  mai  con  gli  spe- 
chi del  pulimento  il  più  perfetto,  produce  delle  immagini  più  ballanti  di  quelle 
che  possono  osservarsi  io  questi  specchi.  Se  ne  può  fare  facilmente  l'esperienza 
riempiendo  d'acqua  un  vaso  di  vetro  ( 7W.  CLXX1V , Jìg.  4 ) e ponendo  l’oc- 
chio in  O in  una  direzione  al  di  sopra  dell'angolo  limite:  la  superficie  dell' ac- 
qua darà  come  uno  specchio,  ma  con  una  maggior  vivacità,  le  immagini  degli 
oggetti  che  vi  sono  immersi. 

25.  La  determinazione  degl’  indici  di  refrazione  dei  diversi  mezzi  refrangenti 
gli  uni  rispetto  agli  altri  essendo  di  una  grande  importanza , dobbiamo  avvertire 
una  proprietà  che  dà  un  mezzo  sempliciasioio  per  trovare  l' indice  di  refrazione 
per  on  raggio  che  passa  da  un  mezzo  in  un  altro,  quando  si  conoscono  quelli  di 
questi  due  mezzi  rispetto  a un  terzo.  È provalo  dall’  esperienza  che  applicando 
1' una  sull'altra  due  lastre  trasparenti  parallele,  aventi  poteri  refrangenti  diversi, 
i raggi  incidenti  che  penetrano  per  una  delle  facce  di  questo  sistema  escono  pa- 
rallelamente a sè  stessi  dalla  faccia  opposta:  perché,  come  può  facilmente  osscr- 
varsi , gli  oggetti  che  si  guardano  a traverso  a queste  lastre  non  appariscono  punto 
alterati  nelle  loro  posizioni.  Sia  dunque  a ( Tav.  CLXX1V  , fig.  5 ) 1'  angolo  d’in- 
cidenza primitivo,  a ' quello  di  refrazione  nella  prima  lastra,  b 1’  angolo  d’ inci- 
denza in  questa  lastra,  e L'  l’angolo  di  refrazione  nella  seconda  lastra  : sia  final- 
mente c 1’  angolo  d' incidenza  nella  seconda  lastra,  ec'  l’angolo  «li  sortila  del  si- 
stema, o come  comunemente  si  dice  V angolo  di  emergenza  ; per  ciò  che  precede 
si  avrà  icndcsent'.  Ora  , essendo  n l’indice  «li  refrazione  «Iella  prima  lastra 
rispetto  all  aria,  ed  m quello  della  seconda  lastra  parimente  rispetto  all’aria,  si  avià 


.sen  a sen  cf 

seu  a*  1 teu  c 
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e per  eomegeenza  senrtsr/iseiiri'snsen^,  *eo  t/ssiena  = m jen  esm  sen  l'\ 
donde  si  ha 

sen  b rn 

sei»  b ' n 


vate  » «tire  che  l'indice  «li  retrazione  della  seconda  lastra  rapporto  ulta  prima  è 
eguale  al  rapporto  inverso  dei  loro  indici  respellivi  rapporto  all'aria.  La  rela- 
zione sarebbe  la  stessa  se  gl* indici  respeltivi  delle  due  lastre  si  riferissero  a qua- 
lunque altro  mezzo  diverso  dall* aria.  Sapendo  p»-r  esempio  che  l*in«lice  «lei  «lia - 
manie  rispetto  al  vuoto  é s,;55  , e quello  dell1  alcool  sempre  rispetto  al  vuoto  è 
se  ne  concluder*  immediatamente  che  l'indice  di  refrazione  del  diamante 
rispetto  all'alcool  è eguale  a 


a,?55 


=’a,oo5. 


In  seguito  imlicheremn  il  mo.lo  Ji  determinare  gl'indici  di  refraiione  dei  di- 
versi  mezzi  refrangenli  rispetto  all' aria. 

2O,  La  disposizione  dei  raggi  che  attraversano  un  mezzo  terminalo  da  super- 
ficie piane  e situalo  nell'aria  o in  qualunque  altro  mezzo  refrangenle  presenta 
non  poche  particolarità  notabilissime.  Supponiamo  che  un  raggio  luminoso  , che 
si  propaga  nell'aria,  incontri  nel  suo  passaggio  una  massa  di  vetro  , e che  I at- 
traversi entrando  cd  uscendo  per  due  superficie  piane:  si  presenteranno  due  cosi, 
o le  superficie  sono  parallele,  ovvero  sono  inclinate  1'  una  sull  altra.  Nel  primo 
caso  ( Tav.  CLXXIV,^.  G),  siccome  il  raggio  deve  uscire  facendo  colla  per- 
pendicolare nel  punto  di  emergenza  un  angolo  perfettamente  rguate  all  angolo 
d'incidenza  (21),  ed  essendo  d'altronde  parallele  le  facce  AB  c CD,  il  raggio  in- 
cidente e il  raggio  emergente  sono  paralelli  tra  loro.  Nel  sc«*ondo  caso,  le  duo 
superficie  facendo  un  angolo  qualunque  BAC  {Tav.  CLXXIV  , Jìg.  7),  e il 
raggio  incidente  ab  dovendo  avvicinarsi  olla  perpen«lieolare  nm  peichè  il  vetro 
è più  refrangenle  dell'aria,  il  raggio  rcfralto  be  deve  allontanarsi  dal  vertice  A 
dell'  angolo  che  fanuo  tra  loro  le  intersezioni  «Ielle  «lue  superficie  del  vetro  col 
piano  di  questo  raggio,  e siccome  emergendo  in  e deve  esso  allontanarsi  dalla 
perpendicolare  rn  n!  , così  si  allontanerà  di  nuovo  dal  vertice  A ; talmentechè 
l'effetto  di  un  mezzo  refrangente  angolare  sarà  quello  di  allontanare  il  raggio 
dal  vertice  dell'angolo.  Se  il  raggio  rcfrallo  be  fosse  perpendicolare  alla  faccia 
AC,  emergerebbe  senza  ur.a  seconda  refrazione;  ma  se  incontrasse  questa 
faccia  faceudo  colla  perpendicolare  nn  angolo  maggiore  dell'angolo  limite  (*4)» 
resterebbe  interamente  reflesso  internamente  , e per  conseguenza  respinto  sulla 
prima  faccia  , ove  proverebbe  una  seconda  reflessione  che  lo  farebbe  ritornare 
sulla  seconda  faccia  , e così  di  seguito.  Nella  disposizione  «Iella  figura  , il  raggio 
incidente  essendo  diretto  verso  il  vertice  A,  i raggi  successivamente  reflessi  so- 
derebbero di  mano  in  roano  diminuendo  la  loro  inclinazione  sulle  facce  AC  e 
AB,  e finalmente  dopo  un  numero  più  o meno  grande  «li  reflessioni  vi  sarebbe 
un  raggio  emergente:  ma  se  il  raggio  incidente  fosse  diretto  verso  l'apertura 
dell'angolo  BAC,  i raggi  reflessi  a*  inclinerebbero  sempre  più  sulle  facce  del  mez- 
zo e non  potrebbero  mai  uscirne.  Queste  diverse  circostanze  possono  essere  facil- 
mente rappresentate  per  mezzo  di  costruzioni  geometriche  o per  mezzo  di  for- 
mule semplicissime,  e quando  l'angolo  A è dato,  è facile  il  determinare  se  esisto 
o non  esiste  un  raggio  emergente  per  un  dato  angolo  d*  incidenza. 

uj.  Ogni  mezzo  refrangenle,  avente  due  facce  piane  inclinate  Ira  loro,  si  chiama 
in  ottica  un  prisma , tanto  se  sia  un  vero  prisma  geometrico  quanto  se  ne  sia 
sollauto  uua  poiziouc;  il  vertice  del  prisma  è la  retta  lungo  la  quale  si  tagliauo  le 
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«lue  facce,  o lungo  la  quale  esse  ai  taglierebbero  se  fossero  sulliccnleraeute  prolun- 
gate. La  base  del  prisma  è una  terra  faccia  opposta  al  vertice,  sia  che  realmente 
esja  esista  o che  nou  esista.  L'  angolo  del  prisma,  che  si  chiama  ancora  1'  angolo 
refrangente , è l’angolo  delle  due  facce.  Quando  un  raggio  luminoso  penetra  per 
una  delle  facce  ed  esco  dall’  altra , si  dice  che  esso  attraversa  il  prisma.  In  tut- 
to ciò  che  saremo  per  dire,  non  considereremo  che  dei  prismi  completi;  ma  i 
fenomeni  che  questi  corpi  ci  offriranno  sarebbero  gli  stessi  per  qualunque  por- 
zione di  prismi  geometrici,  purché  le  due  facce  per  le  quali  la  luce  entra  ed 
esce  siano  piane  ed  inclinale  l'  una  sull'  altra. 

38.  La  deviazione  che  prova  un  raggio  di  luce  nell'  attraversare  un  prisma 
produce  delle  apparenze  differenti  secondo  la  posizione  del  prisma.  Quaudo  la 
ba»e  del  prisma  è orizzontale  e la  coslola  è in  alio,  gli  oggetti  che  possono  scor- 
gersi , avvicinando  l'occhio  ad  una  delle  facce  per  ricevere  la  luce  che  è entrala  per 
J'  altra  , si  vedono  come  elevati  verso  il  vertice  del  prisma,  e i loro  orli  orizzon- 
tali compariscono  fregiati  di  tutti  i colori  dell'iride:  se  il  vertice  è al  basso,  la 
deviazione  degli  oggetti  segue  in  senso  inverso.  Quando  il  prisma  é situato  ver- 
ticalmente, la  deviazione  ha  sempre  luogo  verso  il  vertice;  ina  allora  souo  gli 
orli  verticali  degli  oggetti  che  si  colorano.  In  generale,  qualunque  sia  la  posi- 
zione del  prisma,  la  deviazione  ha  sempre  luogo  verso  il  vertice,  perpendicolar- 
mente alle  costole,  c la  colorazione  si  effettua  paralcllaraentc  a queste  costole , ma 
sempre  verso  i soli  orli  degli  oggetti,  talmentechè  sono  i soli  orli  paralclli  alle  co- 
stole  quelli  che  si  coloriscono 

29.  Si  dice  angolo  di  deviazione  1’  angolo  che  I'  immagine  diretta  di  un  og- 

getto fa  coll'  immagine  deviata  da  un  prisma,  quando  l'occhio  si  suppone  situalo 
in  sufficiente  lontananza  da  potere  ricevere  nel  tempo  medesimo  il  raggio  diretto 
e *1  refratlo,  Sia  per  esempio  LI  ( Tav . CLXX,V,yf£.  1)  un  raggio  inci- 

dente che  emerge  nella  direzione  PO  ed  è ricevuto  dall'occhio  [tosto  in  O ad 
una  certa  distanza  dal  prisma;  se  OLr  è un  raggio  diretto  venuto  dal  medesimo 
punto  luminoso  da  cui  è emanalo  il  raggio  incidente  LI %V  angolo  di  deviazione 
sarà  VOI/. 

Quest1  angolo  di  deviazione  può  essere  più  o meno  grande,  secondo  la  posizione 
del  prisma;  perche,  meulre  si  osserva  1'  oggetto  refratlo,  se  si  fa  girare  il  pri- 
sma sopra  sé  stesso,  l'oggetto  sembra  cambiar  di  posto  ed  avvicinarsi  o allonta- 
narsi, senza  però  uscire  da  due  limiti.  Vi  ba  dunque  una  deviazione  minima  ed 
una  deviazione  massima. 

Si  dimostra  facilmente  che  la  deviazione  minima  ha  laogo  quando  gli  angoli 
d'  incidenza  e di  emergenza  sono  eguali.  In  questa  posizione  particolare,  gli  an- 
goli SU'  e SI'I  essendo  necessariamente  eguali,  il  triangola  ISl'  è isoscele,  e la 
metà  dell'angolo  S al  vertice,  ossia  dell'angolo  refrangente  del  prisma,  è il  com- 
plemento di  ciascuno  degli  angoli  alla  base,  poiché 

Sr=i8o°— aSlf,  e Sc=go°~Sir. 

Ora,  l'angolo  SII'  è esso  pure  complemento  dell'angolo  di  refrazione  IfIN'; 
dunque,  nel  caso  della  deviazione  minima,  1’  angolo  di  refrazione  che  ha  luogo 
nel  passaggio  del  raggio  luminoso  dall'  aria  nella  sostanza  del  prisma  è eguale 
alla  metà  dell'  angolo  refrangenlc.  È per  mezzo  di  questa  relazione  che  si  giunge 
a determinare  gl’  indici  di  refrazione  delle  diverse  sostanze. 

30.  Per  indicare  i principi  di  questa  determinazione,  conduciamo  OB  parallela 
a SA  c OB'  parallela  a SA',  ed  osserviamo  che  indicando  con  I l'angolo  d'  in- 
cidenza LIN,  con  U l’angolo  di  refrazione  VII',  con  G l’angolo  refrangcntc  del 
prisma,  si  avrà,  essendo  D la  deviazione  minima  I'OLf, 

D=  1808— L'OB  — BOB'  -B'OE; 
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ma 

dunque 

donde 


L'OB=Ii'OE=LIA=ei)o°  — I, 

Pmsal  — G, 


le= 


D-4-G 


sostituendo  ora  questo  valore  egualmente  che  quello  di  II  =a  — nell'  espressione 
del  o ° 23,  si  otterrà  la  relazione 

— “n  i G ) 

n ~ teu  j G r 

per  mezzo  della  quale  si  può  trovare  l’ indice  di  refrazione  , mediante  la  sola  os- 
servazioue  della  deviazione  minima , con  un  prisma  il  cui  angolo  refrangente  sia 
nolo. 

3i.  Se  la  sostanza  cbe  si  vuol  provare  è solida,  si  costruirà  con  essa  uu  prisma  che 
si  porrà  verticalmente  ad  una  gran  distanza  da  un  oggetto  preso  di  mira.  Alla  di- 
stanza di  pochi  passi  dal  prisma  si  porrà  un  circolo  graduato  armato  di  due  ca- 
nocchiali mobili,  e,  dopo  aver  diretto  il  primo  canocchiale  sulla  mira,  si  dirigerà 
il  secondo  in  modo  da  ricevere  l' immagine  della  mirarefralta  dal  prisma:  quindi 
si  farà  girare  il  prisma  c il  canocchiale  fiuché  si  giunga  a trovare  la  deviazione 
minima,  il  che  è facile  dopo  pochi  tentativi.  Ottenuta  questa  deviazione,  I’  angolo 
dei  canocchiali  presenta  sul  lembo  del  circolo  Ja  sua  misura,  e non  occorre  più 
altro  che  sostituirla  nella  relazione  precedente , unitamente  al  valore  dell’  angolo 
del  prisma  , per  conoscere  l’ indice  cercato. 

Questo  metodo,  dovuto  a Newton , può  esser  pure  impiegato  per  i liquidi  ed 
anco  pei  gas,  chiudendoli  in  un  prisma  vuoto  formato  di  lastre  di  vetro. 

3z.  I fisici  indirano  col  nome  di  potenza  refratliva  di  una  sostanza  il  qua- 
drato del  suo  indice  di  refrazione,  rapporto  al  vuoto , diminuito  dell’  unità  : questa 
quantità  si  rappresenta  in  generale  con  n* — i.  Chiamano  essi  potere  rifrangente 
la  potenza  refratliva  divisa  per  la  densità  della  sostanza.  Queste  denominazioni 
sono  state  adottate,  perchè,  nel  sistema  deli'emissioue,  n%  — i esprime  l' accresci- 
mento del  quadralo  della  celerilà  della  luce  ne)  suo  passaggio  dal  vuoto  in  un 
mezzo  refrangente  : il  potere  refrangente  è la  stessa  cosa  che  la  potenza  refratliva 
per  1'  unità  di  densità.  Nel  sistema  delle  ondulazioni  la  potenza  refratliva  dipende 
dal  grado  di  condensazione  in  cui  si  trova  1’  etere  contenuto  nella  sostanza  refran- 
gente.  Faremo  osservare  che  i poteri  refrangeuti  dell’aria  e dei  gas  essendo  pic- 
colissimi rapporto  a quelli  degli  altri  corpi,  si  può  sempre  senza  errore  sensibile 
prendere  per  l' indico  di  refrazioue  di  questi  corpi,  rapporto  al  vuoto , quello  che 
si  osserva  rapporto  all'  aria. 

I sigg.  Biot  e Arago  hanno  Stabilito  come  principio  fondamentale , che  le  po- 
tenze rrf ratti  ve  di  uno  stesso  gas  sono  proporzionali  alla  sua  densità , o , il  che 
e lo  stesso , che  il  potere  refrangente  di  un  gas  i lo  stesso  a qualunque  tem- 
peratura e a qualunque  pressione.  Doloug  ha  dimostrato  che  questo  principio 
aveva  pure  luogo  per  le  mescolanze  dei  gas,  talmrntcché  la  potenza  refratliva  di 
una  mescolanza  di  gas  c di  vapori  è eguale  alla  somma  delle  potenze  refrallive 
dei  gas  componenti:  ma,  se  vi  ha  combinazione  chimica  nella  mescolanza,  la 
potenza  refratliva  del  gas  composto  non  ha  pili  ncssuu  rapporto  con  quelle  dei 
suoi  elementi. 
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33.  Basta  conoscere  I'  indice  di  refrazione  di  un  mezzo  rifrangente  rapporto 
al  vuoto  per  trovare  immediatamente  la  sua  potenza  refrattiva:  sapendo,  per 

520 

esempio,  che  l’indice  di  retrazione  dell’acqua  piovana  è — — , si  ha 
Potenza  ref raltioa  dell'  acqua  = — i £=0,7845. 


Ecco,  secondo  le  esperienze  più  recenti  gl’ indici  di  refrazione  di  diverse  so- 
stanze colle  potenze  refratlive  e coi  poteri  refrangenti  che  ne  risultano. 


TAVOLA 

degl’indici  di  refrazione,  delle  potenze  refratlive  e dei  poteri 
refrangenli  di  diverse  sostante. 


Nomi  dell»  joirnmt 

INDICI  0| 
REFE  AZIONE 

POTENZE 
BEF  RATTI  VE 
«*  — I 

DENSITÀ 

6 

POTERI 
RIFRANGENTI 
/IV—  I 

à 

Solfalo  di  barite . . , 

*5/ 

/|4 

1,699 

4,27 

0*3979 

Vetro  d’antimonio 

7. 

a,568 

5, 28 

o,4864 

Solfato  di  calce 

"Ai 

i,ai3 

2, 252 

o,53»6 

Vetro  comune  

7» 

i,4oa5 

2,58 

o,5436 

Cristallo  di  monte 

7,. 

t,445 

2,65 

0,5456 

Carbonato  di  calce  .... 

•,778 

2,  72 

o,6536 

'Sai  gemma 

1 v 

/ 11 

1,308 

2,143 

0,  C477 

Allume 

•Vai 

1,1267 

i.7«4 

O,  6570 

i Borace 

7,* 

i,i5ii 

i,7i4 

0,6716 

Citrato  di  poiana.  .... 

/ai 

1,345 

',9 

°,  7079 

Solfato  di  ferro 

Acido  tolforieo 

*7» 

I,ay5 

•,7*6 

0, 755i 

7, 

1,041 

i,7 

0,  Ci  a4 

Acqua  piovana 

SA»/ 

/s*« 

o,;845 

«,* 

0,  7845 

Gomma  arabica 

»v 

• ai 

i,'79 

«,675 

0, 8574 

I Alcool  rettificalo 

100  / 
/t» 

0,8765 

0,  866 

1,0121 

Canfora 

% 

1,25 

0,996 

1 , a55 1 

1 Olio  d’  oliva 

7,. 

i,i5i  1 

0,913 

1,2607 

Olio  di  litio 

7a1 

1,1948 

0,932 

1, 2819 

: Essenza  di  trementina  . . • 

as/ 

/il 

1,1626 

0, 876 

lt  3223 

j Ambra 

■4/ 

/• 

1,42 

.,04 

i,3654 

Diamante « . 

**1 i 

tOOi 

. Hi 

• ■ 

4-949 

3,4 

i,4556 
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TAVOLA 

degl' iodici  di  reflazione  e delle  potenze  refratlsee  dei  gas  ella  temperatura  _ 
di  o°  e sotto  la  pressione  atmosferica  di  om,76. 


nomi  dei  gas 

LUDICI  DI 
aErKAZioHic 
n 

POTBIIZB 

RBPRATT1VB 
11»—  I 

DEH  SITA 

s 

[ Aria  atmosferica 

1,000294 

O,  OO0589. 

1,000 

Ossigepe 

1,000272 

0, ooo5$4 

1 , io3 

i Idrogeno 

1,  ooo»38 

0, 000277 

0,068 

A 

z,  ooo3oo 

0, 00060  z 

0, 976 

Ammoniaca 

1,  ooo385 

O,  OOO77I 

0,591 

Arido  carbonico.  • • • • 

i, 000449 

0, 000899 

1.5*4 

j Cloro  

1, 000772 

0,001 548 

a,  476 

' Acido  idroclorico 

s,  000449 

0,000899 

1,254 

; Ossido  d’  azoto 

i,  ooo5o3 

0, 001007 

1,527 

! Gas  nitroso 

1, ooo3o3 

0,000606 

1.039 

Ossido  di  carbonio  . . . 

1, 000340 

0, 00066 1 

1,99» 

Gianogene.  

1, ooo834 

0, 00  1 668 

.,818 

Gas  oliofacieote 

»,  000678 

0, ooi356 

0, 980 

Gas  delle  paludi 

s, 000443 

O,  OOO88G 

0,589 

Etere  idroclorico  .... 

I , 00 I 095 

O,  002I9I 

2,234 

i Acido  tdrociaoico,  , . . . 

1 ,000451 

0, ooogo3 

BJ 

Gas  oasi-cloro- carbonico  . . 

*,001 159 

o,ooa3*8 

3,442 

Acido  solforoso 

1, ooo665 

0,  ooi33i 

2,247 

j Idrogena  solforato  .... 

I, 000644 

0,001288 

1,178 

Etere  solforico 

1,001 I 53 

0,  oo3o6t 

2, 58o 

Carburo  di  zolfo  .... 

i,ooii5o 

0,  oo3o 1 0 

2,644 1 

ldrogene  prolo-fosforico  . . 

1,000389 

0,001579 

r,256 

34.  I-e  proprie!*  dei  prismi  si  ritrovano  nei  retri  conosciuti  sotto  il  nome  di 
lenii,  che  ingrandiscono  o diminuiscono  gli  oggetti  che  si  guardano  a traverso 
di  esse.  Questo  lenti,  polendo  esser  considerate  come  composte  di  un’  ìdGdiI*  di 
prismi  troncati,  i facile  il  comprendere  che  i raggi  che  le  attraversano  subiscono 
differenti  retrazioni  secondo  la  inclinazione  differente  delle  due  facie  di  ciascun 
prisma  troncalo  elementare;  talmentechè  i raggi  emanali  da  un  oggetto  qua- 
lunque, i quali  convergono  naturatraente  nell’occhio  per  produrvi  la  visione  di 
questo  oggetto  , possono  emerger»  dalla  lente  cuu  una  convergenza  ^maggiore  <► 
Di*,  d « Mai.  fV.  VI.  . 
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minore  di  quella  tbe  aretino  nell' entrarti;  nel  primo  ceto  l' oggetto  sembra 
più  grande  che  all' occhio  nudo,  e nel  secondo  più  piccolo.  fedi  Leste. 

35.  Analisi  della  luce.  Abbiamo  di  sopra  (28)  Tallo  menzione  del  Tenomeno 
della  colorazione  degli  orli  degli  oggetti  reduti  attraverso  ad  un  prisma:  questo 
fenomeno  indica  evidentemente  che  la  luce  subisce  una  certa  modificazione  pas- 
sando nel  prisma,  perchè  i colori  accidentali  che  si  vedono  sono  indipendenti  dal 
colore  proprio  degli  oggetti,  e presentano  tutte  le  gradazioni  dell’arco  baleno: 
ma,  per  riconoscere  la  natura  di  questa  modificazione  , è necessario  ricorrere  ad 
esperienze  più  decisive. 

Immaginiamo  che  nell’  imposta  di  una  camera  hen  chiosa  e nella  quale  non 
penetri  verun  raggio  luminoso  si  sia  fatto  un  foro  rotondo  di  3 o 4 millimetri 
di  diametro,  e che  per  mezzo  di  uno  specchio  piano  posto  al  di  fuori  si  faccia 
passare  per  questo  foro  un  fascio  retiesso  di  luce  solare  ; finché  questo  raggio  non 
incontrerà  nessuno  ostacolo  sul  suo  cammino,  si  propagherà  in  linea  retta  e andrà 
a disegnare  nella  parete  opposta  un’immagine  rotonda  de)  sole.  Supponiamo  ora 
che  ad  una  piccola  distanza  dal  foro  si  ponga  un  prisma  di  vetro  • di  cristallo, 
in  modo  che  il  raggio  luminoso  sia  costretto  ad  attraversarlo;  allora  si  osserverà 
non  solo  che  il  raggio  devia  dalla  sua  direzione,  ma  che  si  dilata  e si  colora  : 
uscendo  dal  prisma,  è più  largo  che  quando  ri  è entrato,  e continua  ad  allargarsi 
mentre  si  propaga  fino  alla  parete  opposta,  sulla  quale  va  a disegnare  una  imma- 
gine bislunga  composta  di  strisce  diversamente  colorale.  La  figura  a della  tavola 
C'LXXV  indica  l' allargamento  del  fascio  luminoso  incidente,  GG'  è il  diametro 
dell’immagine  propagata  direttamente,  ed  RU  la  larghezza  dell’  immagine  re- 
frallà  e colorata.  ' vs«w 

Se  1’  immagine  refràtta  è ricevuta  sopra  un  fondo  bianco  distante  dal  prisma 
5 o G metri,  i suoi  colori  saranno  vivi  e distinti,  e si  potrà  notare:  i"  che  la 
sua  lunghezza,  cinque  o sei  volte  più  grande  della  sua  larghezza,  è in  un  senso 
perpendicolare  alle  costole  del  prisma  ; a°  che  essa  è terminata  nella  sua  larghezza 
da  due  rette  parallele , e nella  sua  Ibnghezza  da  due  semieircoli  ; 3“  che  la  sua 
superficie  è divisa  in  sette  strisce  parallele  tra  loro  e alle  costole  del  prisma;  le 
gradazioni  assai  brillanti  di  queste  strisce  succedonsi  nell’  ordine  indicato  nella 
figura  3 della  tavola  Cl.XXY , cioè:  rosso , arancio , giallo , verde,  turchino , 
indaco,  violetto.  Il  rosso  è .eli’  estremità  più  prossima  all’  angolo  refrangeote  del 
prisma,  e il  violetto  all’estremità  opposta.  Quest’ immagine  cosi  refralla  e colo- 
rata dicesi  spettro  solare. 

36.  Questi  fenomeni  nou  si  possono  spiegare  che  supponendo  ogni  raggio  di 
luce  bianca  solare  composto  di  sette  raggi  paralleli  elementari  diversamente  colo- 
rali; e siccome  è impossibile  di  attribuire  al  prisma  alcuna  forza  particolare  capace 
di  disunirli,  cosi  bisogna  supporre  di  più  che  questi  raggi  siauo  disegualmente 
refrangibili,  il  che  gli  fa  divergere  sempre  più  gli  uni  dagli  altri  nelle  due  re- 
frazioni  che  soffrono  neH’attraversare  il  prisma.  Per  elevare  al  grado  di  certezza 
questa  ipotesi,  si  tratta  dunque  di  dimostrare:  v°  che  i raggi  colorati  hanno 
1 efrangibilità  differenti;  a*  che  la  riunione  di  questi  raggi  riproduce  la  luce 
bianca;  le  quali  cose  sono  compiutamente  dimostrate  dall’esperiènza. 

Se  si  riceve  io  spettro  solare  sopra  un  diaframma,  facendo  un  piccolo  foro  nel 
mezzo  Ji  nna  delle  strisce  Colorale,  il  fascio  dei  raggi  di  questo  colore  che  pas- 
serà per  il  foro  si  propagherà  dall’altra  parte  del  diaframma,  e potrà  sulloporsi  a 
tolte  le  esperienze  atte  a far  conoscere  i!  grado  suo  di  «frangibilità.  In  tal 
guisa  ai  è potuto  riscontrare  che  il  raggio  rosso  è il  meno  refrangibile  di  talli, 
e li  raggio  violetto  il  più  refraugibile.  Fra  questi  due  limiti , la  «frangibilità 
degli  altri  raggi  varia  in  mia  maniera  continua.  Si  è in  egaul  modo  riscontrato 
che  ciascun  saggio  non  c più  suscettibile  di  alcuna  decomposizione  ulteiiore,  e che 
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ego  conserva  iualierabilraenlc  il  suo  colore  io  (alle  le  nuove  refrazioni.  1 1 rollai i 
completi  di  ottica  contengono  un  numero  grande  d’ esperienze  ebe  dimostrano 
tulli  questi  resultati. 

Per  ricomporre  la  luce  bianca  coi  raggi  colorati,  basta  ricevere  il  fascio  di  luce 
emergente  sopra  un  secondo  prisma  simile  al  primo,  ma  rivolto  in  senso  inverso; 
il  fascio,  che  è coloralo  Ira  i due  prismi,  esce  perfettamente  bianco  dal  secondo, 
e ra  a disegnare  sulla  parete  opposta  un'immagine  rotonda  del  sole.  Si  può  an- 
cora ricomporre  la  luce  bianca  in  direrse  altre  maniere. 

Possiamo  dunque,  enunciare  come  una  verità  dimostrala,  clic  la  luce  bianca  del 
sole  i composta  di  raggi  diversamente  colorati  e diversamente  refrangibili , 
facendo  pesò  osservare  che  per  raggio  colorato  intendiamo  un  raggio  else  ha  la 
proprietà  di  predurre  la  sensatione  di  un  colore  determinato. 

37.  Ogni  luce  che  possiamo  produrre  artificialmente  genera  spettri  analoghi  allo 
spettro  solare,  ma  i colori  sono  meno  vivaci,  e mancano  sempre  certe  gradazioni, 
il  che  spiega  la  differenza  che  si  osserva  nei  colori  degli  oggetti  veduti  di  giorno 
e veduti  al  lume  di  candela  o di  lucerna:  poiché  ì colori  naturali  degli  oggelti 
non  sono  prodotti  che  dalia  decomposizione  della  luce  bianca  che  si  effettua  alla 
loto  superficie;  mentre  certi  raggi  elementari  rimangono  assorbiti  e certi  altri 
reflessi.  Per  esempio,  i corpi  che  ei  sembrano  bianchi  reflettono  egualmente  tutti 
i raggi  colorali;  quelli  che  ci  sembrano  neri  gii  assorbiscono  tulli,  e gli  altri  non  ne 
refleltono  che  una  parte  assorbendo  il  resto.  Cosi,  la  luce  delle  nostre  faci  non 
essendo  assolutamente  la  slessa  di  quella  del  sole , le  gradazioni  dei  colori  pro- 
dotte sopra  uno  stesso  corpo  da  queste  luci  debbono  esser  differenti. 

38  Dalle  diverse  refrangibilità  dei  raggi  elementari  resulla  che  quando  un  rag- 
gio di  luce  bianca  attraversa  un  mezzo  terminato  da  superficie  parallele,  esso 
si  decompone  nell'entrare  e ti  ricompone  nell’  uscire,  perchè  la  decomposizione 
è una  conseguenza  necesaaria  della  prima  refrazioue,  e la  ricomposizione  nna 
conseguenza  non  meno  necessaria  del  fatto  slesso  dell'emergenza  senza  colorazione. 
Coti,  sebbene  la  luce  bianca  non  provi  nessuna  alterazione  nell’  ultraversare  delle 
lastre  parallele  , pure  se  ai  potesse  porre  l'occhio  nell’ interno  della  lastra,  si 
rireverciibero,  in  differenti  direzioni,  raggi  diversamente  colorati. 

3g.  Delle  righe  dello  spettro.  Diconsi  righe  dello  spettro  certe  linee  nere,  o 
semplicemente  oscure,  parallele  e disegualmcnle  sparse  nella  sua  estensione,  le 
quali  sono  state  per  la  prima  rolla  osservale  da  W'ollaslon  , c la  cui  aualisi 
compiuta  devesi  a Franeoholer. 

Queste  righe  sono  sottilissime  e cosi  Ira  loro  vicine  che  non  possono  scorgersi  che 
mediante  una  lente,  i.a  figura  $ della  tavola  CLXXV  rappresenta  la  loro  dispo- 
sizione quale  è stata  osservata  da  Frauenhofer; , il  loro  numero  ollrepassa  il  700. 
Per  islabiiire  alcuni  punti  fìssi  di  confronto,  questo  abile  osservatore  ha  scelto  le 
righe  indicate  colle  lettere  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  le  quali  mentre  sono  tra  le 
più  facili  a riconoscersi  hanno  di  più  il  vantaggio  di  non  dividere  lo  spettro  in 
parti  troppo  dileguali.  La  figura  indica  la  loro  posizione  nelle  diverse  slriace  co- 
lorale. 

Frauenhofer  ha  riscontrato:  «°  che  le  righe  sono  affatto  indipendenti  dall* angolo 
refrangenle  e dalla  sostanza  del  prisma;  a°  che  sono  le  stesse  per  la  luce  solare 
e per  tulle  le  diverse  luci  che  ne  provengono,  come  quelle  della  luna  e dei  pia- 
neti; 3°  che  la  luce  di  una  lucerna  invece  di  dare  delle  righe  nere  dà  delle  righe 
brillanti  diversamente  disposte:  le  fiamme  dell' idrogene  e dell'alcool  in  questo 
rapporto  presentano  le  stesse  apparenze  della  fiamma  dell’  olio  : la  fiamma  elet- 
trica dà  parimente  delle' righe  brillanti;  4°  che  la  tace  della  stella  Sirio  dà  delle 
righe  nere , ma  differentemente  disposte.  Altre  stelle  di  prima  grandezza  sembra 
che  diano  delie  righe  diverse  da  quelle  di  Sirio  c da  quelle  dei  sole. 
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La  scoparla  Ji  qoeale  righe  è di  una  grande  impariamo  per  {stabilire  fci  ca- 
1 ralteri  distintiti  tra  le  diterse  luci  naturali  e artificiali;  essa  ci  ha  potuto  far 
determinare,  per  meno  dei  punti  fisti  che  le  righe  determinano  nello  spettro  , 
gl'iodici  di  refratione  dei  principali  raggi  colorati,  con  una  precisione  assai  piti 
grande  di  ci6  che  crasi  fatto  per  1' aranti. 

4o.  La  cognitiooe  degl’  indici  di  refratione  dei  diversi  raggi  colorali  estendo 
importantissima  per  la  costruzione  degli  strumenti  di  ottica,  e la  loro  ricerea 
offrendo  grandi  difficolti,  perchè  le  gradazioni  dei  colori,  lungi  dall'essere  netta- 
mente distinte  , passano  insensibilmente  dall’ una  all’altra,  ai  sono  determinati 
soltanto  gl’  indici  di  rifrazione  delle  righe  fisse  segnate  colle  lettere  B,  C,  D,  E, 
F,  G,  H.  Ecco  i resultati  di  tali  ricerche.  Gl’ indici  riportati  di  sopra  (33)  non 
debbono  considerarsi  che  come  quelli  della  refratione  media. 
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Quelli  resultali  sono  Irato  più  preziosi  in  quanto  che  non  si  conoscerà  real- 
mente nulla  di  lino  nello  spettro  solare  prima  delle  scoperte  ili  Frioenhofrr,  per- 
chè le  gradazioni  ri  sono  in  numero  infinito  dal  rosso  il  più  acceso  lino  al  rio- 
letto  il  più  cupo,  ed  ogouna  di  queste  gradarioni  ha  necessariamente  un  indice 
particolare  di  refrazione. 

4i.  Della  dispersione.  Dei  prismi  eguali  di  sostanze  differenti  non  producono 
spettri  identici  nelle  stesse  circostanze  i colori  vi  sono  per  verità  disposti  sem- 
pre nello  stesso  ordine,  ma  le  loro  lunghezze  non  sotvo  proporzionali.  Per  esem- 
pio, un  prisma  di  vetro  ordinario  dà  proporzionalmente  più  rosso  e meno  vio- 
letto di  un  prisma  di  flint- glassi  Questo  fenomeno  trovasi  necessariamente  collegato 
eolia  grandezza  degP  indici  di  refratione  di  ciascun  colore.  Si  è dato  il  nome  di 
dispersione  alla  differenza  degl'  iudici  dei  raggi  estremi,  rosso  e violetto.  Cosi, 
la  dispersione  di  una  sostanza  è tanto  più  grande  quanto  più  considerabile  è la 
differenza  degl'indici  estremi.  La  dispersione,  divisa  per  l'indice  mediò  di  iefra- 
zione  diminuito  dell'  unità , si  chiama  il  potere  dispersivo  della  sostànta. 

Indicando  con  n'  l’ indice  di  refrazione  del  raggio  rosso,  eoo  n''  quello  del  rag- 
gio violetto,  e con  n l’indice  medio,  la  dispersione  è rappresentala  da  n' — n", 
e il  potere  dispersivo  da 


n — i 


\ a.  Brenrsler  ha  dato  nella  sua  Enciclopedia  una  tavola  delle  dispersioni  e dei 
poteri  dispersivi  di' un  numero  grande  di  sostanze.  Le  esperienze  che  le  servono 
di  base,  fatte  prima  della  acoperta  delle  righe  dello  spettro,  non  possono  avere 
tutta  quella  esattezza  che  avrebbero  se  i colori  fossero  stali  riferiti  a queste  ri- 
ghe: ma  se  ne  possono  però  trarre  olili  notizie.  Ne  estrarremo  soltanto  le  indi- 
cazioni relative  alle  sostanze  più  comuni. 

Nomi  delle  sosta  iste  Portai  dispibsivi  Disreisioai 


Cromato  di  piombo,  massimo,  valutalo  . . . o, 4oo 

Cromato  di  piombo,  idem , deve  superare.  ..  0,296 

Cromato  di  piombo,  minimo 0,267 

Carbonato  di  piombo,  miuimO  .:....  0,066 

Vetro  verde 0,061 

Solfato  di  piombo 0,060 

Vetro  rosso  cupo 0,060 

Vetro  opale o.oGo 

Vetro  arancio o,o53 

Sai  gemma o,o53 

Flinl-glass o,o5a 

Vetro  porpora  cupo d'^65i 

Flint-gla» 0,048 

fi  ‘ . 

Idem 0,0^8 

Acido  nitrico o,o^5 

Acido  nitroso. 0,044 

Vetro  rosa  - . 0,0$$ 


0,770 
o,  576 

°s3£>4 
o,  o5G 

<V>37 
o,o56 
o,o$4 
o,  q38 
0,042 
0,029 
o,  o3a 
o,o3i 

O,  02f) 
0,028 
0,019 
0,0l8 

0,025 
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Olio  'di  trementina 

. . . . o,oja 

0,020 

Ambra.  « . . 

. . . . 0,041 

0,025 

Spato  calcare,  massimo.  . . . 

. . . « ■ 0,0^ 

0,02J 

Vetro  da  bottiglie.  . . . . . 

. . . . 0,0^0 

0,023 

Solfato  di  /erro 

. . . . 0,039 

0,0»  9 

Diamante 

. . . . o,o38 

o,o56 

Olio  d’olire 

. . . . 0,  o38 

0,018 

Allume 

. . . . o,o36 

0,020 

Solfato  di  rame 

. . . '.  o,o36 

0,019 

Acqua 

. . • . o,o35 

0,012 

Cristallo  di  borace  ...... 

....  0,034 

0, 018 

Vetro  da  (ineitre 

. . . , . o,o3a 

0,017 

Àlcool . 

....  0,029 

0,011 

Cristallo  di  monte 

. . . . 0,026 

0,014 

Spato  calcare,  minimo  » . . . 

. . . • 0, 026 

0,016 

Spato  fluore 

. . . . 0,023 

0,010 

43.  La  dispersione  dei  raggi  colorali  è T unica  cauta  delle  strisce  colorale  o iridi 
che  compariscono  sugli  orli  degli  oggetti  redoli  a traverso  ad  un  prisma,  strìsce 
it  cui  effetto  è quello  di  rendere  incerti  e mal  terminati  i contorni  dell’  imma- 
gine, Questo  fenomeno  avendo  luogo  egualmente  coi  vetri  lenticulati  dei  catioe- 
chiali , diviene  difficilissimo  ir  costruire  degli  strumenti  diottrici  capaci  di  dare 
delle  immagini  ben  distinte  e senta  colori  estranei;  se,  come  aveva  creduto  Ne- 
wton , il  potere  dispersivo  di  tutte  le  sostanze  refrangenti  foste  lo  stesso,  sarebbe 
assolutamente  impossibile  di  costruire  degli  strumenti  che  avessero  la  proprietà 
di  deviare  la  luce  senta  svilupparvi  dei  colori,  strumenti  ai  quali  si  dk  il  nome 
di  acromatici.  Newton  disperando  del  perfezionamento  dei  telescopj  ordinar), 
volle  sostituire  ad  essi  uno  strumento  più  esatto,  e cosi  è dovuta  ad  un  er- 
rore T invenzione  del  telescopio  a specchio  divenuto  sì  polente  nelle  roani  di 
Herschel. 

Eulero  fu  il  primo  ad  avvertire  la  possibilità  di  comporre  delle  lenti  acroma- 
tiche, fondandosi  sulla  costruzione  dell'occhio  umano;  ma  è dovuta  a'I Idiomi, 
celebre  ottico  inglese,  la  soluzione  pratica  del  problema  e la  scoperta  della  dif- 
ferenza dei  poteri  dispersivi  dei  diversi  corpi  trasparenti.  Dopo  parecchi  saggi 
sopra  tutte  le  specie  di  vetri,  ottenne,  da  due  prismi  posti  I*  uno  sull'altro  con  gli 
angoli  refrangenti  opposti , una  luce  emergente  incolora  , quantunque  deviala 
cmisiderabilmeute.  Con  le  due  qualità  di  vetro  di  questi  prismi  costruì  in  se- 
guito delle  lenii  acromatiche  , riunendo  una  lente  convessa  di  crown-glass  con 
una  lente  concava  di  Jlint-glass. 

Per  far  comprendere  come  un  prisma  possa  divenire  acromatico,  immaginiamo 
un  prisma  qualunque  triangolare  attraversalo  da  un  fascio  di  Iure  bianca;  se  sulla 
superficie  di  emergenza  sì  applica  quella  di  un  altro  prisma  simile  al  primo,  ma 
rivolto  in  senso  opposto,  il  sistema  formerà  un  prisma  quadrangolare,  e la  di- 
spersione e la  deviazione  prodotta  del  primo  prisma  essendo  distrutta  dalla  di- 
spersione e dalla  deviazione  prodotta  dal  secondo  in  senso  inverso,  la  luce  uscirà 
dal  sistema  senza  alterazione;  il  che  d'altronde  resulta  dal  fatto  che  il  sistema 
si  riduce  ad  una  semplice  lastra  a facce  parallele.  Ma  questo  Sistema  non  facendo 
provare  nrssuua  deviazione  ai  raggi  luminosi , IVggelto  veduto  a traverso  di  rsio 
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comparici  so  Ilo  le  slesse  dimensioni  che  all'occhio  nudo;  mentre  ciò  che  veramente 
imporla  è di  avere  delle  immagini  più  grandi  o più  piccole  secondo  il  bisogno. 
Immaginiamo  ora  che  la  sostanza  del  secondo  prisma,  invece  di  esser  la  stessa  di 
quella  del  primo,  sia  più  dispersiva;  siccome  la  dispersione  aumenta  coll'angolo 
del  prisma,  bisognerà  dare  al  secondo  prisma  un  angolo  refrangenle  più  piccolo 
del  primo  affinchè  l'immagine  sia  incolora,  e allora  essa  conserverà  una  certa  de- 
viazione. Noi  non  possiamo  fare  altro  che  accennare  questo  principio,  la  cui  ap- 
plicazione alla  costruzione  degli  strumenti  acromatici  presenta  difficoltà  imbaraz- 
zantissime ad  onta  di  tutti  i progressi  dell'  ottica. 

44.  Dei  colori  prodotti  dalle  lamine  sottili . Tulli  i corpi  diafani  ridotti  in 
lamine  sotlilissime  fanno  provare  alla  luce  delle  decomposizioni  analoghe  a quelle 
del  prisma,  ed  i raggi  reflessi  al  pari  dai  raggi  emergenti  prendono  dei  colori 
variatissimi.  Possono  osservarsi  questi  fenomeni  nelle  bolle  di  vetro  o di  sapone 
gonfiate  fino  al  punto  di  farle  scoppiare:  un  momento  prima  di  rompersi  esse 
presentano  colori  vivi  e cangianti.  I liquidi  volatili  sparsi  in  strati  sottili  sopra 
superficie  levigale  di  una  tinta  cupa  si  coloriscono  nello  stesso  modo.  L'aria  stessa 
ha  qpesta  proprietà,  quando  è racchiusa  tra  due  lastre  trasparenti  , come  sareb- 
bero per  esempio  due  lastre  di  vetro  compresse  fortemente  l'  una  sull'altra.  New- 
ton si  è molto  occupato  di  questi  fenomeni  che  lo  hanno  condotto  » resultati 
importantissimi.  Passeremo  dunque  ad  accennare  i fatti  principali  da  lui  os- 
servati. 

Se  si  pone  una  lente  bi-convessa  AB  ( Tav.  CLXX.V,  fi g.  5.)  di  un  gran  fuoco 
sopra  un  vetro  piano,  c se  si  fa  pervenire  sulla  lente  u»»*  raggio  di  luce  bianca, 
nel  punto  di  contatto  dei  due  vetri  si  scorge  una  macchia  nera  e intorno  ad  essa 
una  serie  di  anelli  diversamente  colorati,  il  cui  numero  aumenta  a misura  che 
con  maggior  forza  si  comprime  la  lente  sulla  lastra.  Il  punto  nero  non  diviene 
visibile  che  quando  la  pressione  è abbastanza  grande  da  stabilire  un  contatto 
immediato  tra  i due  vetri.  Cosi,  si  comincia  dal  vedere  nel  centro,  sotto  una 
pressione  moderala,  un  circolo  di  un  certo  colore;  questo  colore  si  dilata,  au- 
mentando la  pressione,  finché  comparisce  nel  centro  un  nuovo  colore  che  rimane 
circondato  dal  primo  in  striscia  circolare.  Seguitando  ad  aumentare  la  pressio- 
ne, anco  il  nuovo  colore  si  dilata  e nel  mezzo  ad  esso  ne  subentra  un  altro. 
Lo  stesso  succede  molte  altre  volte  di  seguito  finché  comparisce  un  punto  nero 
«he  rimane  circondato  da  tutti  i cìrcoli  di  colore.  Diminuendo  gradatamente  la 
pressione,  gli  stessi  feoomcni  si  riproducono  in  senso  inverso;  tutti  i circoli  co- 
lorati si  ristringono  e vanne  successivamente  a sparire. 

Questi  circoli  colorali  succedonsi  in  quest'ordine  intorno  al  punto  nero:  tur- 
chino , bianco , giallo  e rosso:  l'anello  turchino  è debolissimo,  gli  anelli  rosso 
e giallo  sono  assai  più  brillanti  e della  slessa  larghezza  del  bianco.  Quota  pri- 
ma serie  di  colori  è circondata  da  una  seconda  nell' ordine  seguente:  violetto , 
turchino , verdegiallo  e rosso : questi  secondi  anelli  sono  tulli  larghi  e chiari, 
ad  eccezione  del  verde  che  apparisce  appannalo  e stretto:  una  terza  serie , porpora* 
turchino  , verde  , giallo , rosso,  circonda  la  seconda  ; lilialmente  una  quarta  serie, 
composta  di  due  soli  anelli,  verde , e rosso , non  è più  circondala  che  da  anelli  ap- 
pannati «idi  cui  colori  indecisi  vanno  iiz  fine  a confondersi  col  bianco. 

Se,  invece  di,  ricevere  i raggi  reflessi,  si  pone  1' occhio  al  di  sotto  della  lastra 
per  ricevere  i raggi  trasmessi,  si  vede  un  circolo  bianco  nel  centro  ed  una  serie 
di  circoli  colorali,  le  cui  tinte  si  succedono  in  un  ordine  tale  che  gli  anelli  che 
si  corrispondono  per  reflessione  e per  refrazione  hanno  dei  colori  compie mentorj , 
vate  a dire  dei  coioti  che  riuniti  ricomporrebbero  la  luce  bianca  Per  estranio,  se 
il  colore  di  un  anello  reflesso  è prodotto  dal  mescuglio  dei  due  primi  colori  dello 
spettro,  il  rosso  e 1'  arancio , quello  dell'anello  reiratto  corrispondente  sarà  pio- 
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•lotto  dalla  riunione  degli  altri  » ìnque  colori  : giallo , verde,  turchino , indaco  e 
violetto.  1 

*\ IjC  strisce  colorale  non  sono  circolari  che  quando  i raggi  incidenti  sono  per- 
pendicolari ; se  i raggi  cadono  obliquamente,  gli  anelli  si  allungano  e divengono 
ellittici. 

45.  Per  ridurre  il  fenomeno  a' suoi  elementi,  Nevtton  ripetè  le  esperienze  fa- 
cendo uso  della  luce  omogenea  o di  un  solo  colore  primitrvn:  ei  vide  che  colla 
luce  rossa  non  si  formavano  che  circoli  rossi  separati  da  circoli  neri;  che  colia 
luce  gialla  non  poteva  parimente  ottenere  che  circo)i  gialli,  e così  di  seguilo  per 
gli  altri  colori.  In  generale,  ogni  raggio  semplice  produce  per  reflessione  e per 
refrazionc  una  serie  di  anelli  alternativamente  neri  e del  tuo  colore;  gli  anelli 
neri  redensi  corrispondono  agli  anelli  colorati  refratli  e .viceversa. 

Misurando  > diametri  degli  anelli  reflessi  nella  parte  loro  più  brillante,  Newtou 
trovò  che,  qualunque  sia  il  colore  della  luce  omogenea,  i quadrali  di  questi  dia- 
metri stanno  tra  loro  come  i numeri  impari  1,  3,  5,  7,9»  ec.;  e che  i quadrati 
dei  diametri  degli  anelli  trasmessi,  ossia  degli  anelli  neri  reflessi,  stanno  tra  loro 
come  i numeri  pari  o,  a,  4>  6,  8,  ec. 

Trovati  una  Tolta  questi  rapporti,  diveniva  facile  il  calcolare  la  grossezza  dello 
tiralo  d'aria  corrispondente  ad  un  anello  , misurando  semplicemente  il  snp  dia- 
metro, perchè  la  curvatura  del  vetro  convesso  esseudo  nota  ed  il  vetro  piano 
essendole  tangente,  la  distanza  delle  due  superficie  ad  una  distanza  qualunque  dal 
punto  di  contatto  è determinata  da  quést'  ultima  distanza,  vale  a dire  dal  diame- 
tro deir  anello  corrispondente.  Inoltre,  misurando  direttamente  il  diametro  d'un 
anello  qualunque  ^ i rapporti  che  come  abbiamo  accennato  di  sopra  esso  ha 
coi  diametri  degli  altri  anelli  servono  a calcolar  innesti:  ma  non  ri  è nemmeno 
bisogno  di  conoscere  questi  ultimi  per  ottenere  le  grossezze  degli  strali  d'aria; 
perchè,  indicando  con  e.  la  grossezza  dell’aria  corrispondente  alla  circonferenza 
interna  del  primo  anello  reflesso,  ti  vede  facilmente  che  le  grossezze  ai  peri- 
metri interni  ed  esterni  degli  apelli  successivi  sono  e,  3e,  5e,  ye,  Qe,  e che  le 
grossezze  dell'aria  corrispondenti  al  mezzo  degli  anelli  sono,  2e,  Oc,  ioe, 
ife,  ec.  per  gli  anelli  reflessi,  e o,  , 8<r,  iae,  iGe  , ec.  per  gli  anelli  re- 
fratti  . Questi  rapporti  sono  gli  stessi  per  ogni  luce  omogenea  ; ma  la  grosseria 
assoluta  dello  strato  d’  aria  corrispondente  ad  un  anello  dello  stesso  ordine  va- 
ria col  colore,  e diminuisce  dal  rosso  al  violetto.  Prendendo  per  uuilà  la  gros- 
sezza dello  strato  d'aria  alla  circonferenza  del  primo  anello  della  luce  rossa, 
quelle  che  si  riferiscono  agli  altri  colori  sono: 

Indicazione  dei  colori  Grossezza  dello  strato  d'aria 

al  perimetro  ioleruo  del  primo  anello 


Rosso  estremo e 

Limite  del  rosso  e dell' arancio e . 0,9248 

Limite  dell'arancio  e del  giallo e . (>,8855 

Limile  del  giallo  e del  verde e.o,8a55 

Limite  del  verde  e del  turchino  ......  #.o,7G35 

Limite  del  tnrehino  e dell*  indaco  . . . . ‘ . e.  0,7114 

Limile  dell' indaco  e del  violetto.  .....  e.  0,6814 

Violetto  estremo  *.o,63po 

Pii.  di  fila*.  Voi.  VI.  * 56 
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Il  valore  di  e in  millimetri  è 0,00008057 , se  per  questo  valore  di  e si  molti- 
plicano i numeri  posti  di  sopra,  quelli  ebe  si  ottengono  rappresentano  i siluri 
assoluti  delle  grossezze , e per  una  particolarità  notabilissima  questi  valori  asso- 
luti stanco  tra  loro  come  le  radici  cubiche  dei  quadrati  delle  frazioni 


che  si  riscontrano  egualmente  nella  teoria  dei  suoni,  fedi  Sdoso. 

Da  quéste  relazioni  resulta  aucora  che  i diametri  degli  ane|li  dello  stesso  or- 
dine formati  colle  differenti  luci  corrispondeoti  ai  limiti  dei  sette  colori  dello 
spettro  stanno  tra  loro  come  le  radici  cubiche  delle  stesse  frazioni. 

46.  Le  leggi  precedenti  si  applicano  egualmente  bene  ad  una  lamina  sottilissima 
di  una  sostaoza  trasparente  qualunque,  come  ad  uno  strato  d'aria;  ma  i valori 
assoluti  dei  diametri  degli  anelli  dello  stesso  colore  e dello  stesso  ordine  sono 
tanto  più  piccoli  quanto  più  grande  è la  potenza  refratliva  della  sostanza.  La  se- 
guente legge  abbraccia  e comprende  tutte  queste  variazioni  : 

In  due  lamine  di  differente  natura,  le  grossezze  che  trasmettono  un  anello 
dello  stesso  ordine  sotto  la  stessa  incidenza  stanno  tra  lóro  nel  rapporto  in- 
verso degl'  indici  di  refrazione. 

4 7.  1 fenomeni  presentati  dalle  loci  omogenee  spiegano  quelli  che,  produce  la 
luce  bianca;  poiché  si  comprende  facilmente  che  siccome  quest’ ultima  è compo- 
sta di  raggi  di  tutti  i colori,  ognuno  di  essi  deve  formsre  sopra  una  lamina  sot- 
tile la  serie  di  anelli  che  produrrebbe  se  fosse  solo;  e siccome  s diametri  degli 
anelli  delln  stesso  ordine  pei  diversi  colori  nou  sono  gli  stessi,  i colori  aulicipauo 
gli  uni  sugli  altri  e formano  degli  anelli  di  diverse  tinte,  secondo  la  natura  della 
mescolanza. 

Newton  ha  calcolato  le  grossezze  corrispondenti  alle  diverse  tinte  che  prendono, 
sotto  l'incidenza  perpcodicolore  , le  lamine  di  aria,  d'acqu?  c di  vetro;  noi  le  ri- 
feriremo nella  seguente  tavola , perchè  danno  il  mezzo  di  misurare  delle  grosserie 
che  sfuggono  a qualunque  metodo  diretto. 
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Per  dare  no  riempio  dell’ applicazione  .(li  questa  tarda  alla  determinazione 
della  grossezza  di  una  lamina  sottilissima,  supponiamo  che  uno  strato  di  etere  sol- 
forico  rifletta,  sotto  1*  incidenza  perpendicolare,  il  rosso  turchiniccio  del  terzo 
ordine.  Se  si  indica  con  e la  stia  grossezza,  con  n il  suo  indice  di  retrazione,  e 
con  n!  1’  indice  di  retrazione  doli' aria,  si  arra,  in  rirlù  della  legge  esposta  di 
sopra.  ($G)  ed  osservando  che  il  numero  3a  corrisponde  nella  tarda  al  miao  tur- 
chiniccio della  lamina  d'  aria  , 

3a  :issfl:  n\ 

donde 


* = 3a 


e sostituendo  ai  numeri  n e n'  i valori  presi  nelle  tavole  riportale  superior- 
mente (33)  ai  otterrà 


es= 


3 a X 1,00029^ 
, 1,001 1 5o 


- = 3' >9?  , 


vale  a dire  circa  3a  milionesimi  di  pollice  inglese. 

48.  Newton  ha  scoperto  ancora  un  altro  tenomcno  non  meno  notabile,  quale 
è queHo  della  colorazione  della  luce  reflessa  da  grosse  lastre;  ma  le  particola- 
rità (he  la  sua  esposizione  esigerebbe  oltrepasserebbero  i limili  che  ci  siamo 
assegnati , perciò  dobbiamo  contentarci  di  dare  semplicemente  un’  idea  della  teo- 
ria eh’  egli  ha  tonfata  su  questi  talli  singolari. 

* Considerando  hi  luce  come  una  sostanza  composta  di  molecole  infinitamente 
piccole  lanciate  dai  corpi  luminosi , New  lou  ha  supposto  che  ne]  ledo  molo  rapidis- 
simo queste  molecole  acquistino  nell’  attraversare  una  superfìcie  retrangente  una 
disposizione  passeggera  , che  agisca  alternali ramenle  ad  intervalli  sempre  eguali,  e 
medinole  la  quale  esse  attraversino  più  facilmente  una  nuova  superficie  retrangente 
che  esse  incontrino,  se  giungono  su  questa  superficie  mentre  dura  tuttora  I1  accesso 
della  disposizione,  laddove  esse  vi  si  refleltono  più  facilmente  se  la  incontrano 
negl’  intervalli  di  questi  accessi.  Per  caratterizzare  questa  tendenza  delle  mole- 
cole luminose,  egli  ha  indicato  col  nome  di  accesso  di  facile  trasmissióne  la 
disposizione  in  cui  si  trova  la  luce  quando  essa  può  più  facilmente  trasmettersi 
che  retici  tersi,  e con  quello  di  advesso  di  focile  rejlessione , la  disposizione  con- 
traria. Questa  ipotesi  comprende  e spiega  perfettamente  i fenomeni  degli  anelli 
colorali,  come  passeremo  adesso  a dimostrare.  S'  immagini  un  raggio  luminoso 
che  penetri  in  una  prima  superficie,  e che  prenda  nel  suo  entrare. un  accesso  di 
facile  trasmissione  ; quest’ accesso  andrà  crescendo  Ano  ad  un  certo  limile  e per 
una  certa  durala  di  tempo,  in  seguito  decrescerà  per  una  seconda  durata  di  tem- 
po eguale  alla  prima;  giunto  alla  sua  fine,  si  caogerà  in  accesso  di  facile  reflessione 
che  alla  sua  volta  andrà  crescendo  fino  al  suo  maximum , ove  comincerà  a decre- 
scere per  cangiarsi  di  nuovo  in  accesso  di  facile  trasmhsione,  e 'cosi  di  seguito, 
finché  il  raggio  non  incontrerà  una  nuova  superficie  capace  di  modificarlo.  Ogni 
accesso  si  comporrà  dunque  di  un  periodo  crescente  e di  un  periodo  decrescente, 
e in  questi  periodi  il  raggio  percorrerà  spazi  eguali.  Lo  spazio  intero  che  percorre 
il  raggio  nella  durata  di  un  accesso  è ciò  che  dicesi  la  lunghezza  dell'  accesso* 
Immaginiamo  ora  che  dopo  aver  preso  nei  suo  passaggio  a traverso  alla  prima 
superficie  nn  accesso  di  facile  trasmissione  il  raggio  incontri  una  seconda  super- 
ficie che  sia  distante  dalla  prima  meno  della  lunghezza  di  un  accesso  ; questo 
raggio  potrà  penetrare  nella  seconda  superficie,  perchè  si  trova  allora  nell'  accesso 
favorevole,  e con  tanta  maggior  facilità  potrà  farlo  , quanto  meno  la  disianza 
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«Ielle  «lue  superile ie  differirà  dalla  lunghezza  «li  uu  mezzo  accesso.  Se,  al  contra- 
rio, la  disianza  delle  due  superficie  è maggiore  «Iella  lunghezza  di  un  accesso, 
ma  minore  però  di  quella  di  due  accessi,  il  raggio  incontrerà  la  seconda  super- 
ficie nel  tempo  del  suo  actesso  di  facile  reflessione,  e sarà  reflesso.  In  generale, 
quando  la  distanza  delle  superficie  è minore  della  lunghezza  di  un  accesso,  o 
eguale  a due  volte,  quattro  volte,  sei  volte,  ec.  questa  lunghezza,  il  raggio 
è trasmesso;  e quando  questa  disianza  è eguale  a una  volta,  tre  volle,  cinque 
volte,  ec.  la  lunghezza  di  on  accesso,  il  raggio  è reflesso. 

Applicando  questa  teoria  alla  formazione  degli  anelli  colorati,  si  scorge  che  la 
grossezza  della  lamina  sottile  nel  mezzo  del  primo  alleilo  coloralo  deve  essere 
eguale  alla  lunghezza  di  un  accesso;  talracnlechè  questa  lunghezza  varia  colla  re- 
frangibilità della  sostanza. 

<$9.  Della  diffrazione.  Dicesi  diffrazione  la  deviazionè  che  subisce  un  raggio 
di  luce  clic  rasenta  la  superficie  di  un  corpo,  deviazione  accompagnala  sempre 
da  una  decomposizione  analoga  a quella  che  prova  la  luce  nelTathaversare  le  la- 
mine sottili.  Questo  fenomeno  è stalo  osservalo  per  la  prima  volta  da  Grimaldi 
nel  i665,  ed  è stato  studiato  poi  da  Newton,  Young  e Frcsnel.  Ma  a quest7  ul- 
timo n"  é dovuta  la  spiegazione  e la  teoria  completa. 

Gli  effetti  della  diffrazione  possono  scoprirsi  osservando  la  fiamma  di  una  bu- 
gia attraverso  ad  una  fessura  fatta  in  una  carta  nera:  si  vedono  allora  delle  stri- 
sce larghe  diversamente  colorale,  che  circondano  la  fiamma.  Un  capello  posto 
verticalmente  tra  I occhio  e l,v  fiamma  produce  egualmente  le  stesse  apparenze, 
quando  è situalo  molto  vicino  all7  occhio:  ma  per  poter  riscontrare  tutte  le  cir- 
costanze del  fenomeuo  occorre  osservarlo  nella  camera  oscura.  Quando  un  rag- 
gio introdotto  iu  una  camera  oscura  incontra  Torlo  di  una  lastra  opaca,  se  nc 
allontana  come  se  fosse  respinto  da  quest'  orlo;  e nel  ricevere  a qualche  distanza 
l'ombra  della  lastra  e la  luce  del  raggio  sopra  un  diaframma  bianco,  Torlo  dell7 om- 
bra apparisce  accompagnato  da  strisce  lui  Manti  o da  frange  coìorate  parallele  tra 
loro,  la  cui  vivacità  diminuisce  a misura  che  esse  si  allonlanano  dall'ombra.  Que- 
st7 ombra  non  è aff.it to  nerà , vi  si  distinguono  parimente  delle  strisce  debolmente 
colorate. 

5o.  Ricevendo  il  raggio  luminoso  sopra  una  lente  per  concentrarlo  in  un  punto 
e ridurlo  quasi  ad  una  linea  matematica,  il  fenomeno  diviene  più  sensibile., Se  si 
fa  uso  di  un  vetro  coloralo,  per  avere  soltaoto  dei  raggi  del -suo  colore,  le  frange 
luminose  sono  tutte  dello  stesso  colore,  e sono  separale  le  une  delle  altre  da  inter- 
valli oscuri  come  gli  anelli  prodotti  sopra  una  lamina  sottile  da  una  luce  omoge- 
nea. Le  frange  oscure  e le  frange  brillanti  dei  diversi  ordini  d'intensità  sembra 
che  nascano  all’orlo  medesimo  del  corpo  opaco;  ma  la  luce  non  prosegue  il  suo 
cammino  in  linea  retta,  perohè  seguendo  le  tracce  delle  frange  si  scopre  che  esse 
si  propagaoo  per  linee  curve  che  sono  iperbole  le  quali  hauno  comune  il  vertice 
in  vicinanza  dell7  orlo  della  lastra  opaca.  La  spiegazione  che  Newton  ha  dato  di 
tali  fatti,  fondata  sopra  un'azione  repulsiva  che  le  molecole  del  corpo  esercite- 
rebbero a piccolissime  distanze  sulle  molecole  della  luce,  è evidentemente  insuffi- 
ciente. 

5r.  Le  esperienze  di  Young  sulle  frange  colorate  T hanno  condotto  ad  un'altra 
spiegazione,, divenuta  celebre  sotto  il  nome  di  principio  delle  interferenze.  Que- 
sto fisico  ha  osservato  che  dirigendo  due  raggi  dello  stesso  colore  in  una  camera 
oscura  in  modo  che  incontrino  , essi  producono,  nel  penetrarsi,  delle  frange 
alternativamente  brillanti  ed  oscure  simili  a quelle  che  resultano  dalla  diffrazione. 
Il  fallo  il  più  importante  in  questa  produzione  di  frange  colorate  si  è che  nel 
chiudere  T apertura  per  la  quale  passa  uno  dei  raggi  , le  frange  spariscono,  e 
uello  spazio  che  esse  occupavano  subentra  una  tinta  luminosa  uniforme  in  luogo 
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delle  alternazioni  di  loce  e di  oscurità  che  vi  si  osservavano  avanti.  Il  concorso  delle 
due  luci  aveva  dunque  prodotto  l’ oscurità.  Questo  fenomeno  singolare,  osservalo 
già  da  Grimaldi  sopra  due  raggi  di  luce  bianca,  sembra  inconciliabile  col  sistema 
deir  emissione;  perché  in  questo  sistema  due  raggi  riuniti  debbono  sempre  aumen- 
tare V intensità  della  luce.  Oggimai  i partigiani  deir  emissione  non  possono  ren- 
dere la  loro  teoria  conforme  ai  fatti  che  coir  accumulare  ipotesi  'sopra  ipotesi. 

. 11  principio  delle  interferenze,  collegato  col  sistema  delle  vibrazioni  può  enun- 

ciarsi nei  seguenti  termini. 

Due  raggi  omogenei , emanati  da  una  % stessa  sorgente  e che  s'  incontrano 
sotto  una  piccola  obliquità , aumentano  la  loro  vivacità  ovvero  si  distruggono , 
secondochè  la  differenza  dei  cammini  da  essi  percorsi  dalla  loro  origine  Jino 
al  loro  incontro  è un  multiplo  pari  o impari  della  lunghezza  di  una  semi- 
onda luminosa. 

Per  far  meglio  comprendere  questo  principio,  rammenteremo  che,  nel  sistema 
delle  vibrazioni,  la  luce  non  è ebe  un  movimento  oscillatorio  isocrono  dei  corpi 
luminosi  trasmesso  all1  etere  circostante  e che  ai  propaga  in  questo  fluido  facendo 
delle  ondulazioni  analoghe  a quelle  dell'  aria  nella  propagazione  del  suono  (a). 
Secondo  questa  ipotesi , ogni  onda  luminosa  è composta  di  due  semi-onde  nelle 
quali  i movimenti  sono  eguali  ma  opposti;  talmentechè  se  due  sistemi  di  onde 
della  stessa  lunghezza  di  ondulazione  e della  stessa  intensità  si  propagano  nello  stesso 
senso,  e se  uno  di  essi  è in  ritardo  sull'  altro  di  una  mezza  ondulazione  o di  un 
numero  qualunque  impari  di  mezze  ondulazioni,  tulli  i movimenti  si  distrugge- 
ranno come  nel  T urto  di  due  corpi  eguali  che  s'incontrano  con  celerilà  eguali; 
ma  se  la  differenza  nel  cammino  è nulla  o eguale  ad  un  numero  pari  di  mezze 
ondulazioni,  i movimenti  si  sommeranno.  Noi  non  possiamo  fare  altro  che  dare 
un  semplice  cenno  di  questa  ingegnosa  teoria,  che  è stala  portata  dai  lavori  di 
Fresnel  ad  un  alto  grado  di  probabilità. 

52.  La  lunghezza,  nell*  aria , delle  onde  dei  ditersi  Ynggi  colorati  è stata  de- 
terminata da  Fresnel  con  un  grado  sommo  di  esattezza.  Eccone  la  tavola  : i nu- 
meri esprimono  millesimi  di  millimetro.  i 


Limiti  dei  colori  Valori  estremi 
principali  di  una  mezza  onda 

t 

Violetto  estremo  . . . , 406 

Violetto  indaco 4%) 

Indaco  torchino 459 

Turchino  terde 492 

Verde  giallo 53a 

Giallo  arancio 571 

Arancio  rosso.  . . . . . 5.jG 

Rosso  estremo 645 


. Colori  Fatori  medi 

principali  di  una  meteo  onda 

Violetto.  . . 423 

Indaco  419 

Torchino 47^ 

Verde 5zs 

Giallo 55i 

Arancio 583 

Rosso.  620 


Qoeati  «lori , ottenuti  per  metto  di  esperienze  diretle  soli»  Ince  diffratla,  10- 
nn  esattamente  il  quadruplo  delle  lunghezze  degli  accestì  determinate  da  New- 
ton; e siccome  nei  sistema  delle  vibrazioni  la  grossezza  della  lamina  zollile  cor- 
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rispondente  al  primo  anello  coloralo  che  sì  sviluppa  per  la  reflessioue  di  una  luce 
omogenea  è il  doppio  delia  lunghezza  di  un'onda  intera,  non  si  può  fare  a me- 
no di  ammirare  l'accordo  sorprendente  di  misure  eseguile  su  grandezze  quasi 
insensibili.  % 

53.  Delta  doppia  ref razione.  La  maggior  parte  dej  corpi  trasparenti  Cristalliz- 
zali hanno  la  proprietà  di  dividere  un  solo  J ascio  incidente  in  due  fatei  rej, rat- 
ti , uno  dei  quali  è sottoposto  alle  leggi  della  refrazione  ordinaria,  e l'altro  ob- 
bedisce a leggi  'di verse.  Questo  fenomeno  di  doppia  refrazione  si  manifesta  me- 
diante la  doppia  immagine  che  si  vede  guardando  un  corpo  a traverso  ad  un 
cristallo  bi-refrangentc.  Tutti  i cristalli  la  cui  forma  primitiva  non  è nè  un  cubo 
nè  un  ottaedro  regolare  sono  bi-rejran genti. 

Per  osservare  i fenomeni  della  doppia  redazione , si  fa  uso  comunemente  dei 
cristalli  di  carbonaio  di  calce  (spato  d’  Islanda),  la  cui  forma  ordinaria  è quella 
di  uq  prisma  romboidale.  Questa  sostanza,  che  si  trova  facilmente,  possiede  la 
proprietà  bi-refrangente  in  sommo  grado. 

Ora,  osservando  a traverso  ad  un  cristallo  di  carbonato  di  calce  un  oggetto  sot- 
tile qualunque,  come  una  figa  nera  disegnata  sopra  una  carta  bianca,  si  scorgono 
distintaraeule  due  immagini,  di  questo  oggetto,  qualunque  d’  altronde  sia  la  posi- 
zione del  cristallo.  Queste  immagini  appariscono  tanto  più  staccate  P una  dall'  al- 
tra quanto  è più  lontano  1'  oggetto.  Se  si  fa  girare  il  cristallo  sopra  sè  stesso, 
una  delle  due  immagini  rimaue  immobile  mentre  l'altra  si  pone  in  movimento  e 
sembra  che  giri  intorno  alla  prima.  Questo  fatto  dimostra:  i°  che  ogni  raggio  si 
divide  in  due  fasci  distinti  di  egual  * densità  ; a°  che  questi  due  raggi  non  sono 
refratti  nella  stessa  guisa.  Si  può  ancora  dimostrare  ad  evidenza  1'  esistenza  dei 
due  fasci  refratti  facendo  passare  un  raggio  solare  attraverso  al  cristallo  in  una  came- 
ra oscura,  perchè  allora  si  ottengono  due  immagini  del  sole  sulla  parete  opposta. 

Si  può  egualmente  colla  stessa  facilità  dimostrare  che  l' immagine  immobile 
è quella  che  è veduta  per  meno  del  raggio  refratlo  nel  modo  ordinario;  perchè, 
quando  la  posizione  dell'  occhio  e delToggetlo  rimane  la  stessa,  la  immagine  scorta 
a traverso  ad  una  lastra  trasparente  a facce  parallele  non  cangia  di  posto  quando 
si  fa  girare  la  lastra  io  modo  che  le  sue  facce  rimangano  nel  medesimo  piano. 

Si  chiama  raggio  ordinario  il  raggio  refralto  secondo  le  leggi  stabilite  prece- 
dentemente, e raggio  straordinario  quello  che  non  è soggetto  a queste  leggji. 

54.  In  tutti  i cristalli  dotati  della  doppia  refrazione , esiste  sempre  una  o due 

direzioni  secondo  le  quali  uu  raggio  incidente  non  si  divide  e non  subisce  che  la 
refrazionc  ordinaria.  Queste  direzioni  hanno  ricevuto  il  nome  di  assi  ottici  del 
cristallo.  1 cristalli  che  non  hanno  che  una  sola  direzione  d' indivisibilità  si  di- 
cono cristalli  ad  un  orse;  quelli  nei  quali  si  osservano  due  direzioni  d' indivi- 
sibilità diconsi  cristalli  a due  assi.  Il  carbonato  di  calce  è un  cristallo  ad  un  asse 
la  cui  direzione  è quella  della  diagonale  A A'  ( Tav.  CL XXVI,  i),  che  pa*w 
pei  vertici  dei  due  angoli  triedi  ottusi  del  solido  romboidale;  cosi,  tutti  i raggi 
incidenti  che  incontrano  una  delle  facce  di  questo  cristallo  in  modo  da  refran- 
gersi io  una  direzione  parallela  a questa  diagonale,  non  soffrono  divisione  alcuna; 
mentre,  in  tutte  le  altre  direzioni  possibili,  ha  luogo  il  fenomeno  della  doppia 
refrazione.  In  mineralogia,  si  dà  il  nome  di  asse  cristallografico  ad  una  retta 
che  s' immagina  condotta  nell'  interno  del  cristallo  e che  è sottoposta  a certe  de- 
terminate condizioni:  questa  retta  non  deve  confondersi  con  gli  assi  o//ic<:pure, 
nei  cristalli  ad  un  solo  asse  ottico;  l'asse  cristallografico  coincide  sempre  col- 
l'asse ottico;  nei  cristalli  a due  assi,  Tasse  cristallografico  non  ha  relazione  al- 
cuna determinata  con  gli  assi  ottici.  •> 

55.  La  direzione  del  raggio  straordinario,  in  un  cristallo  ad  un  asse,  in  gene- 
rale differisce  da  quella  del  raggio  ordinario  sottoposto  come  altra  volta  abbiamo 
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avvertito  a queste  due  leggi:  i°  gli  angoli  d'  incidenza  e di  r frazione  sono 
sempre  situati  in  un  medesimo  piano;  2°  * seni  di  Questi  angoli  hanno  un  rap- 
porto costante.  Esistono  peraltro  due  tagli  o seiioni  del  cristallo  in  coi  la  dire- 
zione del  raggio  straordinario  si  approssima  a queste  leggi.  Queste  sezioni  vliconsi 
la  sezione  principale  , e la  sezione  perpendicolare  alt  asse. 

Qualunque  sia  fa  forma  del  cristallo,  o naturale  come  quella  cha  ha  acquistalo 
nel  formarsi,  o artificiale  come  tutte  quelle  che  possiamo  darli  dividendolo,  si 
chiama  sezione  principale  la  sezione  fatta  per  mezzo  di  un  piano  perpendicolare 
ad  una  faccia  e che  passi  per  Passe,  e sezione  perpendicolare  all' asse  la  sezione 
fatta  per  mezzo  di  un  piano  perpendicolare  all'  asse. 

Quando  il  raggio  incidente  è compreso  net  piano  di  una  sezione  principale,! 
due  raggi  refralli  sono  compresi  ambedue  in  questo  piano.  (1  raggio  straordinario 
è dunque  allora  sottoposto  alla  prima  legge  della  refrazione  Lo  stesso  ha  luogo 
quando  il  raggio  incidente  è nel  piano  della  sezione  perpendicolare  all’asse; 
ma  allora,  cioè  in  quest’  ultimo  caso,  è sottoposto  inoltre  alla  seconda  legge  della 
refrazione.  Vale  a dire  che  i seni  d’  incidenza  e di  refrazione  hanno  un  rapporto 
costante  per  tutte  le  obliquità  d'  incidenza.  Questo  rapporto , che  necessariamente 
differisce  da  quello  della  refrazione  ordinaria  , é ciò  che  si  dice  indice  di  refra- 
zione straordinaria*.  Indicando  con  n 1*  indice  di  refrazione  dei  raggi  ordinar), 
e con  nf  quello  dei  saggi  straordinarj , Maius  ha  trovato  pel  carbonaio  di  calce, 
o spato  d’ Islanda 

«=1,654295,  1/3=31,482959. 

56.  Tolti  i cristalli  ad  un  asse  non  hanno,  come  il  cartonalo  di  calce,  un  in- 
vi ice  di  refrazione  straordinaria  minore  di  quello  della  refrazione  ordinaria;  in- 
fatti ve  ne  sono  alcuni,  nei  quali  il  raggio  straordinario  invece  di  scostarsi  dalla 
perpendicolare,  se  ne  avvicina  ; il  che  dà  nn  indice  maggiore  dell’indice  ordinario 
Biot,  che  il  primo  ha  scoperto  tutte  queste  circostanze,  chiamava  cristalli  at- 
trattivi quelli  che  si  trovano  nell’ ultimo  caso,  cristalli. repulsivi  gli  altri:  ma 
a queste  denominazioni  sono  state  sostituite  quelle  di  cristalli  positivi  e di 
cristalli  negativi.  Fino  ad  ora  si  conoscono  trentuno  .cristalli  negativi  e quattor- 
dici positivi  , che  sono: 


Cristalli  negativi. 


Carbonato  di  calce. 

Carbonato  di  calce  e di  magnesia. 
Carbonato  di  calce  e di  ferro. 
Tormalini. 

Rubellite. 

Corindone.  • 

Sa  fòro. 

Rubino. 

Smeraldo. 

Berillo. 

A pala. 

Idocraso. 


Idrato  di  stronziafìa. 
Arseniato  di  potassa. 
Idroclorato  di  calce. 
Idroclorato  di  strouiiaua. 
Sotlosolfato  di  potassa. 
Solfato  di  niokel  e di  rame. 
Cinabro. 

Mellite. 

Molibdato  di  piombo. 
Oltoedrile. 

Prussiato  di  potassa. 

Fosfato  di  calce. 
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Vefnerile. 

Arsenialo  di  piombo. 

Mica  di  Kariat, 

Arseuialo  di  rami?. 

Fosfato  di  piombo. 

Nefelina. 

Fosfato  di  piombo  allenitilo. 

1 , 

Cristalli  positivi. 

Zirconio. 

Solfato  di  potassa  c 

Quarzo. 

Sopracetato  di  rame 

Ossido  di  ferro. 

Idrato  di  magnesia. 

Tungstato  di  zinco. 

Ghiaccio. 

Stanni  te. 

Iposolfato  di  calco. 

Boroeite. 

Dioplasio. 

Apofilile.  „ 

Argento  rosso. 

5 7.  Il  carattere  distintivo  dei  cristalli  a due  assi  quello  si  è di  oQrire  due  di- 
rezioni per  le  quali  un  raggio  incidente  gli  attraversa  senza  dividersi,  mentre 
>11  tutte  le  altre  esso  si  divide  in  due  raggi  refratti  ; ma  in  tali  cristalli  i feno- 
meni divengono  più  complicati,  perchè  non  vi  è più  raggio  ordinario,  vale 
a dire  che  nessuno  dei  due  raggi  segue  le  leggi  di  Cartesio.  Si  può  verificare 
questo  fatto  osservando  od  oggetto  a traverso  ad  una  lastra  di  solfalo  di  calce 
a (acce  parallele:  quaudo  si  fa  girare  la  lastra,  le  due  immagini  divengono 
mobili. 

1 due  assi  ottici  fanno  tra  loro  angoli  differentissimi  nei  diversi  cristalli.  Gu- 
glielmo Herschell  ha  scoperto  di  più  che  gli  assi  relativi  ai  raggi  omogenei  sono 
distinti  gli  uni  dagli  altri , ma  disposti  simmetricamente,  in  modo  che  gli  angoli 
che  essi  formano  a due  a due  souo  tutti  divisi  in  due  parti  eguali  da  una  stessa 
retta. 

Anco  nei  cristalli  a due  assi  vi  sono  due*sezioni  rimarcabilissime  che  déronsi  li 
sezione  perpendicolare  alla  linea  media  , e la  sezione  perpendicolare  alla  linea 
supplementaria.  S'immagini  un  piano  che  passi  pei  due  assi,  e si  conducano 
due  rette  in  questo  prauo  in  modo  che  una  di  esse  divida  in  due  parti  eguali  i 
due  angoli  minori  opposti  al  vertice  che  formano  nella  loro  intersezione  gli  assi, 
e I1  altra  divida  in  due  parti  eguali  i due  angoli  maggiori  opposti  parimente  «1 
vertice:  la  prima  sarà  la  linea  media , e la  seconda  la  linea  supplementaria. 
Ogni  sezione  formata  nel  cristallo  da  un  piano  perpendicolare  alla  linea  media 
sarà  una  sezione  perpendicolare  alla  linea  media , coinè  qualùnque  sezione  for- 
mata da  un  piano  perpendicolare  alla  linea  supplementaria  sarà  una  sezione  per- 
pendicolare alla  linea  supplementaria. 

In  ambedue  queste  sezioni,  uno  dei  due  raggi  è sottoposto  al/e  leggi  ordina- 
rie dalla  refrazione. 

Le  forme  primitive  dei  cristalli  ad  un  asse  sono  il  romboide , il  prisma  esae- 
dro regolare  , I*  ottaedro  isoscele  a base  quadrata  e il  prisma  retto  a base 
quadrata.  Tutte  le  oltre  forme  appartengono  a cristalli  a due  assi  o a cristalli 
che  non  hanno  che  una  sola  refrazione.  Ecco  la  lista  dei  cristalli  a due  assi: 


Diz.  di  Mal.  Voi.  VI. 


57 
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Cristalli  ti-refrangenli  a due  assi. 


Nomi  delle  sostanze 


Angoli  degli  assi 


Solfato  di  nickel  ( alcuni  saggi  ) 
Sulfo-carbonalo  di  piombo  . . 
Nitrato  di  potassa.  ..... 
Mica  (alcuni  saggi)  . . . . 

Carbonato  di  stronziana  . » . 

Talco 

Perla 

Idrato  di  barite  

Mica  ( alcuni  saggi  ) . . . . 

Aragonite 

Prussiato  di  potassa.  . . . . 

Mica  (alcuni  saggi) 

Cimofanc . . 

Anidrite , . . 

Borace . 


Mica  (direni  saggi  esaminali  da  Biot). 


Apefilile.  . 

Solfato  di  magnesia.  . . - 

Solfato  di  barite.  ....... 

Spermaceti 

Borace  natiro.  . . . . 

Nitrato  di  zinco 

Stilbite 

Solfato  di  nickel.  

Carbonato  d’  ammoniaca 

Solfato  di  zinco.  ....... 

Anidrite  esaminala  da  Biot  .... 

Mica 

Benzoato  d'  ammoniaca 

Carbonato  di  barite 

Solfato  di  soda  e di  magnesia  . , . 

Solfato  d’  ammoniaca 

Topazo  del  Brasile  

Zucchero : . . . . 

Solfalo  di  stronziana 

Snlfo-idroclorato  di  magnesia  e di  ferro 
Solfato  di  magnesia  e d ' ammoniaca.  . 
Fosfato  di  soda 


. . 2 o 

. . 5 ao 

. . 6 o 

. . 6 
• • 7 

. . ti  28 

. . .3  18 

. . 14  o 
. . iS  18 
. . 19  24 

. . 25  o 

. 27  5i 

. . 28  1 7 
'.  . 28  42 

/ 3b  o 
■ I 3i  o 
? 3a  o 
J 34  o 
l 3?  o 
. 35  8 

■ 37,  24 

• *7  4a 

. 37  40 

. 38  48 

. 4°  ° 

■ 4>  4* 

• 4*  4 

••  43  4 

. 44  28 

- 44  •41 

43  O 
. 45  8 

. 45  6 

• 46‘  49 

• 4o  4*  , 

g a 5o  o 

. 5o  o 
. 5o  o 
. 5r  16 
. 5t  22 
. 55  20 
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Cdhtonite  . . .' 56  6 

Solfato  di  calce Co  o 

Ossioilrsto  d’  argento. • . . . . 6a  iG 

Giolito  , . 62  5o 

Feldspato  65  o 

Topato  della  conte»  di  Aberdeen  .1 65  o 

Solfato  di  potassa 67  o 

Carbonato  di  aoda  70  1 

Acetato  di  piombo ..!...  70  25 

Acido  cilrieo 70  29 

Tartarato  di  potassa 71  20 

Acido  tartarico 79  o 

Tartarato  di  potassa  e di  soda . 80  o 

Carbonaio  di  potassa 80  3o 

Cianite  . . 81  48 

Dorato  di  potassa 82  o 

Epidoto ' ; . 84  19 

Idroclorato  di  rame  ..............  84  3o 

Pendolò 87  56 

Acido  snccinico  •...., o 

Solfato  di  ferro  90  o 


Sorrei  di  Ginetra  ha  trovato  una  relazione  assai  notabile  tra  la  posizione  dei 
due  assi  e la  forma  primitiva  del  cristallo  ; secondo  questo  fisico,  il  piano  dei  due 
assi  sarebbe  tempre  disposto  in  un  modo  simmetrico  rapporto  alle  facce  della 
forma  primitiva,  e gli  assi  sarebbero  situati  in  questo  piano  in  modo  da  fare  de- 
gli angoli  eguali  con  queste  Cacce. 

58.  Polarizzazione  della  luce.  Si  chiama  polarizzazione  la  modificazione  che 
prosa  un  raggio  di  luce  refiesso  o refratta  da  superfìcie  levigate  , e trasmesso  a 
traserso  a cristalli  bi-refrangenti  sotto  certi  determinali  angoli  d’  incidenza,  per 
cui  perde  la  proprietà  di  refletlersi  ulteriormente  sotto  qualunque  condizione 
d' incidenza  incontri  nuove  superficie  levigate. 

Supponiamo,  per  fissar  meglio  le  idee,  che  ad  un  raggio  di  luce  reflesso  da 
una  lastra  di  vetro  sotto  un  angolo  d' incidenza  di  54°  35',  ti  presenti  una 
seconda  lastra  di  vetro  parallela  alla  prima,  ondo  il  raggio  la  incontri  egualmente 
sotto  lo  stesso  angolo  d' incidenza  di  54°  35'  : questo  raggio  saia  reflesso  di  nuo- 
vo, e se  è un  raggio  solare  si  poi  ri , isolandolo  in  una  camera  oscura,  ricevere 
sopra  una  superficie  qualunque  un'  immagine  brillante  del  sole.  Supponiamo  ora 
che  si  faccia  girare  lentamente  la  seconda  lastra  col  tuo  proprio  piano  intorno 
all'asse  del  raggio.  Il  secondo  piano  di  reflessione,  che  fino  ad  ora  coincideva  col 
primo,  cangerà  di  posizione  senza  che  1'  angolo  d'incidenza  cessi  di  essere  di 
54°  35',  cosicché  se  il  raggio  godesse  di  tolte  le  proprietà  che  aveva  prima, 
I’  immagine  trasmessa  non  dovrebbe  provare  nessuna  alterazione  ; ma  ciò  non 
é cosi:  a misura  che  il  secondo  piano  di  reflessione  si  scosta  dal  primo,  l'im- 
magine diminuisce  di  vivacità,  a poco  a poco  si  cancella  e finalmente  sparisce 
affatto,  quando  il  secondo  piano  di  reflessione  é divenuto  perpendicolare  al  pri- 
mo. In  questa  posizione,  non  vi  ha  più  nessuna  reflessione  sulla  seconda  lastra, 
e il  raggio  trovasi  distrutto  dal  tuo  contatto  cun  essa. 

Da  questo  singolare  fenomeno  resulta  che  pel  fatto  solo  della  sna  reflessione 
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sopra  una  lastra  di  vetro,  sotto  un  angolo  «1*  incidenza  di  5$°  35\  **  *agg*°  ha 
cessato  di  èssere  egualmente  reflessibile  , sotto  questa  stessa  incidenza,  sopra  un'al- 
tra lastra  di  vetro:  esso  ha  dunque  subito  un  c.uigiaroentò  nella  sua  costituzione 
primitiva,  una  modificazione  nelle  sue  proprietà  naturali:  ora  è precisamente 
questo  cangiamento  o questa  modificazione  che  viene  comunemente  indicala  col 
nome  troppo  significativo  di  polarizzazione,  che  si  riferisce  all' ipotesi  di  mole- 
cole luminose  che  hanno  assi  e poli  di  rotazione  , ipotesi  che  non  sembra  oggi 
piò  sostenibile.  Checche  possa  dirsi  di  questa  denominazione,  un  raggio  luminoso 
ni  lai  guisa  modificalo  dicesi  un  raggio  polarizzato , e da  ciò  che  precedei  fa- 
cile scorgere  che  le  proprietà  della  luce  polarizzata  differiscono  essenzialmente 
da  quelle  della  luce  naturale.  Colla  scoperta  di  questo  fatto  importante,  Malus 
ha  cangiato  l’aspetto  all' ottica  ed  ha  aperto  alle  investigazioni  dei  fìsici  un  cam- 
po non  meuo  nuovo  che  fecondo. 

5g.  11  fenomeno  fondamentale  che  abbiamo  esposto  può  facilmente  osservarsi 
mediante  il  seguente  apparecchio. 

Sia  BF  {Tao.  CLXXVI,/^.  2)  un  tubo  di  rame  simile  ad  un  tubo  di  canoc- 
chiale e mobile  sopra  un  perno  A'.  Si  collochi  sopra  un  piede.  Questo  tubo  deve 
esser  guarnito  a ciascuua  delle  sue  estremità  di  un  tamburo  mobile  terminalo  da 
due  verghe  .parallele  al  suo  asse,  le  quali  sostengono  T asse  di  un  piccolo  specchio 
piano  di  vetro  nero.  I piccoli  specchi  AB  e CD  possono  prendere  tulle  le  incli- 
nazioni possibili  rapporto  all'asse  dei  tubo,  e i loro  assi  di  rotazione  possono  pure 
prendere  tra  loro  tutte  le  posizioni  possibili,  perchè  i tamburi  a cui  sono  fermati 
entrano  a frenamento  nel  tubo  e possono  così  girare  sopra  se  stesai;  dei  circoli 
graduali,  fissati  in  ciascun  piano  di  movimento , servono  a misurare  queste  diverse 
inclinazioni.  Finalmente  un  diaframma  O non  lascia  penetrare  nel  tubo  che  i 
raggi  reflessi  parallelamente- al  suo  asse. 

Disposto  T apparecchio  io!  suo  piede,  s1 inclinano  gli  specchi  in  modo  che  la 
loro  direzione  faccia  un  angolo  di  35°  a5'  coll'asse  del' tubo  , e si  dà  al  tubo 
una  posizione  tale  che  possa  vedersi  sullo  specchio  CD  la  luce  del  cielo  o quella 
di  una  bugia  dopo  essere  stala  reflessa  sul  primo  specchio  AB.  Quando  i due 
specchi  sono  paralleli,  si  vede  nello  specchio  CD  un'immagine  brillante;  ma  se, 
senza  cangiare  la  inclinazione  degli  specchi  rapporto  all1  asse,  si  fa  girare  lo 
specchio  CD,  si  vedranno  riprodurre  successivamente  i fenomeni  già  indicati,  vale 
a dire  che  l1  immagine  brillante  s'  indebolirà  a misure  che  il  secondo  piano  di 
reflessione  si  scosterà  angolarmente  da)  primo.  Alla  dislania  di  go°,  1'  immagine 
svanirà;  passata  questa  distanza,  essa  comparirà  di  nuovo  e la  sua  intensità  sarà 
crescente  fipchè  dopo  una  mezza  rivoluzione  dello  specchio  CD  i due  piani  di  re- 
flessione torneranno  A coincidere  di  nuovo.  Continuando  sempre  la  rotazione,  l' in- 
tensità dèli1  immagine  diverrà  decrescente  una  seconda  volta,  ed  essa  Sparirà  nuova- 
mente quando  i piani  di  reflessione  saranno  divenuti  rettangolari.  Così , nel  caso 
di  una  rivoluzione  compiuta  dello  specchio  CD,  vi  saranno  due  istanti  nei  quali 
r immagine  avrà  il  suo  massimo  di  chiarezza  e due  istanti  in  cui  cesserà  d'esscr 
visibile. 

60.  Le  variazioni  d1  intensità  delta  luce  reflessa  una  seconda  volta  sembrano 
esser  le  stesse  nelle  due  metà  di  una  intera  rivoluzione  dello  specchio  CD  , e 
Malus  aveva  supposto  che  I1  intensità  del  raggio  reflesso  fosse  costantemente  pro- 
porzionate al  quadrato  del  coseno  dell1  angolo  dei  due  piani  di  reflessione,  talché 
indicando  con  O il  maximum  d’intensità  e con  » l'  àngolo  dei  due  piani,  avreb- 
be*’» per  r intensità  corrispondente  all1  angolo  « V espressione 
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Quest*  legge  semplicissima  è stata  in  seguito  ter  idea  La  e dimostrata  dal  eelebre 
Xrago.  • ■ • ‘ 

Ci.  Cangiando  un  poco  l’ inclinatone  dello  specchio  CD  soli' asse  del  tubo, 
senta  alterare  quella  del  primo  specchio  , le  intensità  di  chiarella  delle  imma- 
gini succedonsi  egualmente  nello  stesso  ordine;  ma  non  ri  è piti  spariiione  to- 
tale : si  ha  soltanto  il  massimo  di  chiarella  quando  i piani  di  reflessione  coin- 
cidono, e il  minimo  quando  sono  rettangolari.  Gli  atessi  fenomeni  si  riproducono 
quado  si  fa  variare  un  poco  l' inclinazione  del  primo  specchio  senza  cangiare  quella 
del  secondo,  ed  anco  quando  si  fanno  variare  tutte  e due  di  nna  piccola  quantità. 

Cosi,  il  raggio  luminoso  non  rimane  polarizzato  solamente  quando  incontra  il 
primo  specchio  sotto  un'  inclinazione  di  35°  , o,  il  che  è lo  stesso,  sotto  nn 

angolo  d'incidenza  di  54°  35';  esso  lo  è ancora  sotto  altri  angoli  d'incidenza  , 
quantunque  per  verità  incompletamente:  ma  da  ciò  siamo  condotti  ad  ammettere 
che  in  qualunque  reflessione  vi  ha  sempre  una  parte  di  luce  polarizzata  tanto  più 
grande  quanto  meno  1'  angolo  d' incidenza  differisce  dall'  angolo  della  polarizza- 
zinne  completa. 

62.  Tutti  i corpi  levigati  hanno  la  proprietà  di  polarizzare  la  luce  sotto  una 
certa  incidenza  che  varia  colla  loro  natura,  ma  non  hanno  tutti  la  proprietà  di 
polarizzarla  compiutamente.  In  generale  , si  dice  angolo  di  polarizzazione  1'  an- 
golo d' inclinazione  sotto  il  quale  il  raggio  deve  incontrare  la  superficie  reflet- 
tente per  esser  polarizzato;  quest'angolo  è il  complemento  dell’angolo  d'inci- 
denza: così  l'angolo  di  polarizzazione  completa  pel  vetro  è di  35°  25'.  Qualun- 
que aia  la  sostanza  sulla  quale  un  raggio  sia  stato  completamente  polarizzato,  le 
sue  proprietà  sono  identicaihenle  le  stesse,  e non  può  esser  più  reflesso  da  nessuna 
delle  superficie  compiutamente  polarizzanti,  quando  incontra  queste  superficie  sotto 
i loro  angoli  «spettivi  di  polarizzazione  completa , e quando  i piani  di  refles- 
aione  sono  perpendicolari  tra  loro.  Si  è convenuto  di  chiamare  il  primo  piano  di 
reflessione , vale  a dire  quello  nel  quale  si  muove  il  raggio  dopo  la  prima  re- 
flessione  che  Io  ha  polarizzato,  piano  di  polarizzazione. 

Per  riconoscere  sé  up  raggio  di  luce  è polarizzalo  completamente  o incomple- 
tamente, basta  dunque  riceverlo  aopra  una  lastra  di  vetro  sotto  un  angolo  d'  in- 
clinazione d>  35°  a5',  e quindi  far  girare  questa  lastra  sopra  sé  stessa  senza  can- 
giare la  sua  inclinazione.  Se,  in  una  certa  posizione  della  lastra,  il  raggio  non  è 
più  reflesso,  possiamo  concluderne  che  era  compiutamente  polarizzato  in  un  pia- 
no perpendicolare  al  piano  d'incidenza;  se  vi  è unicamente  un  minimo  di  splen- 
dore, il  raggio  era  polarizzato  incompletamente,  sempre  iq  un  piano  perpendico- 
lare al  piano  d’incidenza  che  corrisponde  a questo  minimo;  ma  se,  in  tntte 
le  posizioni  della  lastra  , il  raggio  reflesso  conserva  la  stessa  intensità  possiamo 
esser  certi  ohe  era  naturale.  In  breve  vedremo  che  esistono  dei  mezzi  più  sem- 
plici e più  facili  per  distinguere  immediatamente  un  raggio  naturale  da  un  rag- 
gio polarizzato.  • : . 

03.  Brevvster  ha  scoperto  che  1’  angolo  della  polarizzazione  massima  dei  corpi 
trasparenti  4 connesso  col  potere  refrangente  di  questi  corpi  da  questa  legge  ili 
mirabile  semplicità. 

La  cotangente  deir  angolo  di  polarizzazione  è eguale  all'  indie*  di  refrazione. 
Essa  resulta  dai  fatto  importantissimo,  verificaio  da  questo  fisico  , che  quando 
vi  ha  polarizzazione  completa  o massima  , il  raggio  riflesso  i perpendicolare  al 
raggio  refratto.  Infatti,  in  forza  di  questa  relazione,  l'angolo  di  refrazione  è il 
complemento  dell'angolo  di  «flessione,  e si  ha 

( 90°  — P ) -+-  R ezs  90", 

esprimendo  R l’angolo  di  «frazione,  P quello  di  polarizzazione  , e per  come- 
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goetiu  90“-— P essendo  l’angolo  d'  incidenza  eguale  a quello  di  «flessione; 
quella  eguaglianza  di  Pt=R:  ma  n enendo  l’indice  di  retrazione  ai  ha  pure, 
per  la  noia  legge  che  nniace  gli  angoli  d’  incidenza  e di  retrazione , 

aen  {00*—  P)  coaP 

■ — — ss  Ean, 

• » senti  zenit 


e per  conieguenza 


aeuP 


k cot P san. 


In  questa  guisa  si  può  trovare  facilmente  l'angolo  di  polarizzazione  quando  è 
noto  l’ indice  di  refrazione  e viceversa. 

Noi  daremo  qui  alcuni  angoli  di  polarizzazione  osservali  direttamente,  per  con- 
frontarli con  quelli  che  si  ottengono  da  questa  formula. 


Nomi  delle  sostante  Angolo  di  polarizzazione 

completa  o massima 


osservalo 

calcolato 

Acqua 

• • - • 37° 

i5' 

36° 

49' 

Spath  fluor 

....  35 

IO 

34 

Si 

Ossidiana 

....  33 

57" 

33 

54 

Solfato  di  calce 

....  33 

3a 

33 

i5 

Cristallo  di  monte.  .... 

. . . • . 3a 

38 

33 

a 

Vetro  opale 

. . . . 3i 

3i 

*7 

Topazio . 

. . . . 3. 

20 

3i 

a6 

Vetro  arancione 

. . . . 3o 

48 

3o 

3a 

Rubino 

• • • • *9 

44 

29 

35 

Vetro  d'  antimonip  .... 

. . . a5 

iS 

a5 

So 

Solfo  nativo 

. . . . a5 

5o 

26 

|5 

Diamante.  ....... 

. . . . 21 

58 

21 

59 

Se  acraderà  che  un  giorno  la  legge  di  Brewsler  si  trovi  dimostrata  a priori , 
essa  eifrirì  una  riprova  sicura  nella  ricerca  degl'  indici  di  refrazione  e degli  an- 
goli di  polarizzazione.  Seoondo  lo  stessa  osirrvatore,  i corpi  non  polarizzano 
compiutamente  la  luce  che  quando  il  loro  indice  di  refrazione  è al  di  sotto  di 
1,7.  Di  tutte  le  superficie  levigate  quelle  che  meno  polarizzano  tono  le  superficie 
metalliche. 

64.  Un  raggio  di  luce  polarizzato  in  nn  piano  determinalo,  rimane  polarizzalo 
nel  medesimo  senso  quando  attraversa  perpendicolarmente  dei  mezzi  diafani  qua- 
lunque, ad  eccezione  però  dei  cristalli  bi-refrangenti,  dei  quali  vedremo  in  breve 
il  modo  di  azione-,  ma  quando  il  raggio  si  reflcite  sopra  una  superficie  levigala 
aotto  diverse  inclinazioni,  la  porzione  reflrssa,  quantunque  sempre  polarizzata, 
non  lo  è più  uel  medesimo  piano.  Per  esempio,  supponendo  che  il  piano  di  po- 
larizzazione del  raggio  incidente  faccia  un  angolo  di  4o°  col  piano  della  nuova 
reflessione,  il  piauo  di  polarizzazione  del  raggio  reflesso  farò  un  angolo  maggiore 
o minore  di  4o°  collo  stesso  piano  di  refletsione , secondo  le  circostanze  dell'  in- 
cidenza. 
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L'  ingoio  del  piena  di  polarizzazione  col  piano  di  reflessionc  o d’ incidenti  li 
dice  V atimut  del  pieno  «li  polarittatione. 

65.  Li  luce  il  polariiu  non  tolo  alle  primi  superficie  dei  corpi  trasparenti 
mi  ancori  alla  seconda , tale  a dire  nel  loro  interno.  Sia  DE  ( Tav . CLXXVI,  fig.  3 j 
Il  prima  superficie  di  un  prisma  di  Tetro,  e GH  la  seconda  superfìcie  parallela 
alla  prima:  immaginiamo  che  un  raggio  incidente  AB  incontri  la  superficie  DE 
sotto  l’ inclinazione  oorrispondeote  alla  polarittatione  completa,  la  parte  del  fa- 
scio luminoso  refratlo  BC  che  si  reflelle  nella  direzione  CO , sulla  seconda  snper- 
ficie  GII,  tara  pure  completamente  polari  nata  ; e se  si  è formate  il  prisma  in 
modo  che  questo  raggio  possa  uscire  perpendicolarmente  da  una  faccia  EF, il  che 
non  fa  deviareil  piano  di  polarittatione,  si  potrà  riconoscere  che  il  raggio  è po- 
larixiato  nel  piano  di  reflessione.  La  scoperta  di  questo  fatto  importante  è dovuta 
pure  m Malus. 

La  relazione  degli  angoli  d’ incidenza  e di  refrazione  serve  a trovare  facilmente 
la  grandezza  dell’ angolo  di  polarizzazione  completa  alla  seconda  superficie  ; per- 
che  quest’angolo  BCN  essendo  eguale  al  complemento  dell’angolo  di  refratioue 
NBC , se  nell’  espressione  generale 

sep  I = o sen  H 

si  sostituisce  900  — P ad  1 , e go°  - F ad  R , indicando  con  P l’angolo  ili  po- 
larizzaiione  alla  prima  superficie  e con  P'  l’angolo  di  polarizzazione  alla  seconda, 
si  avrà 

sen  ( 90°— P ) = n sen  ( 90°  — P'  ), 

ossia 

cos  P = ncosP’. 

Secondo  la  legga  di  Brevrsler,  si  ha  col  P = n,  e per  conseguenza  cosP'=sen  P; 
cosi  T angolo  della  polarizzazione  completa  alla  seconda  superficie  è il  complemento 
delL’  angolo  della  polarizzazione  completa  alla  prima. 

66.  La  polarizzazione  della  luce  per  refrazione  presenta  varj  fenomeni  im- 

portanti. Se  si  forma  un  prisma  di  vetro  EDF  (Tav.  CLXXVI,  fig.  4)  in 
modo  che  un  raggio  incidente  AB,  sotto  P inclinazione  delta  polarizzazione  com- 
pleta, possa  emergere  perpendicolarmente  alla  faccia  opposta  EF,  si  scorge  che  il 
raggio  emergente  BC  è anche  esso  polarizzato  in  un  piano  perpendicolare  al  piano 
d’ incidenza  ; ma  la  polarizzazione  non  è romptela.  Lo  stesso  ha  luogo  pel  rag- 
gio emergente  CA'  (Tav.  CLXXVI, Jìg.  3),  quando  la  faccia  di  emergenza 
é parallela  a quella  d’ incidenza.  In  quest’  ultimo  caso,  se  si  fa  passare  il  raggio 
emergente  a traverso  ad  una  seconda  lastra  a facce  parallele  e parallela  alla  prima, 
esso  conterrà  maggior  luce  polarizzala  dopo  la  seconda  emergenza.  La  quantità  di 
luce  polariziala  andrà  sempre  crescèndo  col  uumero  delle  lislre  che  si  faranno 
attraversare  dal  raggio;  e finalmente,  quando  questo  numero  sarà  sufficiente,  I’  ul- 
timo raggio  emergente  sarà  compiutamente  polarizzalo.  * 

67.  I cristalli  bi-refrangenti  polarizzano  completamente  la  luce  che  gli  attraversa 
dividendosi  in  due  fasci,  1’  uno  ordinario  e l’ altro  straordinario  (53  ).  Questo  fatto 
si  può  verificare  ricevendo  i due  raggi  emergenti  sopra  uno  specchio  sotto  una 
inclinazione  di  35°  25',  ed  osservando  le  variazioni  delle  due  immagini  : quando 
il  piano  di  reflessione  è parallelo  alla  sezione  principale  del  cristallo,  l'immagine 
ordinaria  è la  sola  visibile:  quando  al  contrario  il  piano  di  reflessione  è perpen- 
dicolare a questa  sezione,  è l’immagine  straordinaria  quella  che  si -scorge.  Risulta 
da  questi  fenomeni  che  il  raggio  ordinario  è polarizzato  secondo  la  sezione  prin- 
ripale,  e il  raggio  straordinario  perpendicolarmente  a questa  stessa  sezione. 

Se  il  raggio  incidente  fosse  primitivamente  polarizzalo  io  un  piano  qualunque,  i 
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raffi  emergenti  sarebbero  pure  polarizzati,  il  primo  nel  piano  della  sezione  prin- 
cipale, e il  secondo  in  un  piano  perpendicolare  a questa  sezione.  Ma  V intensità 
di  questi  raggi  non  sarebbe  più  la  stessa  jli  quella  che  sarebbe  stata  se  il  raggio 
incidente  fosse  stato  naturale. 

68.  In  alcune  direzioni,  tarj  cristalli  bf-refraogcnti  hanno  la  proprietà  di  assor- 
bire più  abbondantemente  la  luce  polarizzata  che  la  luce  naturale:  quello  che  più 
di  tutti  la  possiede  in  maggior  grado  è la  tormalina;  perchè  una  lastra  sottilis- 
sima di  tormalina  bruna  assorbisce  completamente  la  luce  polarizzata  quando  il 
suo  asse  ottico  è parallelo  al  piano  di  reflessione;  in  qualunque  altra  posizione, 
essa  trasmette  questa  luce  con  una  intensità  tanto  più  grande  quanto  più  il  suo 
asse  è vicino  ad  esser  perpendicolare  al(o  stesso  piano.  Questa  proprietà  offre  un 
meno  semplicissimo  per  riconoscere  immediatamente  la  natura  di  ùn  raggio  e il 
suo  piano  di  polarizzazione  , osservandolo  a traverso  ad  un»  lastra  di  tormalina 
tagliata  parallelamente  al  suo  asse.  Se,  facendo  girare  la  lastra  nel  suo  piatto,  1'  in- 
tensità del  raggio  non  prova  alterazione  alcuna,  ciò  avviene  perchè  esso  è compo- 
sto soltanto  di  luce  naturale;  quando  questa  intensità  varia,  possiamo  concluderne 
che  il  raggio  è in  parte  polarizzalo;  e finalmente,  se  in  una  posizione  determi- 
nata della  lastra  il  raggio  sparisce  totalmente,  ciò  vubl  dire  che  era  compiuta- 
mente polarizzato  in  un  piano  parallelo  alle  sezione  principale  della  lastra. 

69.  Nell1  impossibilità  in  cui  siamo  di  esporre  tutti  i fenomeni  della  polarizza- 
zione, abbiamo  dovuto  scegliere  a preferenza  quelli  che  in  certo  modo  sono  ca- 
ratteristici : ve  ne  sono  però  altri  che  crediamo  indispensabile  d'indicare  per 
infondere  almeno  il  desiderio  di  studiarli  nelle  opere  speciali.  Tali  per  esempio 
sono  i fatti  curiosissimi  scoperti  da  Fresncl  e da  Arago  sull'  azione  scambievole 
dei  raggi  polarizzati  , e quelli  non  meno  curiosi  della  colorazione  della  luce  po- 
larizzata che  attraversa  lastre  sottili  di  cristallo. 

Due  fasci  polarizzati  emanati  da  una  stessa  sorgente  possooo  produrre,  come 
due  fasci  naturali,  delle  frange  colorale,  mediante  la  loro  interferenza  (Si),  quando 
il  loro  piano  di  polarizzazione  è lo, stesso;  ma  facendo  variarci  piani  di  polariz. 
zaziooc,  le  frange  si  vedono  successivamente  indebolire  a misura  che  questi  piani 
SÌ  scostano  dal  parallelismo,  e finiscono  eoo  isparire  quando  i piani  souo  divenuti 
perpendicolari  tra  loro.  Cosi,  l'influenza  che  due  raggi  polarizzali  esercitano 
1'  uno  sull1  altro  dipende  dalla  relazione  dei  loro  piani  di  polarizzazione,  la  quale 
è al  suo  massimo  quando  questi  piani  sono  paralleli,  ed  è nulla  quaodo  sono 
rettangolari. 

Quando  uo  fascio  di  luce  bianca  polarizzata  attraversa  perpendicolarmente  una 
lastra  sottile  di  carbonato  di  calce,  tagliata  perpendicolarmente  all'  as»e , si  scor- 
ge, osservandoli  raggio  emergente  attraverso  ad  una  tormalina,  una  serie  di 
anelli  colorati  concentrici  tagliali  da  una  gran  croce:  questa  croce  è nera,  se  la 
sezione  principale  della  tormalina  è parallela  al  piano  primitivo  di  polarizzazio- 
oe  ; è bianca,  se  la  sezione  è perpendicolare  allo  sioso  piano:  in  quest'ultimo 
caso,  i colori  degli  anelli  sono  complementarj  di  quelli  die  si  manifestano  nel 
primo  caso.  Gli  stessi  fenomeni  hanno  luogo  con  tutte  le  lastre  sottili*  dei  cri- 
stalli bi-refrangenli  ad  un  asse.  I cristalli  a due  assi  fanno  nascere  frange  colo- 
rate diversamente  contornate.  Fresncl  ha  dato  delle  spiegazioni  soddisfacentissime 
di  tutti  questi  fenomeni  in  una  memoria  inserita  nella  Raccolta  dei  dotti  stra- 
nieri dell'  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi.  I principali  risultati  ottenuti  da 
questo  fìsico  sodo  riportati  nel  tomo  XVII  degli  Annales  de  Physique  et  de 
Chimie. 

70.  Andando  la  luce  sempre  più  polarizzandosi  per  mezzy  delle  refrazinni  suc- 
cessive (66),  è facile  il  congetturare  che  quella  del  sole  e degli  astri  debba  trovarsi 
sempre  più  o meno  polarizzata  in  forza  il  suo  passaggio  attraverso  all'  atmosfera 


dèlia  terra.  Arago  ha  trovato  che  il  massimo  di  polarizzazione  della  luce  turchi- 
na del  cielo  ha  luogo  ad  una  disianza  angolare  di  90°;  vale  a dire  che  osservando 
questa  luce  nel  piano  verticale  del  sole,  si  trova  che  la  sua  porzione  polarizzata 
cresce  fino  a 90°  di  distanza,  e che  quindi  diminuisce  successivamente,  a misura 
che  la  distanza  angolare  si  eleva  al  di  sopra  di  90°.  La  luce  della  luua  contiene 
una  gran  quantità  di  luce  polarizzata. 

I raggi  di  luce  omogenea  hanno  ognuno  un  angolo  particolare  di  polarizzazioue, 
come  hanno  ognuno  un  indice  particolare  di  retrazione,  e sebbene  questi  angoli 
differiscano  pochissimo,  ne  resultano  diversi  fenomeni  di  colorazione  quando,  me- 
diante la  reflessione,  si  distrugge  un  raggio  di  luce  bianca  polarizzata.  Per  esem- 
pio, quando  due  piani  di  reflessione  sono  perpendicolari,  ed  un  raggio  vi  si 
trova  reflesso  sotto  P angolo  della  polarizzazione  completa,  l1  immagine  bianca 
che  questa  posizione  ha  fatto  scomparire  lascia  sempre  delle  tinte  deboli  prove- 
nienti dai  raggi  omogenei  disegualmente  polarizzati. 

71.  Analogia  tra  la  luce  e il  calorico.  Abbiamo  veduto  ( Vedi  Calobico)  che  il 
calorico  si  reflette  al  pari  della  luce  facendo  un  angolo  di  reflessione  eguale  al- 
r angolo  d’incidenza  e situato  nello  stesso  piano.  1 fenomeni  della  refrazione  del 
calorico  essendo  pure  gli  stessi  di  quelli  della  retrazione  della  luce,  ed  il  calo- 
rico raggiante  essendo  secondo  ciò  che  hanno  dimostrato  le  belle  esperienze  di 
Bérard  suscettibile  di  polarizzazione  c di  doppia  retrazione , siamo  condolli 
naturalmente  ad  ammettere  che  la  luce  ed  il  calorico  non  siano  che  due  mani- 
festazioni differenti  di  una  sola  e medesima  causa.  Questa  ipotesi  sembra  tanto 
più  ragionevole  in  quanto  che  la  luco  emanala  direttamente  dalle  principali  sor- 
genti è sempre  accompagnata  da  calorico  , e che  io  generale  un  corpo  diviene  lumi- 
noso quando  la  sua  temperatura  supera  5oou  centigradi.  Ala  le  ultime  esperienze 
del  Melloni,  mentre  rivelano  nuove  similitudini  tra  la  luce  e il  calorico,  compli- 
cano singolarmente  il  problema.  Queste  esperienze  dimostrano  nel  modo  il  più 
convincente  che  un  raggio  di  calorico  naturale,  o emanato  direttamente,  è com- 
posto di  più  raggi  primitivi  diversamente  refraogibili  , come  lo  sono  i raggi  di 
luce  omogenea.  ***• 

Questo  ingegnoso  osservatore  ha  saputo  distinguere  là  natura  differente  dei 
raggi  trasmessi  a traverso  ai  corpi  diatermani  (f^edi  Calorico),  ed  ha  potuto 
verificare  che  due  sostanze  diatermane  differenti  si  comportano  rapporto  al  calo- 
rico raggiante  come  due  sostanze  trasparenti  colorate  rapporto  alla  luce  naturale, 
di  cui  non  trasmettono  che  alcuni  raggi  omogenei  mentre  assorbiscono  gli  altri. 
Cosi,  il  calorico  trasmesso  a traverso  ad  una  lastra  di  allume  non  è lo  stesso  di  quello 
trasmesso  attraverso  ad  una  lastra  di  acido  nitrico  , c non  si  può  spiegare  que- 
sto fenomeno  che  attribuendo  ad  ognuna  di  queste  lastre  una  specie  di  colora- 
zione calorifica  , in  virtù  della  quale  non  lasciano  esse  passare  che  i raggi  do- 
tati della  stessa  colorazione  , precisamente  come  una  lastra  di  vetro  rosso  non  la- 
scia passare  che  la  luce  rossa. 

Quando  si  esaminano  i colori  dello  spettro  solare , è facile  riconoscere  che  ogni 
raggio  omogeneo  eleva  differentemente  uo  termometro  sul  quale  sia  esso  rice- 
vuto. Si  era  dapprima  credulo  che  i colori  i più  brillanti  dovessero  possedere 
il  calorico  massimo,  e si  era  fissato  il  massimo  del  calorico  nel  mezzo  dello  spet- 
tro, vale  a dire  nel  giallo  In  seguito,  Bérard  aveva  riconosciuto  elle  questo  mas- 
simo si  trovava  geucralmcnte  nel  rosso,  mentre  Herschell , analizzando  le  parti 
oscure  dello  spettro,  lo  poneva  nella  striscia  oscura  che  viene  dopo  il  rosso. 
Seebeck  fece  in  fine  vedere  uel  che  il  massimo  del  calorico  aveva  oua  po- 

sizione variabile  dipendente  dalla  natura  del  prisma  rcfrangonlc : cosi,  secondo 
che  il  prisma  è d'acqua,  d'acido  solforico,  di  vetro  ordinario  o di  Jlial-glasi , 
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il  massimo  del  calorico  si  trova  nel  giatlo,  nell'  arancio , nel  rosso  o al  di  1 à del 
rosso.  Questi  cangiamenti  di  posizione  del  massimo  del  calorico  si  trovano  spie- 
gati dalle  proprietà  delle  sostanze  diatermane,  e secondo  il  Melloni  il  massimo 
ai  allootsna  lauto  più  dal  giallo  verso  il  rosso,  quanto  più  diatermana  è la  sostan- 
za del  prisma.  Per  esempio,  se  il  prisma  è di  sai  gemma , corpo  le  cui  pro- 
prietà transcalorifiche  sono  le  più  intense,  il  massimo  è al  di  là  del  rosso  , a 
una  disianza  eguale  a quella  del  rosso  da!  giallo.  Se  si  fa  passare  lo  spettro  so- 
lare prodotto  da  un  prisma  di  sai  gemma  a traverso  a diverse  lastre  colorate,  si 
può  riscontrare  che  lo  spettro  calorifico  è indipendente  dallo  spettro  luminoso; 
perchè,  in  certi  casi,  la  forma  e la  grandezza  de!  primo  restano  le  stesse,  mentre 
il  secondo  prova  dei  cangiamenti  considerabili  e viceversa.  Cosi,  quantunque 
legati  insieme  nel  fascio  incidente,  il  calorico  c la  luce  sono  due  cose  perfetta- 
mente distinte,  ed  è impossibile  di  confonderle. 

72.  La  teoria  della  emissione  della  luce , che  nel  modo  il  più  soddisfacente 
spiegava  tutti  i fenomeni  della  recessione  e della  refrazione  conosciuti  al  tem- 
po di  Newton  , ma  che  non  poteva  piegarsi  che  con  difficoltà  a quelli  della  dif- 
frazione e della  doppia  refrazione,  è oggigiorno  completamente  insufficiente,  e ad 
onta  di  tutti  gli  sforzi  de' suoi  più  abili  aderenti,  essa  rimane  estranea  ai  fenomeni 
della  polarizzazione.  Se  l'esclusione  di  uno  dei  due  sistemi  sulla  propagazione 
della  luce  traesse  secoli  certezza  dell'altro,  dovrebbesi  senza  alcun  dubbio  adot- 
tare il  sistema  delle  vibrazioni  ; ma  nulla  fino  ad  ora  ha  potato  stabilire  che 
la  verità  ai  trovi  necessariamente  nell' uno  o Dell'altro  di  questi  sistemi  , e se 
il  primo  sembra  dover  essere  rigettato  affatto,  il  secondo  rimane  complicato  da 
un  numero  grandissimo  di  difficoltà.  Pure,  dipartendosi  dalla  doppia  ipotesi  che 
la  luce  si  propaghi  mediante  le  ondulazioni  dell'etere,  e che  l'etere  sparso  in 
tutti  gli  spazj  abbia  maggiore  o minor  densità  in  ognuno  di  questi  spazj  a seconda 
della  natura  del  corpo  che  lo  riempie,  Fremei  è giunto  a render  ragione  di  tutti  i 
fenomeni  fino  ad  ora  conosciuti  » a determinarne  le  leggi , e a riconoscere  <2  priori 
dei  fatti  costatati  poi  dall'  esperienza.  Se  questi  lavori  importantissimi  non  ba- 
stano per  rivestire  di  una  certezza  assoluta  il  punto  di  partenza  del  sistema  , lo 
elevano  almeno  ad  un  grado  altissimo  di  probabilità,  che  possiamo  sperare  di  ve- 
dere ancora  aumentare  mediante  ulteriori  acoperte.  Si  consultino  gli  Anaales  de 
Physique  et  de  Chi  mie , toni.  XVII. 

LUCE  CENERINA.  Vedi  Lem. 

LUCE  ZODIACALE.  Vedi  Zodiaco. 

LUCIFERO  ( Astron.).  Nome  che  gli  autori  latini  davano  al  pianeta  di  Venere 
quando  comparisce  la  mattina  prima  del  levare  del  sole.  Siccome  questo  pianeta 
non  si  allontana  mai  dal  sole  più  di  4^°,  esso  apparisce  sull'orizzonte  qualche 
tempo  prima  del  sole  nelle  epoche  in  cui  è più  occidentale  di  quest'astro:  è per 
tal  ragione  che  i poeti  e gli  astronomi  lo  chiamarono  Lucifero , vale  a dire  ap- 
portatore di  luce.  Quando  poi  si  vede  la  sera  dopo  il  tramonto  del  sole,  si  chia- 
mava Espcro  che  significa  sera. 

LUGLIO  ( Calen .).  Nome  del  settimo  mese  dell'anno,  cosi  chiamato  perchè  i Ro- 
mani 1’  avevano  consacrato  a Giulio  Cesare.  Vedi  Calisidazio. 

LUINO  ( Fa  a se  esco  ),  gesuita,  nato  a Milano  nel  1740,  si  applicò  con  ardore  e 
auccesso  allo  stadio  delle  matematiche  e dell'  astronomia  nel  celebre  collegio  di 
Brera.  Professò  poscia  con  lustro  nelle  scuole  palatine  di  Milano,  nell' università 
d»  Pavia  e in  Mantova,  nella  quale  ultima  città  morì  il  7 Novembre  1793.  Le  sue 
opere  scientifiche  sono:  I Esercitazione  sul T altezza  del  polo  di  Milano , Mi- 
lano, 1769,  in-4  ; II  Sulle  progressioni  e sulle  serie , ivi  , 1767  ; ti  sono  stale 
aggiunte  due  memorie  di  Boscovich  ; III  Corso  degli  elementi  d' algebra,  di  geo- 
metria e delle  sezioni  coniche , ivi,  1772,  3 ?ol. 
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LUNA  ( Astron.).  Pianeta  secondario  che  accompagna  la  terra , intorno  alla  quale 
esso  descrive  un'orbita  ellittica  in  un  periodo  di  circa  27  giorni. 

1 fenomeni  che  quest'  astro  ci  presenta  sono  variatissimi.  La  sua  luce  è più 
pallida  di  quella  del  sole,  nè  produce  calore  alcuno  sensibile:  nella  sua  vivacità 

e nella  sua  estensione  prova  essa  dei  cangiamenti  periodici  ai  quali  è stato 
dato  il  nome  di  fasi.  Se  si  osserva  la  luna  quando  passa  al  meridiano  nel 
mezzo  della  notte,  il  suo  disco  comparisce  interamente  luminoso  , la  sua  forma 
è rotonda  e brillante:  allora  essa  si  leva  quando  il  sole  tramonta  e reciproca* 
mente.  Se  si  continua  ad  osservarla  per  più  giorni  di  seguito,  la  vediamo  perdere 
a poco  a poco  il  suo  splendore  ; la  parte  illuminata  del  suo  disco  va  diminuen- 
do di  larghezza;  nel  tempo  stesso  essa  si  leva  più  tardi  ; e quando  il  suo  disco 
è ridotto  ad  un  semicerchio,  essa  non  si  vede  più  che  durante  P ultima  metà 
della  notte.  Qualche  giorno  dopo , non  presenta  più  che  un  arco  a guisa  di 
falce,  le  cui  punte  sono  rivolte  verso  l'occidente,  vale  a dire  verso  la  parte 
del  disco  più  lontana  dal  sole.  Allora  non  si  leva  che  pochi  istanti  prima  di  que- 
st'astro; l'arco  luminoso  va  di  giorno  in  giorno  diminuendo,  la  luna  diviene 
oscura  affatto,  si  leva  insieme  col  sole,  e si  cessa  di  scorgerla.  Dopo  essere  stata 
invisibile  per  tre  o quattro  giorni,  essa  ricomparisce  la  sera  all'occidente  poco 
tempo  dopo  il  tramonto  del  sole;  in  principio  non  presenta  che  un  filo  di  luce 
che  ingrandendosi  a poco  a poco  prende  in  pochi  giorni  la  forma  di  un  arco  le 
cui  punte  sono  rivolle  all'oriente,  cioè  dalla  parte  opposta  al  sole.  Nei  giorni 
seguenti  , la  luna  si  allontana  sempre  più  dal  sole,  il  suo  disco  s'ingrandisce  cd 
essa  riprende  finalmente  la  sua  forma  rotonda  e brillante , per  diminuire  di  nuo- 
vo c presentare  successivamente  c nello  stesso  ordine  gli  stessi  fenomeni.  Il  pe- 
riodo Ji  queste  fasi  è di  circa  ventinove  giorni  e mezzo. 

Questi  fenomeni,  assai  prima  di  essere  stati  spiegati,  somministravano  una  mi- 
sura rosi  naturale  del  tempo,  che  non  deve  far  maraviglia  di  vedere  come  fino 
dall'  infanzia  delle  società  le  fasi  della  luna  abbiano  servito  a regolare  le  assem* 
blee , i tacrifizj  , i pubblici  esercizi , e finalmente  il  calendario.  Il  mese  degli 
antichi  non  è che  quell' intervallo  di  tempo  che  passa  tra  due  novilunj , inter- 
vallo che  dicesi  ancora  lunazione  o rivoluzione  sinodica  della  luna.  In  greco,  le 
parole  luna , , e mesey  ur,v,  hanno  un'analogia  evidentissima.  Frat- 

tanto la  natura  stessa  di  questi  cangiamenti  doveva  condurre  ben  presto  i pri- 
mi osservatori  alla  cognizione  della  loro  causa , perchè  non  se  ne  poteva  dare 
uua  ragione  plausibile  che  supponendo  la  luna  un  corpo  opaco,  oscuro  per  sè 
stesso,  e che  brilla  unicamente  per  uno  splendore  comunicatogli.  Era  infatti  im- 
possibile di  ammettere  che  il  suo  disco  fosse  metà  oscuro  e metà  luminoso,  e die 
ci  presentasse  successivamente  ognuna  delle  sue  metà;  perchè,  quando  questo  di- 
sco non  è luminoso  che  in  parte,  la  parte  oscura  non  è affatto  invisibile,  ma  è 
ancora  illuminata  da  una  debole  luce  che  dicesi  luce  cenerina  , e che  permette 
di  scorgervi  le  stesse  sinuosità  e le  stesse  macchie  che  vi  si  vedono  nel  tempo 
in  cui  la  luna  è tutta  illuminala.  L’osservazione  rendeva  dunque  evidente  che 
la  luna  ci  presenta  sempre  la  stessa  faccia,  e che  le  variazioni  delle  sue  fasi  re- 
sultano dalie  differenti  sue  posizioni  rispetto  al  sole  del  quale  essa  non  fa  che 
reflet  lerci  la  Iure. 

La  figura  9 della  Tavola  CV  può  facilmente  far  comprendere  come  accadano 
tutte  le  circostanze  delle  fasi  della  luna.  Quando  quest'astro  è compiutamente 
laminoso  e passa  pel  meiidiano  a mezzanotte,  il  sole  è sotto  l’ orizzonte  sul  me- 
ridiano opposto;  cosi,  la  terra  essendo  in  T,  la  luna  è in  L,  e il  sole  S illumina 
interamente  la  superficie  che  essa  ci  presenta:  allora  si  ha  la  luna  piena  o ple- 
nilunio. Quando  al  contrario  la  luna  e il  sole  si  levano  nel  tempo  stesso  sull' oriz- 
zonte, la  luna  è in  OE,  e U sua  faccia  illuminata  F.  essendo  sempre  nccessaria- 
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mente  rivolta  verso  il  sole,  essa  ci  presenta  la  sua  faccia  oscura,  e noi  non  possiamo 
sederla  : allora  si  ha  luna  nuova  o novilunio,  lu  tutte  le  altre  posizioni  inter- 
medie, la  luna  ci  presenta  delle  porzioni  più  o meno  grandi  della  sua  faccia  il- 
luminata , il  che  le  dà  successivamente  le  forme  G,  N,  K,  cioè  quelle  di  una  sem- 
plice striscia,  di  un  semicerchio,  ec. 

Se  l'orbila  della  luna  fosse  nel  piano  stesso  di  quella  del  sole,  cioè  dell’ec- 
clittica , tulle  le  volte  che  la  luna  si  trovasse  in  L vi  sarebbe  necessariamente 
intercezione  dei  raggi  solari  cagionala  dal  globo  terrestre  , e la  luna  dovrebbe 
cessare  di  esser  visibile  in  tutto  il  tempo  che  essa  impiegasse  ad  attraversare  il 
cono  di  ombra  projeltalo  dalla  terra  nello  spazio.  Come  all' incontro  quando  fosse 
in  OE  , essa  dovrebbe  intercettare  a noi  i raggi  solari,  e fare  sparire  il  sole  ai 
nostri  sguardi  per  alcuni  istanti.  Questi  fenomeni,  conosciuti  sotto  il  nome  di 
reeli tsi  (Vedi  Ecclisse),  dovrebbero  dunque  presentarsi  ad  ogni  plenilunio  c ad 
ogni  novilunio,  mentre  in  fatto  non  avvengono  che  a distanze  più  lontane.  Cosi 
l’orbita  della  luna  deve  trovarsi  in  un  piano  differente  da  quello  dell’  ecrlillica. 
Ce  osservazioni  hanno  provalo  che  il  piano  dell’  orbila  Junare  forma  con  quello 
dell' ecclittica  un  angolo  di  5°  8'  48''-  Quest’angolo,  che  dicesi  V inclinatone 
dell'orbita  lunare,  è soggetto  a piccole  variazioni  in  più  e in  meno,  che  ci  fanno 
rilevare  che  l'orbita  lunare  non  ha  un  punto  fisso  nello  spazio. 

Si  dà  il  nome  di  nodi  ai  due  punti  in  cui  l’orbita  lunare  taglia  il  piano  dcl- 
)' ecclittica , e particolarmente  di  nodo  ascendente  a quello  in  cui  la  luna  passa 
per  andare  dal  sud  al  nord  dell’  ecclittica  , e di  nodo  discendente  a quello  che 
essa  attraversa  per  passare  dal  nord  al  sud.  Gli  astronomi  indicano  il  primo  col 
segno  Q ed  il  secondo  col  segno  ’Q.  Gli  ecclissi  non  possono  aver  luogo  che 
quando  la  luna  si  trova  in  questi  nodi,  o almeno  in  loro  vicinanza  all  epoca 
del  plenilunio  o del  novilunio.  V edi  Ecclissr. 

Le  fasi  della  luna  ricevono  diverse  denominazioni  a seconda  delle  distanze  angolari 
che  hanno  luogo  tra  il  sole  e la  luna  alla  loro  apparizione.  Cosi  si  dice  oppo- 
sizione l’istante  del  plenilunio,  e congiunzione  quello  del  novilunio.  L’opposi- 
zione e la  congionzione  chiamansi  con  nome  comune  le  sizigie ; quando  la  luna 
si  trova  alla  distanza  di  qo”  dal  sole,  cioè  alla  metà  del  suo  cammino  tra  Urou- 
giunzione  e l’opposizione,  si  dice  che  essa  è nel  suo  primo  quarto  ; quando  poi 
si  trova  alla  metà  della  distanza  tra  I’  opposizione  c la  congiunzione,  si  dice  che 
è nel  suo  ultimo  quarto  : il  primo  ed  ultimo  quarto  diconsi  con  nome  comune  le 
quadrature.  Si  dà  ancora  il  nome  di  ottanti  alle  quattro  posizioni  intermedie  C, 
I,  V,  X situate  ad  eguali  distanze  tra  le  sizigie  e le  quadrature;  C è il  primo 
ottante , 1 il  secbndo , V il  terzo,  e X il  quarto. 

La  luna  è quello  tra  lutti  gli  astri  i cui  movimenti  sono  più  irregolari  o al- 
meno quello  le  cui  irregolarità  sono  più  sensibili.  Noi  non  possiamo  qui  che  ac- 
cennare i ponti  principali  della  sua  teoria. 

L'orbita  che  la  luna  descrive  intorno  alla  terra  è un'ellisse  variabile  nelle  sue 
dimensioni,  e di  cui  la  terra  occupa  uno  dei  fuochi.  Essa  la  percorre  in  un  pe- 
riodo medio  di  27  giorni,  7 ore,  43'  1 1'',5 , e dicesi  questa  la  sua  rivoluzione 
siderale.  Siccome,  in  questo  spazio  di  tempo,  il  sole,  in  forza  del  suo  movimento 
proprio  apparente,  si  è avanzato  sull’  ecclittica  nel  medesimo  senso  della  luna,  è 
necessario  affinché  la  luna  posta  raggiungerlo  e tornare  ad  esser  nuova  che  essa 
descriva  oltre  una  circonferenza  intera  della  sfera  celeste  l'arco  eccedente  de- 
scritto dal  sole.  Questo  intervallo  tra  un  novilunio  ed  un  altro  novilunio  esige 
dunque  maggior  tempo  della  rivoluzione  siderale;  la  sua  durata  media  è infatti 
di  29  giorni,  12  ore,  44*  e dicesi  rivoluzione  sinodica.  Abbiamo  detto  che 

l’orbita  lunare  non  era  fissa  nello  spazio,  e ciò  è una  conseguenza  naturale  del 
moto  di  traslazione  della  terra  intorno  al  sole;  ma  le  variazioni  di  quest’  orlsiln 
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non  protengono  unicamente  dall'essere  essa  trasportala  dalia  terra  che  la  luna  è 
obbligata  a seguire  ; essa  prova  ancora  nelle  sue  dimensioni  e nell’  inclinazio- 
ne  del  suo  piano  rapporto  all’  eccliltica  non  poche  alterazioni  che  rendono  il 
corso  della  luna  difficile  a seguirsi , e la  sua  teoria  complicatissima.  Primiera- 
mente,  se  di  mese  in  mese  si  osservano  i punti  in  coi  l' eccliltica  è tagliata  dalla 
luna,  si  trova  che  i nodi  della  sua  orbita  sono  iu  uno  stato  continuo  di  retro- 
gradazione  sull’  eccliltica,  vale  a dire  che  essi  bauno  un  movimento  in  senso 
inverso  al  movimento  apparente  della  sfera  celeste.  Questo  movimento  ba  uni 
celerità  media  di  3r  io'',C  per  giorno  , cosicché  in  un  periodo  di  giorni  solari 
medj  6793,39,  cioè  in  18  anni  e circa  tre  quinti,  il  nodo  ascendente  percorre 
l’ intera  circonferenza  dell’ eccliltica.  Se  questo  movimento  fosse  uniforme,  ba- 
sterebbe conoscere  mediante  l’osservazione  la  posizione  o la  longitudine  dei  nodi 
della  luna  iu  un’epoca  determinata,  per  poterne  dedurre  la  longitudine  per 
un'altra  epoca  qualunque,  ma  esso  è soggetto  a parecchie  ineguaglianze  e va 
inoltre  rallentandosi  di  secolo  in  secolo.  Questo  spostamento  dei  nodi  ci  fa  co- 
noscere che  l’orbita  della  luna  non  è rigorosamente  un'ellisse  rientrante  sopra 
si  stessa,  e ce  la  fa  comparire  come  una  specie  di  spirale  indefinita.  Senza  far 
conto  di  questa  circostanza,  l’asse  dell'ellisse  cangia  continuamente  di  direzione 
nello  spazio,  di  maniera  che  la  distanza  della  luna  dalla  terra  varia  secondo  una 
legge  ebe  non  si  accorda  esattamente  con  quella  del  movimento  ellittico.  Questo 
fenomeno,  conosciuto  sotto  il  nome  di  rivoluzione  degli  apsidt  della  luna , si  ef- 
fettua iu  un  periodo  di  giorni  3a3a,5753,  vale  a dire  che  l’asse  dell’orbita  lu- 
nare descrive  in  9 anni  circa  una  rivoluzione  completa  diretta  nel  senso  mede- 
simo del  movimento  proprio  della  luna.  1/ effetto  sensibile  di  questa  rivoluzione 
è quello  di  far  cangiare  continuamente  il  luogo  dell’apogeo  e quello  del  perigeo 
dell’orbita  lunare,  cangiamento  che  non  è uniforme,  ma  le  cui  irregolarità  non 
divengono  sensibili  che  in  un  intervallo  grande  di  tempo. 

Il  movimento  apparente  della  luna  sulla  sfera  celeste  si  trova  dunque  compli- 
cato da  parecchi  movimenti  particolari,  e per  formarsene  una  idea  chiara  e di- 
stinta, bisogna  considerare  quest’astro  come  descrivente  intorno  alla  terra  oo'el- 
lisse  che  ba  un  doppio  movimento  di  rivoluzione,  uno  nel  suo  proprio  piano  e 
in  virtù  del  quale  1'  asse  maggiore  gira  intorno  al  suo  centro  daH’ocridcnle  al- 
l’oriente, l’altro  di  oscillazione  del  piano  stesso. 

Le  ineguaglianze  che  resultano  da  questa  combinazione  di  movimenti  sono  state 
intravedute  in  ogni  tempo  dagli  astronomi.  Alle  quattro  principali  si  sono  dati  i 
nomi  di  equazione  dell' orbita , di  evezione , di  variazione  e di  equazione  an- 
nua. Noi  passeremo  ad  esporle  l’una  dopo  l’altra,  e spiegheremo  come  possa  an- 
ticipatamente determinarsi  il  cammino  della  luna  ad  onta  della  sua  bizzarria  c 
della  sua  irregolarità. 

L’  equazione  dell' orbita,  o V equazione  del  centro,  non  è che  la  differenza  Ira 
il  movimeulo  ineguale  della  luna  nella  sua  orbita  ellittica  e il  movimento  me- 
dio, eguale  ed  uniforme,  che  le  si  suppone  in  un’orbita  circolare  all'oggetto  di 
poter  trovare  il  suo  luogo  vero.  Alla  parola  Anomalia  abbiamo  esposto  come  possa 
passarsi  dal  movimento  circolare  al  movimento  ellittico  cercando  V anomalia  vera 
per  mezzo  dell’  anomalia  media:  ora,  la  differenza  di  queste  anomalie  è preci- 
samente ciò  che  si  dice  l’ equazione  dell'  orbita , ed  è per  conseguenza  la  quan- 
tità che  bisogna  aggiungere  o sottrarre  dall’anomalia  media  per  avere  1’  anoma- 
lia vera.  Per  la  luna,  la  massima  equazione  delT  orbita  è di  G°  17'  54”, 5. 

L'evezione  è una  ineguaglianza  clic  altera  V equazione  dell'orbita  c che  la 
rende  minore  di  quello  che  dovrebbe  essere  in  vicinanza  delle  sizigie , e mag- 
giore versole  quadrature.  Essa  nasce  dal  cangiamento  di  dimensione  dell’ or- 
bita lunare  e particolarmente  dalle  variazioni  dell’  eccentricità  che,  entrando  co- 
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da  un  equinozio  fisso,  ossia  il  riloruo  alla  slessa  stella;  3.°  la  rivoluzione  tropica , 
o il  ritorno  alla  stessa  longitudine  coniata  dall' equinozio  mobile;  4-°  la  rivolu- 
zione anomalistica , o il  ritorno  al  medesimo  punto  dell’ellisse,  e 5.®  finalmente 
la  rivoluzione  draconica , o il  ritorno  allo  stesso  nodo.  Tutte  queste  rivoluzioni 
provano  in  conseguenza  delle  irregolarità  del  moto  della  luna  non  poche  varia- 
zioni nelle  loro  durale.  Ecco  i loro  valori  ruedj  in  tempo  solare  medio: 

Rivoluzione  sinodica  29^,53o58857ai5  , o 29^  i2or  44*  a"  ,87 

27  7 43  11  *5 

27  7 43  4 ,7  « 

27  i3  18  37  ,4 

27  5 5 36  ,0 

GS  3232^,575343 

t=  3u3i  ,47*’* 

= 6798  ,279 
= 3)6  ,619851 
=S  6788  ,50982 

La  luna,  in  forza  del  suo  movimento  proprio  verso  oriente,  descrive  in  longi- 
tudine, in  ventiquattro  ore  medie, 

i3®,  17639639 , ossia  i3°  io'  35'', 027  , 
c in  anomalia,  parimente  in  ventiquattro  ore  medie, 

i3°, 0649917  , ossia  i3°  V 52", 97012. 

11  molo  giornaliero  della  luna  rispetto  al  sole  è di  120, 19075. 

Gli  elementi  della  luna  riferiti  all*  epoca  del  i°  Gennaio  1801  sono 


Distanza  media  dalla  terra 59®, 9831 75 

Eccentricità  in  parli  del  semiasse  maggiore.  o ,05484)2 
Longitudine  media  del  nodo.  ......  i3°  53' 17^,7 

Longitudine  media  del  perigeo 266  io  7 ,5 

Longitudine  media  della  luna 118  17  8 ,3 

Inclinazione  media  dell'orbita 5 8 )7  $9  ^ 


La  distanza  media  dalla  terra  è espressa  in  raggi  equatoriali  della  terra. 

Oltre  la  sua  rivoluzione  intorno  alla  terra,  la  luna  gira  ancora  intorno  al  suo  asse 
da  occidente  in  oriente,  e nel  fare  questa  rivoluzione  impiega  esattamente  Io  stesso 
tempo  che  essa  impiega  a fare  la  sua  rivoluzione  tropica.  È questo  il  motivo  per 
cui  essa  ci  presenta  sempre  la  stessa  faccia:  infatti  è impossibile  che  un  uomo, 
per  esempio,  percorra  la  circonferenza  di  un  circolo  tenendo  il  suo  volto  costan- 
temente rivolto  verso  il  centro,  senza  fare  nel  medesimo  tempo  un  giro  sopra  se 
stesso.  L'asse  della  luna  fa  col  piano  dell' eccliltica  un  angolo  di  88°  29'  49**»  *1 
che  fa  si  che  i poli  lunari  divengono  alternativamente  visibili  ed  invisibili  per 
noi,  a seconda  delle  diverse  posizioni  che  quest’  astro  occupa  al  di  sopra  o al  di 
sotto  dell’  eccliliica.  Questo  fenomeno  è appunto  ciò  che  dicesi  librazione  in  la- 
titudine. f^edi  Lilhaiio^e. 


— siderea  27  ,321661423 

< — tropica  27  ,321582418 

— anomalistica  27  ,55459950 

— draconica  27  ,2122222 


Rivoluzioni  del  perigeo 


Rivoluzioni  del  nodo 


siderea 

tropica 

siderea 

sinodica 

tropica 
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La  lana  eacmlo  ora  più  vicina  ed  ora  più  lontana  dalla  terra,  deve  apparirci 
ora  più  grande  ed  ora  più  piccola;  ed  infatti  il  tuo  diametro  apparente  varia 
colla  sua  distanza  : i tuoi  valori  tono 


Massimo  diametro  apparente 33'  3i",  i 

Medio  diametro  apparente 3i  a6  ,5 

Minimo  diametro  apparente  . . . . . . 29  ai  ,9 


Quanto  alla  parallasse,  vedasi  l’articolo  Paiéllasse- 

La  forma  della  luna  è quella  di  una  sferoide  schiacciala  verso  i suoi  poli , il 

3 

cui  raggio  medio  è eguale  a 0,273,  o — , prendendo  il  raggio  medio  della  terra 


per  unità.  Se  noi  supponiamo  questi  due  corpi  sferici,  il  rapporto  dei  loro  volumi 


27 

sarà  eguale  al  cubo  del  rapporto  dei  loro  raggi,  vale  a dire  a 


o —,  donde  re- 
49 


calta  che  il  volume  della  luna  è circa  la  quarantanovesima  parte  del  volume  della 
terra.  Per  mezzo  della  teoria  dell'  attrazione,  si  è trovato  che  la  massa  della  lu* 


na 


prendendo  per  unità  quella  della  terra.  Questo  rapporto  è molto  in- 


feriore a . La  massa  della  luna,  confrontata  con  quella  della  terra  , non 

49 

sta  dunque  nella  proporzione  del  suo  volume,  e per  conseguenza  la  sua  densità 

è minore  di  quella  del  globo  terrestre  Questa  densità  è dunque  o presso 

60,  4 


a poco  i tre  quarti  di  qnella  della  terra. 

Sebbene  non  ci  sia  possibile  di  vedere  che  poco  più  della  mela  della  superficie 
della  luna,  la  costituzione  fìsica  di  quest'  astro  è assai  meglio  couosciuta  di  quella 
di  qualunque  altro  corpo  celeste.  La  faccia  che  esso  presenta  costantemente  alla 
terra  è coperta  di  un  numero  considerabile  di  montagne,  alcune  delle  quali  non 
hanno  meno  di  a8oo  metri  di  altezza,  elevazione  prodigiosa  per  un  pianeta  così 
piccolo.  Queste  montagne  sono  quasi  tutte  esattamente  circolari  e presentano  dei 
caratteri  vulcanici,  ma  non  è ben  constatato  che  dai  loro  crateri  siansi  vedute 
uscire  delle  fiamme,  sebbene  questo  fatto  sia  stato  annunziato  da  alcuni  osserva- 
tori. La  superfìcie  della  luna  presenta  ancora  regioni  vastissime  perfettamente 
piane,  e il  cui  terreno  è simile  ai  nostri  terreni  di  alluvione:  queste  parli , più 
oscure  delle  altre,  hanno  ricevuto  il  nome  di  mari,  quantunque  le  loro  apparenze 
siano  inconciliabili  colla  esistenza  di  un'acqua  profonda.  Nulla  su  questo  singoiar 
pianeta  indica  1'  apparenza  di  una  vegetazione  o di  altre  modificazioni  prodotte 
dall'  influenza  delle  stagioni,  e ad  onta  di  tutte  le  ipotesi  fatte  sulla  sua  atmo- 
sfera, non  si  é mai  veduto  alcuna  nube  circolare  sul  suo  disco.  Se  la  luna  è abi- 
tala, gli  esseri  che  vi  ti  trovano  non  hanno  analogia  nessuna  con  quelli  dei  quali 
possiamo  concepire  l'esistenza,  poiché  senz'aria,  senz'acqua  c senza  vegetazione, 
la  vita  animile  non  è possibile. 

Nella  figura  1 della  Tavola  XXXIV  abbiamo  dato  una  carta  della  luna:  ecco  i 
nomi  delle  macchie:  le  cifre  si  riferiscono  alle  montagne,  c le  ledere  alle  parli 
basse,  ossia  ai  pretesi  mari: 
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s.  Grimaldus. 

a5.  Menelaus 

2.  Galileus. 

a6.  Hennes. 

3.  Aristarchi!;». 

27.  Possiiionius. 

.{.  Kepplerus. 

28.  Dionisius. 

5.  Gassendus. 

29.  Pliniui. 

6.  Schikardus. 

3o.  Catharina,  Cyrillui,  Theophilus. 

7.  Harpalus. 

3i.  Fracastoriui. 

8.  Heraclides. 

3a.  Promontori  uni  aculura,  Ceniorinus. 

9.  Lansbergius. 

33.  Mes«ala. 

10.  Reiooldus. 

34.  Promontori uin  Sommi. 

11.  Copernicus 

35.  Proclus. 

la.  Helicon. 

30.  Cleomedes- 

i3  Capuanus. 

37.  Snellius  et  Fuuerius. 

14.  Bulialdus. 

38.  Peiavius. 

i5.  Eratosthenes. 

3q.  Langrenus. 

16.  Timocharis. 

4o.  Taruntius. 

17.  Plato. 

A.  Mare  Humorum. 

18.  Archimedea. 

il.  Mare  Nubium. 

19.  Insula  sinus  mcJii. 

C.  Mare  Imbriuiu. 

20.  Pitatus. 

D.  Mare  Nectaris. 

11.  Tycho. 

E.  Mare  Tranquilla jli». 

aa.  Eudoxus 

F.  Mare  Serenilatis. 

23.  Arisloteles. 

G.  Mare  Faecunditatis. 

24.  Manilius. 

H.  Mare  C ri  si  u iti  . 

I.j  luce  che  ci  refluite  la  luna  non  è accompagnata  da  alcun  calore  sensibile, 
non  solamente  nello  stato  in  cui  essa  giunge  a noi,  ma  nemmeno  concentrata  in  uu 
piccolissimo  spazio  per  mezzo  di  uno  specchio  concavo  Ciò  che  comunemente  si 
ilice  luce  cenerina  non  è che  la  luce  del  sole  retiessa  dalla  terra  sulla  luna,  per* 
thè  la  terra  veduta  dalla  luna  presenta  tutti  i fenomeni  delle  fasi,  e come  noi 
abbiamo  il  lume  di  luna  , nello  stesso  modo  la  luna  ha  il  lume  di  terra. 

Accelerazione  dell*  luna.  Vedi  Accblerazionb. 

Età  della  luna.  È il  numero  dei  giorni  decorsi  dopo  il  novilunio.  Per  tolte 
le  altre  parti  della  teoria  della  luna  si  vedano  gli  articoli  Ecclissb,  Eccentricità, 
Calendario,  Librazione,  Parallasse,  Selenograna. 

LUNAZIONE  (Astron.).  Spazio  di  tempo  compreso  tra  due  noviluni  consecutivi  : 
tale  intervallo  si  chiama  ancora  mese  solare . Vedi  Luna. 

LUNGHEZZA.  Una  delle  tre  dimensioni  dell' estensione.  Vedi  Dissensione. 

LUNISOLARE.  In  astronomia  si  dà  questo  «pitelo  a ciò  che  si  riferisce  nel  tempo 
•lesso  e alla  rivoluzione  del  sole  e a quella  della  luna.  11  ciclo  lunare  di  19 
amii  è il  primo  di  tutti  i periodi  lunisolari  ( Vedi  Calendario).  11  periodo  di  18 
anni  e io  giorni,  ossia  di  aa3  lunazioni  riproduce  gli  ecclissi  nel  medesimo  or* 
dine.  Vedi  Ecclisse. 

Alcuni  autori  hanno  dato  il  nome  di  anno  lunisolare  al  periodo  di  Dionisio 
il  Piccolo,  che  riconduce  i novilunj  ai  medesimi  giorni  del  mese,  e ciascun  gioì* 
no  del  mese  al  medesimo  giorno  della  settimana.  Vedi  Prbiodo. 

LUNULA  (Geom.).  Figura  (Nana  in  forma  di  luna  crescente,  terminata  da  due 
archi  di  circolo  clic  si  tagliano  alle  sue  estremila.  Quantunque  la  quadratura  del 
Diz.  di  Mai.  Voi  Vi.  59 
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circolo  intero  sia  geometricamente  impossibile  ( Vedi  Circolo  e Quadratura)  , ab- 
biamo trovata  quella  ili  alcune  «felle  sue  parti;  tra  queste  quadrature  parziali  dob- 
biamo far  conoscere  la  prima  di  tulle,  dovuta  ad  Ippocratc  di  Chio,  la  sua  cele 
hrità  è,  del  rimanente,  il  suo  maggior  merito. 

Sia  un  triangolo  isoscele  rettangolo  ABC  ( Tao.  XXVIII  ^fig.  /),  sopra  I’  ipo- 
tenusa AB,  si  descriva  il  semicircolo  A/1C0B;  e sopra  i due  Iati  AC  e CB  dell'an- 
golo retto  descriviamo  similmente  i due  semicircoli  AmC,  C^B.  Le  superficie  dei 
circoli  slaudo  tra  loro  come  i quadrali  dei  loro  diametri , avremo,  indicando  con 
S la  superficie  del  semi-circolo  A/jCoB  , e con  r,  le  superficie  uguali  dei  semi- 
circoli  AmC  , C/>B. 

Sri;:  TbV  AC2:  BC®. 

ma,  dalla  proprietà  del  triangolo  rettangolo,  A B = AC  -4-  BC  , dunque  si 

ha  ancora  Se=  r r t=  ar , ovvero  x=-^-S.  Ora,  abbassando  la  perpendicolare 

CD,  C/zAD  è la  metà  del  semicircolo  S,  cosi  il  semicircolo  s ovvero  AmC  è 
uguale  a Co  AD  , sottraendo  da  queste  due  figure  lo  spazio  comune  ACn,  rimane 
da  una  parte  il  triangolo  ADC,  e dall'altra  la  lunula  AmC/iA  : l'area  di  questa 
lunula  è perciò  equivalente  a quella  del  triangolo. 

Si  trovano  altre  proprietà  curiose  delle  lunule  nelle  Ricreazioni  matematiche 
dell'  Ozanam.  Il  ftloivre  , nelle  Transazioni  filosofiche , n.°  265,  si  è occupato 
dei  solidi  formati  dalla  loro  rivoluzione. 

LUOGO  GEOMETRICO.  (Geom.)  Linea  retta  o curva  la  cui  costruzione  serve 
a risolvere  un  problema  geometrico.  ( Vedi  Applicazione  dell'  Algebra  alla 
Geometria.  ). 

Gli  antichi  chiamavano  luoghi  piani  quelli  che  si  riducevano  a rette  ovvero  a 
circoli;  e luoghi  solidi , quelli  i quali  domandavano  delle  parabole,  dell'  iperbole 
o dell'  ellissi. 

Luogo  di  un  pianeta.  ( Ast.  ) Ciò  ordinariamente  significa  la  sua  longitudine. 

LYDIAT  ( Tommaso),  dotto  cronologista  e matematico  inglese,  nato  nel  i5^a  c morto 
nel  1G4G.  Le  principali  sue  opere  sono:!  Tractatus  de  oariis  annorum formi*, 
Londra,  «Go5,  in-8;  li  Emendatio  temporum  contro  Scaligerum  et  alias , ivi. 
i(k>9,  io-8;  IH  Solis  et  lunae  pcriodus  , ivi,  1G20  , iu-8;  IV  De  anni  solari s 
mensura , ivi,  1G21,  in-8. 

LYONS  (Israele),  dotto  matematico  ebreo,  nato  a Cambridge  nel  >73q  e morto  a 
Londra  nel  1775,  ha  pubblicato  varie  opere  scientifiche  assai  stimale.  Noi  cite- 
remo. 1 Trattato  delle  Jlus sioni  , 1758  ; Il  Calcoli  di  trigonometria  sferica 
compendiosi , stampati  nel  volume  Gi°  delle  Transazioni  filosofiche . 
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MACCHIE  ( Astron .).  Si  «là  questo  nome  a quegli  spai;  oscuri  che  si  osservano 
sul  ilii'O  luminoso  del  sole,  della  luna  e di  nJln  pianti).  Vedi  Giove  , Lutti, 
Marie,  Saturno  e Sole. 

MACCHINA  {Alee.)  La  parola  Macchina  indica  gencrahoeule  uu  apparecchio 
qualunque,  per  niezio  ilei  quale  un  motore  trasmette  la  sua  azione  ad  una  resi- 
stenza. Laonde  questo  è un  islrumento  semplice  o composto,  destinato  a produrre 
del  molo,  in  modo  da  risparmiare  o del  tempo  nell*  esecuzione  dell' effetto,  o 
della  fona  nella  causa;  così,  la  tappa  destinata  a scavare  le  terre,  il  carretto 
che  si  .idopra  per  trasportarle;  il  martello  che  si  fa  agire  sopra  la  testa  di  una 
zeppa  per  spaccare  del  legno,  la  teppa  essa  stessa,  ec.  ec. , sono  tulle  altrettante 
macchine. 

Le  macchine  si  dividono  in  macchine  semplici  e in  macchine  composte.  Or» 
dinar  bruente  si  contano  sette  macchine  semplici  alle  quali  tulle  le  altre  mac- 
uline possono  ridursi,  queste  sono:  la  macchina  funicolare , la  /mi,  il  verricello 
la  puleggia , il  piano  inclinato , la  teppa  e la  vite.  ( Vedi  queste  diverse  pa- 
role). Si  potrebbero  ridurre  queste  sette  macchine  alle  due  prime,  e ancora 
solamente  ad  una  di  queste  due  prime;  ma  si  usa  di  considerare  le  cinque  ulti- 
me come  semplici. 

Le  macchine  composte  sono  quelle  che  si  formano  dalla  combinazione  dì  più 
macchine  semplici.  Il  loro  numero  è illimitato. 

Le  sette  macchine  semplici  essendo  il  soggetto  di  altrettanti  articoli  partico- 
lari , in  questo  ponto  non  considereremo  che  l'effetto  generale  delle  macchine 
composte,  delle  quali  io  poche  parole  esporremo  i principii  razionali  Ciò  «he 
segue  potrà  dunque  applicarsi  a tutte  le  macchine  conosciute  , come  a tutte 
quelle  che  si  potrauno  inventare  in  seguito. 

Qualunque  sia  la  complicazione  di  una  macchina,  possiamo  sempre  definirla 
un  corpo  che  s'  interpone  tra  due  o più  potenze  per  trasmettere  l'  azione  dal - 
r una  all'  altra  , secondo  tali  o tali  condizioni  e secondo  l'  oggi.  Ito  che  si 
va  od  adempire. 

Questo  corpo  intermediario  può  sempre  considerarti  come  spogliato  della  sua 
massa,  e come  una  riunione  di  una  moltitudine  di  punti  legali  eoo  fili,  per 
mezzo  dei  quali  l'azione  si  trasmette  di  punto  in  punto  dii  una  potenza  all'al- 
tra , tanto  che  questa  massa  sia  infatti  piccolissima  rapporto  alle  forze  che  gli 
sono  applicale,  quanto  che  si  considerino  le  forze  motrici  e d'inerzia  proprie 
a questa  massa,  come  nuove  forze  che  gli  sono  esternamente  applicale,  c delle 
quali  si  tiene  conto  nel  calcolo  come  di  tulle  le  altre. 

Premesso  ciò,  è importante  distinguere  l'effetto  di  una  macchina  in  equili- 
brio da  quello  di  uua  macchina  in  molo  , perchè  in  quest'  ultima  entra  uu  ele- 
mento di  più  che  nella  prima;  cioè,  la  velocità  del  punto  di  applicazione  delle 
forte  messe  in  azione.  Nel  caso  dell' equilibrio  , si  deve  solamente  considerate 


Digitized  by  Google 


4G8  MAC 

1 intensità  di  queste  furie,  ma  in  quello  del  moto  Insogni!  ancora  tener  conto 
della  strada  che  ciascuna  dece  percorrere.  Cosi,  per  esempio,  una  fona  che  eser- 
cita la  sua  ationc  sopra  un  peso  con  I'  aiuto  del  braccio  più  lungo  di  una  leva, 
produce  due  effetti  di  natura  differenti,  secondo  che  essa  dere  semplicemente 
sostenere  questo  peso  o che  essa  deve  elevarlo  ad  una  data  allena  , poiché  nel 
primo  caso  una  fona  piccolissima  può  benissimo  sostenere  in  equilibrio  un  peso 
assai  considerabile;  ma  ae  si  tratta  di  elevarlo  ad  una  data  altezza,  bisogna  che 
essa  discenda  da  un'altezza  tanto  più  grande,  quanto  il  suo  braccio  di  (era  è 
più  lungo  ( ì'eii  Leva),  cd  essa  è conseguentemente  più  piccola  rapporto  al 
peso. 

L'  effetto  di  una  potenza  appiirata  ad  una  macchina  in  riposo  è dunque  sem- 
plice, e può  valutarsi  dal  peso  che  essa  sostiene;  ma  quello  di  una  potenza  ap- 
plicala ad  una  macchina  in  moto  è composto,  e la-  sua  valutazione  deve  effet- 
tuarsi non  solamente  dal  peso  che  essa  muove,  ma  ancora  dall’altezza  alla  quale 
essa  si  eleva.  Finalmente  il  prodotto  di  questo  peso  per  quest’  altezza  è ciò  che 
misura  1 'effetto  della  potenza  in  una  macchina  in  moto. 

Resulta  da  queste  considerazioni  Che  nel  caso  dell’  equilibrio  la  macchina  può 
aumentare  di  dieci,  cento  ec.,  volle  V effetto  della  potenza,  nel  mentre  che  nella 
macchina  in  muto  V effetto  è invariabile,  qualunque  sia  la  composizione  di  que- 
sta macchina  , e sempre  uguale  al  prodotto  della  potenza  per  la  strada  che  essa 
percorre.  Modificando  la  macchina,  potremo  bene  diminuire  la  poteuza  , ma  si 
aumenterà  la  strada  che  bisogna  che  essa  percorra , e viceversa,  dimodoché  1’  ef- 
fetto  è costantemente  il  medesimo. 

Se  indichiamo  con  P la  potenza  o la  forza  sollecitante  , con  R il  peso  o la 
forza  resisterne,  con  H l’altezza  alla  quale  bisogna  elevare  R,  e con  A,  quella 
di  cui  P è forzalo  a discendere,  ovvero  la  strada  che  esso  deve  percorrere  per 
produrre  I’  effetto  domandato,  avremo  l’equazione 

PA=iRH (l) , 

la  quale  é indipendente  da  qualunque  composizione  particolare  di  macchina. 

Ma  indicando  con  V la  velocità  supposta  uniforme  della  forza  P,  e con  T il 
lempo  che  essa  impiega  per  descrivere  A,  in  virtù  di  questa  velocità  , siccome 
lo  spazio  percorso  è uguale  al  prodotto'  della  velocità  pel  tempo  ( Vedi  Moto), 
abbiamo  AnVT;  cosi,  sostituendo  nell’ equazione  (i),  verrà 

PVT  = RH (a). 

Ora,  c per  la  medesima  ragione,  se,  impiegando,  tanto  la  medesima  macchina 
quanto  qualunque  altra,  ai  volesse  produrre  lo  stesso  effetto  Rii,  per  mezzo  di 
un’ altra  forza  P',  mossa  da  un'altra  velocità  V',  in  un  tempo  T' , si  avrebbe 
similmente 

P'V'T'  = RH 

e per  conseguenza,  dall’equazione  (a) 

PVT  3S  P'V'T'. 

Cosi,  se  vogliamo  per  esempio,  che  P'  non  sia  che  la  metà  di  P,  vale  a dire, 
se  vogliamo  elevare  il  medesimo  peso  R alla  medesima  altezza  H,  impiegando 
una  forza  metà  più  piccola , bisognerà  o che  V'  diventi  doppio  di  V , o che  T' 
diventi  doppio  di  T,  o finalmente  che  in  generale  V'T'  diventi  doppio  di  VT. 
Dà  ciò,  possiamo  dedurre  questo  gran  principio , che  tutti  i costruttori  di  inac- 
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chine  non  debbono  mai  dimenticare:  in  qualunque  macchina  in  moto , ti  perde 
sempre  a in  tempo  o in  velocità  ciò  che  si  guadagna  in  fona. 

Resulta  ancora  da  ciò  che  precede  che  è imponibile  d’ inventare  una  macchimi 
con  la  quale,  col  medeiimo  lavoro,  vale  a dire,  la  medesima  forza  e la  mede- 
sima velocità  impiegata  nel  medesimo  tempo,  si  possa  elevare  il  peso  dato  R ad 
una  maggiore  allena  H,  o un  peso  più  grande  alla  medesima  altezza,  o final- 
mente lo  stesso  peso  alla  medesime  altezza , in  un  tempo  più  corto. 

È dunque  del  tutto  in  pura  perdita  quando  si  credesse  potere  con  1'  aiolo  di 
leve  disposte  in  una  data  maniera,  mettere  un  agente,  per  quanto  debole  che 
esso  sia,  in  stato  di  produrre  i più  grandi  effetti.  Questo  errore,  nel  quale  spesso 
cadono  persone  alle  quali  non  possiamo  rifiutare  certe  conoscenze  in  meccanica, 
proviene  unicamente  da  ciò  che  ci  si  immagina  che  sia  possibile  di  applicare 
alle  macchine  in  moto  quello  che  non  è vero  che  pel  caso  di  equilibrio;  sicco- 
me una  piccolissima  potenza  , per  esempio , può  tenere  in  equilibrio  un  peso 
grandissimo,  si  crede  che  essa  potrebbe  ancora  elevare  questo  peso  tanto  presto 
quanto  si  volesse,  e questo  è quello  che  non  può  succedere.  Se  consideriamo 
«he  una  piccola  potenza  non  distrugge  mai  una  più  grande  che  mediante  il 
concorso  o mediante  la  resistenza  di  uno  o di  più  punti  di  appoggio,  si  com- 
prenderà che  1’  effetto  non  è più  sproporzionato  alla  causa  nelle  macchine  in  ri- 
poso che  nelle  macchine  in  moto. 

La  descrizione  delle  macchine  composte  non  entra  nel  nostro  piano,  riman- 
deremo dunque  per  tutto  ciò  che  gli  spetta  all*  opera  del  signor  Borgois,  il  più 
completo  in  questo  genere,  Mécanique  appliquee  aux  arti.  La  loro  teoria  deve 
essere  studiata  nei  Saggio  sopra  la  compositione  delle  macchine , dei  signori 
Lanz  e Betancourl.  Possiamo  consultare  ancora  con  frutto  la  Meccanica  del  Boi- 
sut.  Il  Montucla,  nel  terzo  volume  della  sua  Storia  delle  matematiche , ha  dato 
un  catalogo  esteso  delle  diverse  opere,  le  quali  contengono  la  costruzione  delle 
marchine  le  più  curiose  e le  più  importanti  degli  antichi  e dei  moderni,  fino 
all'  anno  1802. 

Esistono  tra  gli  apparecchi  delle  macchine  delle  differenze  caratteristiche  che 
le  fanno  dividere  in  tre  classi  principali  : t.°  le  macchine  che  servono  ad  esegui- 
re certi  movimenti  particolari  senza  che  si  consideri  la  grandezza  della  forza  im- 
piegata a produrgli:  queste  più  particolarmente  ai  chiamano  strumenti  ; a.°  le 
macchine  ebe  possono  non  solamente  prendere  dei  movimenti  dati,  ma  pro- 
durre uno  sforzo  il  cui  scopo  è di  mettere  in  equilibrio  la  pressione  momen- 
tanea del  motore  con  la  resistenza  che  vogliamo  superare,  come  i bilancieri , gli 
stretto j,  ec.  ; 3.°  finalmente  le  macchine  che  producono  un  lavoro  continuo  me- 
diante 1'  azione  fissa  di  un  motore,  e prendono  sempre  tanto  un  moto  uniforme, 
quanto  un  moto  periodico  nel  quale  la  velocità  cresce  e diminuisce  tra  limiti 
fissi.  Uno  degli  oggetti  principali  che  ci  si  propone  nella  costruzione  di  queste 
ultime  è di  sostituire  la  forza  dell'uomo,  nei  lavori  utili,  con  forze  più  potenti 
dei  motori  naturali. 

Le  operazioni  o fabbricazioni  che  si  eseguiscono  con  l’ aiuto  delle  macchine 
della  terza  classe,  quantunque  estremamente  variale,  possono  sempre  paragonarsi 
all’ elevazione  di  uu  peso  (Fedi  ErraTTo);  il  che  permette  di  riportare  ad 
un'  unità  comune  la  quantità  di  lavoro  effettuala  da  diverse  macchine  impiegate 
a usi  differenti,  e di  determinare  il  suo  rapporto  con  l’azione  del  motore  mi- 
surata dalla  medesima  unità. 

■n  II  paragone  delle  diverse  macchine  , dice  il  Navier,  in  una  delle  sue  note 
tanto  degne  di  osservazione  sopra  l’architettura  idraulica  del  Belidor,  si  fa  na- 
turalmente, per  il  negoziante  o il  capitalista,  mediante  la  quantità  di  lavoro 
che  esse  eseguiscono  e il  prezzo  di  questo  lavoro  Per  stimare  i valori  respettivi 
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Hi  due  mulini  a grano,  per  esempio,  si  esaminerà  quii  quantità  di  farina  eia- 
scuno  può  macinare  nell' anno;  e per  paragonare  un  mulino  a grano  ad  un  mu- 
lino da  segare,  si  stimerà  il  valore  del  primo  dalla  quantità  di  farina  macinata 
annualmente  e il  prezzo  della  macinatura  , e il  valore  del  secondo  dalla  quantità 
di  legno  che  esso  preparerà  nello  stesso  tempo  e il  prezzo  della  segatura.  Pos- 
siamo limitarsi  a questo  metodo  nei  considerare  le  macchine  e i lavori  che  es»e 
eseguiscono  , fintantoché  non  si  tratta  che  di  comprare  o di  cambiare  tra  loro 
delle  macchine  tutte  falle  e il  cui  prodotto  è conosciuto;  ma  vi  sono  diversi 
casi  in  cui  questo  metodo  diventa  insufficiente. 

» Supponiamo  infatti  una  persona  che  possegga  un  mulino  a grano  e la  quale 
desiderasse,  per  mezzo  di  alcuni  cambiamenti  nel  suo  meccanismo  , di  farne  un 
mulino  da  segare.  E»sa  non  potrebbe  giudicare  del  vantaggio  o dello  svantaggio 
di  quest'operazione  che  quando  essa  sapesse  valutare,  mediante  la  quantità  di  fa- 
rina prodotta  dal  suo  mulino,  la  quantità  di  Icgoo  che  sarebbe  nel  caso  di  pre- 
parare. Ora,  questa  valutazione  è una  cosa  assolutamente  impossibile,  quando  non 
si  sia  trovata  una  misura  comune  per  questi  due  lavori  di  nature  tanto  diversi, 
Quest'  esempio  basta  per  far  conoscere  la  necessità  di  stabilire  una  specie  di  mo- 
neta meccanica,  se  cosi  possiamo  spiegarci,  con  la  quale  si  possa  esprimere  le  quan- 
tità di  lavoro  impiegale  per  effettuare  qualunque  specie  di  fabbricazione 

ìi  La  scelta  di  un'  unità  di  misura  è,  fino  ad  un  dato  punto,  aibitraria  : è so- 
lamente indispensabile  che  quest'  unità  sia  una  cosa  della  medesima  natura  di 
quella  con  cui  essa  deve  formare  il  leimiue  di  paragoue.  Gl*  Inglesi , per  esem- 
pio, hanno  preso  per  unità  delle  quantità  di  lavoro  P azione  di  un  cavallo.  Ma 
essi  sono  i primi  a riconoscete  I*  inconveniente  di  un  termine  di  paragone  la  cui 
grandezza  è tanto  variabile,  che  le  valutazioni  date  dai  loro  sapienti  differiscono 
tra  loro  più  che  nel  rapporto  di  i a a.  Ne  resulta  effelLivaiueute  che  uoa  mede- 
sima espressione  impiegata  da  diversi  autori  presenta  a ciascuno  di  loro  un*  idea 
differente,  e che  essa  non  diventa  intelligibile  al  lettore  che  dopo  che  essi  gliel' han- 
no tradotta,  spiegando  ciò  che  essi  intendono  per  l'azione  di  un  cavallo,  vale  a 
dire  quale  sforzo  essi  suppongono  che  un  cavallo  possa  eseguire  nel  medesimo 
tempo  che  esso  percorre  mi  dato  spazio  in  un  tempo  prefisso. 

v»  Ed  è effettivamente  a ciò  che  si  riduce  1’  esecuzione  di  un  lavoro  qualun- 
que. Vi  è sempre  nell' azione  di  una  macchina  uno  sforzo  o predinne  esercitata 
contro  un  punto  , nel  tempo  che  uno  spazio  è percorso  da  questo  punto.  Que- 
st'osservazione  conduce  naturalmente  a riconoscere  che  il  gcuere  di  lavoro  il  più 
proprio  a servire  di  valutazione  a tutti  gli  altri  è l'elevazione  verticale  dei  corpi 
pesanti,  n 

Abbiamo  fallo  conoscere,  alla  parola  Forze  moventi,  come  questo  modo  di  va- 
lutazione si  applica  all' azione  del  motore,  rammenteremo  dunque  solamente  in 
questo  punto  ebe  indicando  con  P il  peso  uguale  allo  sforzo  esercitato  da  un  mo- 
tore al  suo  punto  di  applicazione  , e con  p lo  spazio  descritto  da  questo  punto 
nella  direzione  dello  sforzo,  il  prodotto  P p esprime  la  quantità  di  lavoro  , ov- 
vero, come  più  si  dice  comunemente,  la  quantità  di  azione  somministrata  dal  mo- 
tore. Il  peso  P rappresentando  generalmente  uii  numero  di  chilogrammi  , e lo 
spazio  p un  numero  di  metri  , P p indica  un  numero  di  chilogrammi  elevato  al 
un  metro,  di  modochè  l'unità  di  misura  é nal uraimeulc  un  chilogrammo  ele- 
vato ad  un  metro ; ma  siccome  quest' unità  è troppo  piccola,  è stato  proposto 
di  solituirla  con  mi  peso  di  mille  chilogrammi  elevato  ad  un  metro  ; que- 
st' ultima  unità  è ciò  che  si  chiama  un  dinamodo  dal  signor  Corioli»,  ovvero 
una  unità  dina  nuca  da  alcuni  altri  autori.  Vi  è ancora  il  dinamo  ovvero 
il  cavallo  vapore  il  quale  si  compone  di  un  peso  di  75  chilogrammi  elevato  ad 
un  metro  in  un  secoudo  di  tempo.  ( Vedete  le  parole  Dinamo  e Dinamica.)  J>i 


Digitized  by  Google 


MAC  47  f 

ve«lc  facilmente  che  1 impiego  di  quelle  diverse  unità  non  può  portare  ad  alcun» 
falsa  interpelrazione,  poiché  1*  unità  primitiva  è lenipre  un  chilogrammo  ciccato 
ad  un  metro . 

Per  paragonare  il  lavoro  eseguilo  da  una  macchina  con  la  quantità  di  azione 
lomininistrata  dal  motore  che  la  mette  in  giuoco , bisogna  valutare  gli  sforzi  re- 
spettivi  esercitati  ai  punti  di  applicazione  del  motore  e della  resistenza,  come 
pure  gli  spazj  percorsi  nel  medesimo  tempo  da  questi  due  punti  nella  direzione 
degli  sforzi.  Siauo  P e P'  i pesi  equivalenti  agli  sforzi,  e p e pi  gli  spazj  in 
questione,  il  prodotto  P p sari*  la  quantità  di  azione  somministrata  dal  motore, 
e il  prodotto  Wpf  la  quantità  di  lavoro  eseguila  dalla  macchina  , ovvero  il  suo 
effetto  utile  ( Vedi  questa  fabula).  Il  rapporto  dei  numeri  P p e V p'  darà 
un'  idea  delia  bontà  della  (nanchina  o della  sua  [terfezione;  poiché  sì  deve  con- 
siderare una  macchina  come  tanto  meglio  appropriala  al  suo  oggetto , quanto  essa 
trasmette  una  più  gran  parte  dell’  azione  che  essa  riceve;  ma  non  bisogna  mai 
sperare,  per  quanto  perfetta  ai  possa  supporla,  di  trovare  P/^c=py  , e a più 
forte  ragione  P'//  >P />.  Non  si  deve  dimenticare  che  una  macchina  c incapace  di 
produrre  della  forza,  e che  lutto  ciò  che  essa  può  fare  è di  trasmettere  quella 
che  le  è comunicata,  dopo  averne  necessariameote  assorbita  una  parte,  impiegata 
a vincere  le  resistenze  che  oppongono  al  moto  gli  organi  che  la  compongono,  lu 
tutti  i casi,  dunque,  P '//  sarà  più  piccola  di  P p , e il  rapporto 

py 

Vp 

una  (razioue  più  piccola  dell’  unità.  Supponiamo  per  fissare  le  idee  , che  ài  ab- 
bia, in  un  tempo  dato,  per  una  data  macchina.  Pesino*-*,  p — om,  5,  P'=si6or, 
//=*  ; il  lavoro  del  motore  sarà  espresso  da 

ioocX  ow,5  = 5or , 

t T elicilo  utile  della  macchina  da 


iCo**  X o,a5  = 4° 

Il  rapporto  tra  queste  due  quantità 


4°  « ' 


indica  che  la  macchina  rende  8 decimi  della  quantità  di  azione  spesa  dal  moto- 
re. La  quantità  di  azione  perduta,  ioc,  è dunque  consumala  dalle  resistenze  do- 
vute  alla  costituzione  fisica  della  macchina,  e che  si  chiamano  le  resistenze  pas- 
sive. ( Vedi  Effetto  utili). 

Il  mezzo  il  più  diretto  di  misurare  gli  ellelli  esercitati  ai  punti  di  applica- 
zione della  potenza  e della  resistenza  consiste  a sostituire  queste  due  forze  con 
pesi.  Cominciamo  da  immaginare  che  si  sia  soppressa  la  potenza,  c che  dopo 
avere  attaccato  al  suo  punto  di  applicazione  P estremità  di  una  corda  che  passi 
sopra  una  puleggia  di  ritorno,  si  carichi  P altra  estremità  di  questa  corda  di 
pesi  continuamente  più  grandi,  fino  a tanto  che  il  lavoro  eseguito  dalla  mac- 
china sìa  lo  slesso  di  quello  che  si  effettuerebbe  dall’azione  del  motore,  l’ulti- 
mo peso  sarà  necessariamente  equivalente  allo  sforzo  del  motore  , salvo  P attrito 
• Iella  corda  sopra  la  puleggia  del  quale  bisogneiì*  teuer  conto.  Se  si  sopprime 
quindi  la  resistenza  , c che  egualmente  si  sostituisca  con  un  peso  che  agisca  al- 
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P estremità  di  una  corda  fìssala  dalla  sua  altra  estremità  al  punto  di  applica- 
zione della  resistenza,  quest'ultimo  peso,  aumentato  fino  a tanto  che  la  mac- 
china abbia  ripreso  un  moto  uniforme,  sarà  la  misura  dello  sforzo  della  resi- 
stenza. Ma  questo  metodo  non  è che  raramente  praticabile , e siamo  quasi  sem- 
pre forzati,  nella  pratica,  a ricorrere  a processi  meno  esatti. 

La  parte  di  una  macchina  che  riceve  direttamente  P azione  del  motore  si  chia- 
ma V organo  ricevitore  ; quando  la  trasmissione  del  molo  dell'organo  ricevitore 
all'altro  parti  si  effettua  con  ingranaggi  ovvero  assi  che  hanno  un  moto  circolare 
continuo,  il  che  è il  caso  più  ordinario , possiamo  giungere  alla  valutazione  delle 
quantità  di  azione  comunicata  impiegando  un  apparecchio  ingegnosissimo  inven- 
tato dal  signor  Prony  , e il  quale  porta  il  nome  di  freno  dinamometrico  ( Ve- 
di Annali  delle  minb  Tomo  XII).  Questo  freno  si  compone  di  due  semi-antenne 
che  si  applicano  all’  albero  girante  contro  il  quale  si  serrano  con  viti  che  le  le- 
gano tra  loro;  P antenna  superiore  porta  una  lunga  leva  caricata  di  un  peso  alle 
sue  estremità.  Con  questo  istrumeuto  si  opera  nella  seguente  maniera. 

Dopo  avere  alzalo  gl1  ingranaggi  in  modo  che  P albero  girante  sia  isolato  , si 
pone  i collari  e si  assoggetta  la  leva  ad  una  posizione  orizzontale,  quindi  si  ser- 
rano le  madreviti'  fino  a tanto  che  l’attrito  dell' antenne  conduca  di  bel  nuovo 
le  velocità  dell’albero,  messo  io  moto  dal  motore,  al  puuto  in  cui  essa  era 
quando  l'albero  trasmetteva  il  suo  moto  agli  ingranaggi.  Ciò  fatto,  si  sostituisce 
all’  ostacolo  invincibile  che  impediva  la  leva  di  girare  con  1’  albero  con  un  peso 
posto  alle  sue  estremità , e che  si  aumenta  sufficientemente  perchè  esso  pro- 
duca il  medesimo  «fletto  dell'  ostacolo  invincibile,  vale  a dire  che  esso  mantenga 
la  leva  nella  posizione  orizzontale.  Quando  questo  effetto  è ottenuto  , si  valuta 
la  quantità  di  azione  trasmessa  all'albero  girante  in  un  secondo  di  tempo,  pel 
prodotto  del  peso  sospeso  e delle  velocità  che  prenderebbe  in  un  secondo  que- 
sto peso,  se  esso  seguisse  il  moto  dell'asse  col  braccio  della  leva  per  raggio.  Sup- 
poniamo, per  esempio,  che  si  trattasse  di  valutare  la  forza  trasmessa  dall'albero 
di  scarpa  di  una  ruota  idraulica,  c che  la  velocità  di  questa  ruota  essendo  di 
i5  giri  per  minuto,  la  carica  del  freno  sia  di  80  chilogrammi,  e la  lunghezza 
del  braccio  della  leva  di  3m,5.  La  circonferenza  che  corrisponde  ad  uu  raggio 
di  3”*, 5 essendo  di  aim,  la  velocità  del  peso  per  un  minuto  sarebbe 

i5Xaim  = 3i5", 

e per  secondo  di  5m,a6.  Questa  quantità  moltiplicata  per  8o  chilogrammi  dà  42° 
chilogrammi  per  la  quantità  di  azione  trasmessa  in  un  secondo  dalla  ruota  sul 
suo  asse,  astrazione  falla  dall’attrito  dei  cardini  e dalla  resistenza  dell  aria.  Per 
paragonare  ora  questa  quantità  di  azione  con  quella  che  possiede  P acqua  mo- 
trice, e determinare  così  il  grado  di  perfezione  della  ruota,  bisogna  misurare  la 
forza  della  corrente. 

Questo  mezzo,  il  più  comodo  di  tulli  quelli  che  si  possono  impiegare,  quando 
è impossibile  di  ricorrere  all’elevazione  dei  pesi,  non  potrebbe  dare  però  che  un  ap- 
prossimazione più  o meno  sufficiente  , poiché  come  lo  ha  osservalo  il  signor  Co- 
riolis , il  moto  di  un  organo  ricevitore  di  forza  motrice,  per  quanto  sia  bene 
costruito  , e per  quanta  precauzione  si  sia  adoprata  perchè  la  forza  giunga  re- 
golarmente, non  è mai  perfettamente  uniforme;  donde  resultano  delle  oscilla- 
zioni assai  forti  nella  leva.  Del  rimanente,  tutte  le  questioni  relative  al  calcolo 
dell'  effetto  delle  macchine  si  complicano  di  difficoltà  per  le  quali  siamo  ob- 
bligali a rimandare  all'eccellente  opera  pubblicata,  sotto  questo  titolo,  dal  sa- 
piente che  abbiamo  citalo. 

In  tutte  le  macchine  ove  il  moto  una  volta  stabilito  è uniforme,  si  osserva 
( Vedi  Comunicazione  del  moto)  che  quando  esse  cominciano  a muoversi  par- 
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tendo  dal  riposo,  lo  sforzo  del  motore  è pili  grande  e quello  della  resistenti 
più  piccolo,  che  erti  non  lo  «iranno  quando  il  moto  uniforme  «ari  prodotto.  La 
velocità  crewe  a poco  » poco,  come  per  un  corpo  sollppostd  all’  aziune  di  due 
ferie  accelerptrici  che  agiscono  in  icnso  contrario,  di  cur  I’  una  «opererebbe 
l'altra  ; a misura  che  la  velocita  aumenta , lo  sfori©  della  resialenia  cie»Ce,  quello 
del  motore  diminuisce,  e pteito  giunge  un  Utente  in  cui  questi  «forzi  diven- 
tano co»lanti,  ed  hanno  respettivamente  i valori  che  biiognerebbe  dargli  permet- 
tere la  macchina  in  equilibrio.  Allora  il  muto  «i  continui  uniformemente  , e «e 
»'  indica  con  P lo  «forzo  del  motore , con  p lo  Spàzio' deseritlo  dal  «uo  punto  di 
applicazione , con  Q lo  «forzo  delle  resistenze  , compresoci  tulle  le  resistenze 
passive , e eoo  y lo  «patio  descritto  dal  punto  di  applicatone  della  reai, tenia 
si  ha,  in  virtù  del  principio  delle  Vtlocità  virtuali  Vedi  questa  tuaoi.A),  l'e- 
quattone:  '•  ''  *'  • ■- 

Vdp  — Qdy  = o, 

che  esprime  che  la  quantità  di'  aaione  impresta  al  si/tema  è nulle.  Ne  resulta  , 
dal  principio  deila  conservazione  delle  Urie  vive  ( redi’.  Fotte'  v'iva)  , che  la 
forze  Vive  del  sistema  non  riceve  più  alcuna  aumentazione,  vale  « dire  che  la 
Vrktcità  deità  macchina  rimarrà  lo  medesima,  fintantoché  gli  sfotti  P e Q con- 
serveranno j suddetti  Valeri.  ‘ » • • ... 

t/  equazione  precedente,  nella  quale  il  termine  Qrfy  uoo  rappresenta  solamente 
il  momento  della  resistenze  propriamente  delta  , ma  ancori  la  sómma  dei  pio- 
meoti.di  tutte  le  resisterne,  tali  come  attriti,  rigìdeiza  delle  corde,  resistenze  dei 
mezzi  ove  i corpi  si  muotono,  e incora,  le  quantità  di  azioni  corrispondenti  alle 
quantità  delle  forse  vive  ohe  sarebbero  perdute  dall* effetto  deuli  urti;  queat'equa- 
Vione  boa  Irà  più  luogo  te  gli  eflettl  PeQ  rimangono  veriabili  quanJu  il  molo 
della  macchina  4 regolato.  In  quest' ultimo  Caio,  dice  il  Navier,  se  si  supponessero 
gli  sforzi  arbitrariamente  variabili,  la  macchina  prenderebbe  un  molo  irregolare  il 
quel#  non  potrebbe  estere  sottoposto  utilmente  al  eatoolo.  Quando  nelle  macchine 
gli  sforzi  di  coi  si  traila  non  hanno  valori  costatili,  la  variazioni  di  q basii  valori 
come  pure  le-  variazioni  corrispondenti  delle  velocità  dei  lóro  punti  di  apjdicstio- 
ne,  sono  ordinariamente  periodiche,  comprese  tra  limiti  fisa»,  e I periodi  delle  «avia- 
zioni si  horrispoodono  esattamente  mediante  il  motori  e la  resistenza.-  Consideria- 
mo ooa  macchina  in  questo  «lato,  il  quale  consiste  essenzialmente’ in  ciò  ohe 
lo  sferzo  P del  motore  é alternativamente  più  grande  e più  piccole  di. quello 
che  dovrebbe  essere,  per  fare  equilibrio,  eoofprmemente  alle  leggi  delia  italica, 
allo  sforzo  Q della  reiistenza , V>,  prr  meglio  dire,  della  sununa  dell»  resistenze; 
si  chiami  Dm  un  elemento  della  masse  della  macchina , e v la  velocità  di  que- 
st elemento  (D  ed  S essendo  segni  dì  diKereoi sezione  e d’  integrazione,  i quali 
si  rapportino  esclusivamente  agli  clemenli  della  massa  delle  perii  mobili  della 
macchina,  e d il  seguo  di  diflèreoziaiione  che  ai  rapporta  al  tempo). Cominciamo 
dal  supporre  che  si  Irovi  un’  istante  in^cui  *vl  è equilibrio  tre  P e Q,  e che  e 
cominciare  da  quest' istante  lo  sforzo  P diventi  più  grande,  ovvere  lo  sforno  Q 
piii  piccolo  che  essi  non  dovrebbero  essere  respettivamente  perchè  quest’  equili- 
brio  continuasse  a sussistere,  la  forza  vi«a  della  macchina  , espressa  con  Se*D/n, 
crescerà  conformemente  alla  legge  espressa  dall'  equazione 

SvrfvDm  t=  Vdp  — Qi l<] (a). 

Essi  non  cesserà  dal  crescere  fintantoché  P dp  non  sia  djveufato  di  nuovo 
uguale  a Qdy,  e allora  la  macchina  avrà  acquistalo  la  maggiore  velocità  possibile. 
Supponiamo  quindi  che  a partire  da  quest'  alante  lo  sforzo  Q della  resistenza  »u- 
DU.  di  Mal.  Voi.  VI.  1 Co  ' 
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peri  alla  sua  volta  lo  sforzo  P del  motose  , in  modo  cbc  sia  più  grande  di 
Vdp  ; ls  veloci  li»  della  macchina  diminuirà  mediante  la  medesima  legge  (a).  Essa 
sarà  giunta  al  suo  minimum  quando  gli  sforzi  P e Q avranno  ricominciato  4 
farsi  equilibrio.  Essa  ricominccrà  quindi  a crescere,  a partire  da  qoesl'  ultimo 
istante,  se  P superi  Q,  Come  si  è supposto  in  principio;  e cosi  di  seguilo  in- 
definitamente. ’ / 

La  velocità  della  macchina,  nelle  circostanze  che  si  considerano,  cresce  e dimi- 
nuisce dunque  alternativamente , oscillando  intorno  di  un  valore  medio.  L'equa- 
zione (a)  fa  conoscere  che  gli  accrescimenti  e diminuzioni  chr  prova  questa  velo- 
cità, e per  conseguenza  gli  sbalzi  dai  suoi  massimi  e minimi , a cominciare  dal 
suo  valore  medio,  sono  tanto  più  grandi,  i°  quanto  J'  eccesso  del  momento  del 
motore  sopra  quello  delle  resistenze  è più  grande;  2°  quanto  la. massa  delle  parli 
mobili  della  macchina  è più  piccola; -3*  quanto  la  velociti  di  queste  medesime 
parti  è più  piccola.  Aumentando  )u  massa  e la  velocità  delle  parti  della  mac- 
china, si  diminuiscono  le  variazióni  che  provA  la  velociti  insegnilo  delle  varia- 
zioni nelle  azioni  del  motore  e della  resistenza.  ^ . 

Quando  la. velocità  di  unu  macchina  prova  cofl  degli  alternativi  accrescimenti 
e diminuì  ioni , le  ruote  che  ricevono  1'  azione  del  qiotore  conducono  le  altre  e 
ne  sono  condotte  alternativamente,  quantunque  il  molo  si  faccia  sempre  nel  me - 
desiino  senso;  ma  se  Ja  periodicità  è perfettamente  esalta  non  ne  risulta  glcuoa 
perdita  di  forza.  • 

Consideriamo,  infatti,  un  intervallo  di  tempo  compreso  tra  due  massimi  ov- 
vero tra  due  minimi  qualunque  delle  velocità;  succede  necessariamente,  in  con- 
seguenza del  principio  delle  velocità  virtuali,  che  la  quantità  di  azione  sommi- 
nistrata dal  motore  in  questo  tempo  è uguale  alla  quantità  di  azione  che  è stata 
consumata  dalle  resistenza  ; poiché  se  queste  quantità  di  azioni  non  fossero 
uguali,  la  macchina  avrebbe  acquistato  o perduto  una  quantità  di  forza  viva 
uguale  al  doppio  della  loro  differenza.  La  velocità  avrebbe  perciò  aumentalo  o 
diminuito  alla  fine  dell' intervallo,  il  che  è contro  la  supposizione.  La  quantità 
di  azione  somminMtrala  in  eccesso  dal  motore  nel  tempo  dell' accelerazione  del 
moto  è somministrala  in  meno  nel  tempo  della  sua  ritardinone.  Ciò  non  ostan- 
te, malgrado  questa  circostanza,  possono  resultare  dalla  variazione  del  rùolo  de- 
gli inconvenienti  che  impegnino  ad  evitarlo,  o almeno  a reudcrlo  il  più  piccolo 
possibile;  a ciò  si  giunge  con  fuso  dei  volanti*  {Vedi  questa  pi  itola  e Pes- 
dolo  corneo.)  • . . \ , 

Le  resistenze  passive  di  una  macchina  consumano  sonta  effe Uo  utile  una  parte 
della  forza  che  le  è applicata,  il  primo  principio  che  deVe  dirigerle  la  sua  co- 
struzione è di  non  farvi  entrare  che  gli  Organi  assolutamente  necessari  allo  scopo 
a cui  essa  è destinata.  In  qualunque  opera  bisogna  ^ dice  Daniele  Bernoulli,  co- 
minciare dall' esaminare  qual  è P effetto  essenzialmente  e necessariamente, attac- 
calo a quell'opera,  effetto  che  sia  inevitabile  per  la  natura  medesima  dell'opera, 
e quindi  evitare  , per  quanto  ò possibile  qualunque  altro  effetto. 

Si  dove  dunque  : 

i.°  Evitare  ogni  urto,  o cangiamento  brusco  qualunque, il  quale  non  sarebbe  es- 
senziale alla  costituzione  medesima  della  macchina  ,•  poiché  tutte  le  volle  che  vi 
è urlo  vi  è perdila  dì  forza  viva,  c per  conseguenza  consumazione  inutile  di  una 
parte  dello  sforzo  del  motore. 

a*°  Preferire  le  pressioni  alle  percussioni,  tutte  le  volte  che  un  effetto  utile 
può  essere  ottenuto  indifferentemente  dall' uno  o 1*  altro  di  questi  mezzi,  per  il 
doppio  motivo  della  perdila  della  forza  viva  che  si  evita,  e .delle  regolarità  del 
moto  che  si  può  produrre  servendosi  della  pressione,  ma  che  è incompatibile 
con  la  percussione. 
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3*  Evitare  <11  eomuDÌcare  atta  resistenza  una  velocità  e una  quantità  ili  juolo, 
le  quali  auperino  quelle  che  tono  strettamente  necessarie.  Cosi,  per  esempio,  te 
sogliamo  eieraro  dell'acqua  ad  un'aliena  determinata,  sla  con  una  tromba,  sia 
con  qualunque  altro  apparecchio,  ai  dere  fare  in  modo  che  l'acqua,  armando 
nel  serbatojo  superiore,  non  abbia  esattamente  chq  tanta  velocità  quanta  ne  bi- 
sogna per  entrarsi , poiché  tutta  quella  che  essa  avrebbe  al  di  là  consumerebbe 
inutilmente  lo  sformo  della  forza  motrice. 

4-*  Portare,  come  1'  abbiamo  .già  dello,  la  più  gran  cura  ad  esitare  o dimi- 
nuire, tanto  quanto  e pussibile , le  resistenze, dovute  alla  costruzione  fisica  dèlia 
macchina  , tali  come  ^li  attuili , la  rigidezze  delle  Corde.,  la  resistenza  del- 
l'aria, 'ec.,  ec.  f 

Da  tutto  ciò  non  bisogna  concludere,  che  1^  macchine  più  sempjici  sieoo  sempre 
le  migliori,  ma  solamente  che  non  ci  ai  debbono  impiegare  che  gli  organi  stret- 
tamente necessari,  tanto  per  la  trasmissione  del  moto,  quanto  per  la  sua'lra- 
sformszione.  ( (fedi  Cauposizioan  dellk  MaccBi.vb  ).  Una  secChi^ospesa  ad  una 
corda  che  passa  sopra  una  puleggia  di.  rinvio  i certamente  ima  macchina  mollo 
piu  semplice  di  una  tromba;  Ciò  non  ostante  un  uomo  produrrà  un  efiètto 
utile  mallo  più  cousiderabilo  col  secondo  di  questi  apparecchi , che  col  primo. 
Quando  a' impiegano  dei  motori  animati,  bisogna  ancora  aver  riguardo  al  modo 
il  più  favorevole  della  Toro  applicazione.  ( Pedi  Cavallo  e tJòao). 

Quelli  dei  nostri  lettori  che  desiderano  approfondire  la  meccanica  pratica,  po- 
tranno consultare  te  opere  del  Navier,  quella  del  Prony^  e quelle  già  citale  del 
Coriòlis.  La  meccanica  applicala  alle  arti,  dal  signor  Borguii,  contiene  la  de- 
scrizione di  tutte  le  principali  macchine  conosciute. 

MACCHINA.  SOFFIANTE.  Vedi  Sosnrrro. 

MACHA-ALLAH  o STESSUTALA,  astronomo  ed  astrologo  arabo  di  religione  ebrea, 
viveva  verso  la  fine  dell’ottavo  secolo  dell’  era’ nostra.  Scrisse  parecchie  opere 
che  ebbero  molto  grido,  e di  esse  può  vedersi  P elenco  in  Casiri  Biblìotheca  tira* 
lico-hispana , torti.  I,  pag.  4^4  • Quattro  furono  tradotte  in  latino  e pubblicale 
e Norimberga  nel  i5Ìj9,  e.Zono:  l’  De  e/ementis  et  orbibus  coelestibus]  2°  Z<i- 
ber  de  rtvolutione  ann orarti  mundi  j 3 ° Liber  de  sigriifeàtione  planetarum  in 
noti»  itati  bus ^ 4°  Liber  de  receptinne. 

MACniN  (Giovassi),  dotto  astronomo  inglese  del  secolo  decimottavd.  Tu  professore 
di  astronomia  pel  collegio  di  Greshara  e segretario  delta  Società  Reale  di  Lon- 
dra. Ha  scritto  non  .pòche  pregevoli  memorie  che  si  leggono  nelle  Transazioni 
filosofiche  , ed  aggiunse  all’  edizione  dei  Principi  matematici  della  filosofia 
naturale  di  Newton,  pubblicata  nel  172Ì),  Un'esposizione  delle  leggi  dei  movimenti 
lunari.  La  vita  parlicolarìzzata  di  questo  professore  si  legge  nella  raccòlta  di 
Ward  che  ba  per  per  titolo  : The  tives  of  thè  proCtssors  of  Gresham  College , 
Londra,  in-fol. 

MACLAURIN  (Colis),  celebre  matematico,  nato  nel  1698  a .Kilraoddan  in  S^pzia 
La  lettura  de^li  Elementi  di  Euclide  ha  dato  alla  scienza  un  numerò  grande  Ji 
uomini  illtislrs,  dei  quali  ha  essa  per  cosi  dire  risveglialo  il  genio.  Fu  pure  que- 
ll'opera  celebre  che  decise  dell' arringo  e della  lama  di  Maclaurin.  Non  aveva 
che  dodici  anni  quando  per  caso  .essa  gli  cadde  Ira  le  mani  , ed  ei  la  lesse  con 
lauta  applicazione  e successo  che  seura  l'ajato  di  alcun  maestro  fu  'iu  grado 
dopo  pochi  giorni  di  spiegarne  i primi  sei  libri.  Da  tale  epoca ,‘  Maclaurin  'si 
diede  con  ardore  allo  studio,  e potè  nel  1717  ottenere,  dopo  un  concorso  di 
dieci  giorni  con  nn  gran  nomero  di  competitori  , la  cattedra  di  matematiche 
nel  collegio  di  Aberdeen.  Ei  non  aveva  che  ventidne  anni  quando  pubLli> 
cò  il  suo  trattato  delle  curve  , prodazione  notabilissima  che  fu  onorata  del- 
l’ approvazione  dell'  illustre  Norton.  Quest’ uomo  immortale  aveva  una  tale 
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«lima  pei  talenti  di  Maelaurio  , che  si  obbligò  • pagare  del  proprio  1 Ài  Joi 
onorarj  quando  venne  aggiunto  a Gregory  nella  univeftrth  di  fidiidbnVgò.  nel 
*740,  Maclaurin  divise  con  Daniele  Bemoulli  ed  Eulèro  il  premio  proposto  dal- 
F Accademia  di  Parigi  per  la  miglior  memoria  Sui  fluito  e reflusso  del  mare * la 
questa  memoria  si  trova  una  bella  dimoatraiiooe  della  figura  della  terrai  quello 
geometra,  che  erasi  acquistata,  rapidamente  una  brillante  reputazione,  prometteva 
alla  scienza  una  carriera  utile  e gloriosa;  ma,  incaricitÒ  nel  1 74^  di  fortificare  in 
fretta  la  città  di  Edimburgo,  minacciata  da»  partigiani  degli  Stuardi,  si  applicò 
a questa  operazione  con  uno  telo  che  divenne  funesto  alla  sua  salute^  ed  ob- 
bligato a fuggire  all' approssimarsi  degl'  insorgènti , inori  a Torà  i!  1 4 Giugno 
del  1746*  *4  * : , / *\fk- 

Questo  stimabile  geometra  ha  lascialo  : 1 Geometria  organica  , seu  desenptio 
linea*  utn  curvarum  universalis , Lo  udrà  , 1720,  in-4.  È questa  l'opera  di  coi 
abbia  aro  parlai  di  sopra.  Alcune  proposizioni  di  Newton,  dice  Montitela,  furono 
per  Maclaoritr  il  germe  della  bella  teoria  che  stabilisce  in  questo  libro:  nou  solo 
ri  vidi  inoltra  i teoremi  di  quell*  uomo  sommo,  ma  ve  ne  aggiunge  un  numero 
grandissimo,  gli  uni  più  interessanti  degli  altri.  Adottando  più  poli  , o facendo 
muovere  1 punti  d*‘ intersezione  dei  lati  degli  angoli  dati  sopra  diverse  Curve,  ne 
resulta  la  descrizione  di  curve  di  ordini  sempre  più  elevati:  ei  vi  risolve  pure 
generalmente  un  problema  che  Newton  stesso  riguardava  della  massima  difficolti, 
quello  cioè  di  descrivere,  mediante  un  metodo  simile,  una  linea  di  un  órdine  su- 
periore non  aveute  alcun  punto  doppio.  Il  Trattata  delle  flussioni  (ih  inglese), 
Edimburgo,  174*1*0*4*  Tale  teoria  del ( calcolò  differ*entia le  è stata  tradotta  in 
francese  dal  p.  Pezenas,  Parigi,  1749,  * tol.  in-4*  Maclaurin  aveva  pure  com- 
poslo  due  altre  opere  importanti  ph*  non  sono  state  stampate  che  dopo  U sua 
morte.  Sono  esse?  i.°  Trattato  di  algebra  , stampato  parecchie  volte  in  Inghil- 
terra, e tradotto  in  francese  da  Lecozic  r Parigi , 1753,  io*4-  Secondo  Montucla, 
non  si  può  aggiunger  nulla  alla  chiarezza  di  questo  scritto  /alla  tua  eleganti  e 
alla  saia  precisione;  e vi  si  trovano  di  più  moltissime  proprietà  dèi  numeri,  che 
non  erano  siate  annunziate  prima  di  lui  da  alcuni  geometra.  In  seguito  di  que- 
st’ opera  si  trova  un  trattato  delle  principali  proprietà  delle  linee  geometriche. 
2.0  Esposizione  delle  scoperte  filosofiche  di  Newton  (in  inglese),  pubblicata  da 
Pa tritio  Murdoch  a Londra  nel  174©  , in-8.  L1  editore  ha  fatto  precedere  que- 
st* opera  da  una  notizia  sulla  vita  e sugli  scritti  di  Maclaurin  ;è  stata  tradotta 
in  francese  da  Lavirotle.  Parigi,  17491  iti*4  » ed  in  latino  dal  p.  Fafck,  gesuita, 
Vienna,  1761,  iu-4.  Le  Transazioni  filosofiche  contengono  un  oumero  grande  di 
tnemorie  di  Maclaurin  sopra  diversi  soggetti  luateipatìci'. 

MAGGIO  ( Cai  end.  ),  quinto  mese,  del  nostro  anno,  èra  il 'secondo  nell*  antico  ca- 
lendario albano,  il  terzo  in  quello  di  Romolo,  e il  quinto  nel  calendario  di  Nu- 
mi Pompilio.  Nel  calendario  albano  era  composto  di  venti  due  giorni,  di  trentuno 
nel  Calendario  di  Romolo,  e 'di  trenta  in  quello  di  Numa;  Giulio  Cesare  gli  re- 
stituì il  giorno  che  gli  era  stato  tolto  da  Numi;  e questo  giorno  gli  è stato  con- 
servalo anco  nel' calendario  gregoriano  di  cui  facciamo  uso.  La  sua  etimologia  é 
dubbia;  Ovidio,  nel  quinto  libro  de'puòi  Fasti  ^ propone  tre  derivazioni:  una  da 
Aa/cs/as;  un'altra  da  majores  nel  significato  di  patres^  nome  che  datasi  ai  se- 
natori ai  quali  era  affidato  il  governo  della  città  di  Roma;  e la  terza  da  Maja. 
11  mese  romano  era  sotto  la  protezióne  di  Apollo. 

MAGIN1  (Giovanni  Antonio),  rinomato  astronomo  italiano,  nato  a Padova  nel 
i55Ò,  si  applicò  fino  dalla  prima  sua  gioventù  allo  stadio  . delle  matematiche,  e 
vi  fece  notabilissimi  progressi.  Nel  i588  conferita  gli  venne  la  cattedra  di  tale 
scienza  nella  università  di  Bologna.,  e vi  lesje  per  quasi  treni*  anni  con  onore. 
L'imperatore  Rodolfo  gli  fece  delle  offerte  vantaggiose  onde  attirarlo  a Vienna: 
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egli  però  non  volle  mai  staccarsi  da  Bologna  , ove  mori  l' a t Febbrajo  1617. 
Delle  molle  tue  opere  non  citeremo  che  le  seguenti  : 1 Breve  instruzinne  tulle 
apparenze  t mirabili  effetti  dello  specchio  concavo  sferico , Bologna,  161 1 , 
in-4  , tradotta  in  francese  ila  G.  G.  Boussier,  Parigi,  1630,  in-4  II  Magici  narra 
che  gli  specchi  concavi  erano  in  quel  'tempo  rarissimi,  e che  ne  fabbricò  uno  per 
l'imperatore  Rodolfo,  di  dàe  piedi  e meno  di  diametro  e pesante  quattrocento 
reoli  libbre  , di  cui  il  principe  lo  ricompensò  mediante  Un  ricco  presente,  li 
tfovae  coelestium  orlium  theoricoe  congruentes  curri  observationi bus  lf.  Co- 
pernici , Veneiia,  «589,  in-4.;  HI  Effemeridi , calcolate  per  So  anni  dal  r58o 
si  i63o,  3 rol.  in-4.  Quantunque  II  Magini  ' non  adottasse  il  sistema  di  Co- 
pernico, forse  per  non  esporsi  alle  censure  dell’  inquisizione  , li  valsa  delle 
oiservaiioni  di  quell-  illustre  astronomo  per  correggere  c discutere  i calcoli 
delle  sue  effemeridi,  e per  mostrare  la  paca  esattesi*  delle  tavole  alfonsine  che 
godevano  ili  una  celebriti  grand».  Weidlèr , nella  sua  Storia  del  l'astro  norma , 
cap.  XIX  , n.  116,  afferma  che  il  Magipi  fu  invitato  dp  Copernico  e da  Kep- 
pleio  a recarsi  in  Germania  per  attendere  con  gasi  alla  compilazione  delle  nuo- 
ve tavole  in  conformili  delle  recenti  scoperte;  ed  è poi  certo  che  T astronomo 
di  Eolo|na>  era  legalo  di  stretta  amicizia  con  Kepplero  , il  quale  ne  deplorò  la 
morte,  siccome  una  perdita  per  le  scienze.  IV  Primnm  mobile  XII  libris  con 
tentar a,  Bologna,  1609:  è un  trattato  di  geometria  notabile  pel  tempo  in  cui  fu 
seri  Ilo.  V Commenlarius  in  geographiam  et  tabnlas  Ptolemaei , Colonia,  sbij;, 
in-4;  VI  E' Italia  descritta  tri  LX  tavole  geografiche , Bologna,  1630,  in-lol. 
Tali  carte  furono  pubblicate  da  Fabio  Uligini  suo  .figlio  ; erano  le  piis  esatte  ilio 
si  Cossero  vedute  fino  allora  , ma  il  testo  che  doveva  corredarle  non  venne  mai 
in  luce. 

MA1GNAX  (EauRUKi-e),  valente  fisico  e matematico,  nato  » Tolosa  nel  aGói,  vesti 
giovane  ancora  l’abito  dell'ordine  dei  Minimi,  Durante  il  corso  de’snoi  studj, 
ebbe  la  sagacità  di  riconoscere  la  falsiti  dei  principi  filosofici  dà  Aristotele  elio 
allora  regimavano  nelle  scuole , e A diede  a combatterli  colle  ragioni  rhe  i pro- 
gressi delle  scienze  cominciavano  » somministrare,  incaricato  della  istruzione  dei 
novizj  del  suo  ordine,  fi  disimpegno,  di  tale  ufficio  con  tanto  onore^  che  nel  Ì63(i 
fu  inviato  a Roma  onde  vi'  professasse  le  matematiche  nel  convento  della  Trinità 
dei  Munti,  in  cui  furono  poi  sempre  insegnate  da  un  minimo'  francete  ( Fedi 
Jacquicz  e Laseoa),  Questo  religioso,  non  meno  dotto  che  modesto,  mori  in  pa- 
tria il  39  Ottobre  1676.  Le  opere  sue  principali  sono  : I Perspectiva  horaria , rive 
de  horographia  gnomonica,  tam  theàrica  </uam  praclica  libri  IV,  Roma,  1648, 
in-fol.  È un  trattalo  di  catottrica  notabilissimo  pel  tempo  in  cui  venne  alla  Iure.  II 
Cursus  philosophicus  % Tolosa  , i65a,  4 voi.  in-8;  Lione  , 1G73  , in-fol-  In  tale 
«pera,  la  seconda  edizione  della  quale  è accresciuta  di  parecchi  rapitoli  , il  p. 
Maignan,  d’accordo  in  molti  punti  con  Gassend>  e Cartesio  , gli  combatte  in- 
torno ad  pWi,  mentre  era  stato  sempre  guidato  dall'amore  della  verità  e non 
mai  da  spirito  di  partito. 

MAIRAN  (Già»  Giacomo  Don  rous  pm),  matematico  e fisico  distinto,  nato  a'  Be- 
alera nel  1878,  fece  i suoi  studj  letlerurj  eoo  gran  successo  a Tolosa  , e termi, 
nati  questi  si  rec^  a Parigi  ove  attese  per  quattro  anni,  con  ardore  alla  fisica  e 
alle  matematiche.  Tornato  in  patria,  diede  prova  del  sud  ingegno  e delle'  sue  co- 
gnizioni , riportando  in  Ire  anni  consecutivi  altrettanti  prtmj  dall’ Accademia  di 
Bordeaux  per  le  sue  memorie  palle  variazioni  del  barometro  , sul  ghiaccio , a 
sui  fosfori.  Tali  dissertazioni,  pubblicate  a Parigi  nel  z^i5  in-iz,  gli  aprirono 
le  porte  dell'Accademia  delle  Scienze,  ove  fu  ammesso  nel  1718  : ei  vi  lesse 
successivamente  un  numero  grande  di  memorie  sopra  diverse  questioni  di  astro- 
nemis  , di  geometria  , di  fisica  e di  storia  naturale  , che  attestano  a un  tempo 
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«fesso  e \è  varietà  e la  profondità  delle  sue  cogoitioni.  Tra  questi  scritti  si  no* 
lano  particolarmente  quelli  Sulla  causa  del  freddo  e del  caldo  , sulla  rota- 
zione della  luna  sulle  forze  motrici  , e sulla  rejlessione  dei  corpi  : io,  que- 
sf  ultima  dissertazione,  IMariail  ha  investigato  la  natura  della  curva  apparente 
che  forma  una  superficie  piana,  come  quella  di  un  bacioo,  Vedala  a traverso  al- 
P acqua  che  la  cuopre.  Nel  1721,  Mairan  fu  incaricato  insieme  con  Varignoo  di 
immaginare  un  ncioyo  metodo  per  la  stazzatura  delle  navi,  che  prevenisse  le  la- 
gnanze del  commercio  c le  frodi  dei  mercanti.  Questo  accademico,  che,  versatis- 
simo nella  cronologia  , nella  storia,  nella  numismatica  , nella,  letteratura,  sapeva 
come  Fon  le  nelle  rivestire  le  scieoze  piu  astratte  e severe  delle  grazie  dello  stile, 
fu  eletto  nel  17^0  a succedere  allo  stesso  Fontonelle  nella  carica  di  segretario 
dell' Accademia  ; ma  egli  a motivo  dell’  età  sua  avanzata  non  voi  le.  acce  Ila  re  tale 
ufficio  che  a condizione  di  pòtervi  renuiizìare  dopo  tre  anni,  e fece  accettare  per 
«nò  successore  Grandjean  de  Kouchy.  Egli  mori  il  20  Febbre jo  1771  in  età  di 
<)3  anni.  Era  mèmbro  dell’ Accademia  francese  , delle  società  reali  di  Edimbur- 
go e di  Upsal  , dell’Accademia  di  Piétroburgo  e dell’  Istituto  di  Bologna.  Oltre 
le  numerose  memorie  che  di  lui  si  leggono  nella  raccolta  dell’  Accademia  delle 
S *ieuze  di  Paridi  e nel  Giornate  dei  dotiti  ha  pubblicato  ancora  : I Disseria- 
tion  sur  la  giace , Parigi,  1.749 * *u-ia;4Il  Traiti  physique  et  historique  de 
(’ aurore  boreale % ivi,  1737,  in-4  ; ed  ivi  con  grandi  aggiunte,  1754  -,  in-4  » HI 
Etoges  des  acadc'miciens  de  t Acadimie  rodale  des  Sciences , ivi  iy47'  io*f2. 

MARO  ( Paolo  ),  fisico  e matematico  tedesco  delPordioe  dei  gesuiti,  ha  con. posto  non 
poelit  opere  elementari  che  hanno  avuto  grido  nelle  scuole,  quantunque  siano 
state  eclissate  da  lavori  più  recenti.  Egli  era  nato  in  Ungheria  e mori  « Vienna 
bel  1793  in  età  di  70  anni.  Gli  scrini  suoi  principali  sono:  I Compendiaria  ma- 
theseos  inslitutio , Vienna,  , in-8  ; Il  Dissertatio  de  figura  telluri*  , Ol- 
ii) ut  z , 1767,10-4;  III  Caìculi  differ  enti  ali  s et  integrali*  institutio,  ivi,  1*68, 
ili  4* IV  De  urithmclich  et  geonietricis  acquo  ti  oiìu/n  resol  utionibùs  , ivi,  1770, 
111-4.  V Parecchie  Di ssertuzioni  sopra  di  versi  argomenti  scientifici,  pubblicate  nei 
giornali  di  Vien/u*  * ' 

MAPI. ET  (Giacomo  Ardue* b astronomo,  nato  a Ginevra  nel  1 74°*  Dopo  aver  fatto 
i suoi  studj  a Bisilea  sotto  il  celebre  Daniele  Bernoulli , viaggiò  in  Francia  , in 
Inghilterra,  in  Germania  e in  Rustia',  e contrasse  aroicitip  coi  dotti  più  illustri 
di  quel  tempo.  Fi!  scelto  per  osservare  a Ponoi>  nella  Laponia  russa,  il  pas- 
saggio di  Venere  sul  disco  del  sole;  e,  se  la  contrarietà  del  tempo  rese  pressoché 
di  niun  valore  la  sua  Osservazione  , seppe  almeno  rendere  utile  tale  faticoso 
viaggio  per  uu  gran  numero  di  osservazioni  di  fisica  c di  meteorologia,  nou  che 
soprattutto  per  due  determinazioni  esattissime  della  lunghezza  del  pendolo  a se- 
condi a Pietroburgo  e a Ponoi,  1 cui  resultati  meritarono  l’onore  «li  figurare  nel 
numero  degli  elementi  del  calcolo  dell’  ellitticilà  dalla  tèrra.  Si  consulti  la  Mec- 
canica celeste  di  Laplace,  loto.  II,  pag.  1 4 7,  e st*gg.  Tornato  in  patria,  eresse  a 
sue  spese  un  osservatorio  sopra  uno  dèi  bastioni  del  recinto  della  città;  ivi  die- 
de lezioni  di  astronomia,  ed  ebbe  allievi  molla  fama,  còme  Trembley  . dotto 
geometra  morto  nel  181  i,m  P illustre  Pictet  , profesloro  di  fisica  a Ginevra. 
Malici  , che  era  membro  della  Società  Reale  di  Londra  e socio  corrispondente 
delle  aicadrmie  di  Pietroburgo  e di' Parigi,  mori  il  3o  Gemi.» jo  L^qo.  Le  molte 
sue  mentono  sul  calcolo  delle  probabilità  , sulla  meccanica  e sull’  astronomia  si 
leggono  nei  Commentar / di  Pietroburgo,  nelle  Transazioni ftosofiche,  negli 
Acta  //elvetica , e in  altre  collezioni  di  quel  tempo:  varie  di  esse  sono  state 
premiale. 

MANEGGIO  (Afre.).  Specie  di  verricello  perticale  mosso  da  un  cavallo,  e che  ser- 
ve a trasmettere  lo  sforzo  dell'  animale  a qualunque  macchina.  • 
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Le  dssposi*ioiii  ilei  maneggi  possono  cuere  uui  Tariate,  ecco,  secondo  il  ,i. 
gnor  ili  Chriitian  , quelll'che  preieulauo  le  combinaiioui  più  favorevoli  per  1’  uio 
della  forra  motrice.'  • ‘ . Jt.  ganFb 

i.®  Il  cavallo  « attaccalo  ail  una  lera  orizzontale  ( Tav.  CC , fig.  t ) fusala 
ad  un  albero  verticale , che  porta  una  puleggia  orizzontale  a di  un  gr.ui  diame- 
tro.-IT  uà  corda  si  avvolge  sopra  questa  puleggia,  e va  a passare  sopra  due  altra 
pulegge  proiettala  in  t,  donile  essa  passa  sulla  puleggia  f,  chiamala  puleg- 
gia di  tensione  perché  può  avanzare  e retrocedere,  in  mòdo  ebe  la  corda  sia 
ben  tesa  sopra  le  due  pulegge  a , A,  e che  una  di  esse  possa  cosi  tiasineltere  il 
moto. 

a.®  L.' albero  verticale,  mesto  in  mòlo  da  una  leva  all' estremili  della  quale  i 
cavalli  sono  attaccati  (Taf.  CG , fig.  ì),  porta  una  forte  ruota  dentata  un,  la 
quale  comunica  il  suo  ruolo  ad  una  lanterna  4 applicata  all’  albero  di  scarpa  c, 
per  mezzo  del  quale  esso  è trasmesso  nel  lavoralorio. 

3.*  La  disposizione  (Taf.  CC , fig.  3>  non  differisce  dalla  precedènte  che 
a motivo  lire  l'albero  di  scarpa  è al  di  sotto  del  terreno  sul  quale  si  laiiuiono  i 
cavalli.  ' ‘ . . ■ 

4"  Ca  figura  4 della  Tavola  CC,  rappresenta  il  mi  arieggio  detto  svedese.  Li  il 
fuso  conico  di  £etlo  h è sostenuto  da  quajlro  puntoni  di  metallo  gettalo  u ; a,  tu- 
chiavarda!!  sopia  una  croce'iu  legno  di  Sant*  Andrea  cc , murata  bel  ‘terreno}  il 
fuso  conico  sostiene,  con  una  delle  sue  estremità;  l'albero  <(i  scarpa  gg,  il'  quale 
i messo  in  moto  dal  rocchellrve  ingranando  sulla  corona  </;  al  di  sotto  della  co- 
rona i accomodata  la  freccia  alla. quale  il  cavallo  i attaccalo.  . .. 

ha  freccia  del  maneggio,  ovvero  il  braccio  di  leva  al  quale  si  attacca  il  ca- 
vallo, dóve  generalmente  èsser  disposto  iif  modo  che  U cavallo  si  trovi  a C me- 
tri di  distanza  dall’albero  verlioale,  il  che  gli  fa  descrivere  una  circonfeieirza  di 
circa  a 19  metri.  Egli  tira  allora  presso**  poco  perpendicolarmente  a quest» leva, 
continuamente  girando;  nel  mentre  che  se  il  braccjo  di  leva  fosse  più  corto, 
l’angolo  chg  ciao  farebbe  per  percorrere  il  circolo  sarebbe  più  sensibile,  è una 
parte  del  suo  sforzo  si  annullerebbe  contro  i punti  li  Svi  del  maneggio.  Cn  braccio 
di  lesa  più  lungo  porterebbe  delle  spese  più  considerabili  per  hscostrnxToife  del 
maneggio,-  pèrche  Insognerebbe  aumentare  l<!  dimensioni  dell’ armatura  del  legna- 
me che  ricopre  l’ edificio.  " ' 

Si  costruiscono  in  metallo  3i  ferro  fuso  dei  maneggi  al  di  sopra,  simili  a quello 
della  (Tav.  CC ',  fig.  3 ) ,-i  quali  riuniscono  al  vantaggiò  della  solidità  e della 
leggerezza,  una  gran  facilità  di  siluazioàe  e costano  molto  meno  che  i maneggi 
in  legno.  . . . - • *'*•'•.■  > 

Dobbiamo  dir»  una  parola  del  maneggio  degli  ortolani,  apparecchio  molto  ado- 
perato nelle  vicinanze  Hi  Parigi  per  annaffiare  i giardini.  Questo  matteggio' seus- 
plicissimo  e assai  economico,  si  compone  di  un  albero  verticale  che  può  girare 
sul  suo  asse,  e al  quale  si  adattano  due  vecchie  rifate  di  vettura,  sopra  le  quali 
sono  inchiodate  alcune  assi  situate  obbliquamente  per  formare  un  tamburo  ( Taf. 
CCI,  fig.  1 ) la  cui  superficie  H concava.  Una  conia  avvoltala  Jnlorno  di  questo 
tamburo  porta  una  secchia  a ciascuna  dalle  sue  estremità;  c quando  il  causilo, 
attaccalo  ad  una  sbarra  obbliqua  che  parte  dal  tamburo,  gira  in  uu  senso,, una 
delle  ketch  ie  sale  piena  di  arqua,  e l’altra  scende  vuota  nel  pozzo.  Siccome  e 
necessarie  a ciascuna  secchia  di  acqua  che  si  (ira  cangiare  là  direzione  del  caval- 
lo , vi  è molto  tempo  e forza  consumata  in  pura  pèrdila;  ma  la  piccola  spesa 
necessaria  allo  stabilimento  dì  questo  apparecchio  lo  farà  per  lungo  tempii  pre- 
ferire ad  altri  più  perfetti.  (Vedi  il  T*attato  Pelli  macchine  del  sig.  LLichatle, 
e il  Trattato  dette  macchine  idrauliche,  del  signor  Burguis). 

MANFREDI  ( Ecstachio  ) , celebre  geometra  ed  astronomo  ilaliaóo,  nacque  a Bo- 
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logna  il  20  Settembre  1674.  Di  buon’  ora  annunziò  le  più  felici  disposizioni,  ed 
un»  circostanza  interessante  per  la  attoria  della  scienza  ai  riferisce  a queste  prime 
manifestazioni  del  suo  carattere  e de'  suoi  talenti.  Ei  radunava  in  casa  sua  i suoi 
compagni  di  studio,  ripeteva  loro  le  lezioui  dei  professori,  rischiarava  i dubb| 
che  atesser  potuto  imbarazzarli,  ed  affrettava  io  tal  guisa  U rapidità  dei  loro 
progressi.  Da  tale  accademia  di  ragazzi  trae  la  sua  origine  P Istituto  di  Bologna, 
che  di  tanto  splendore  ha  brillato  nei  fasti  della  scienza.  Dapprima  si  diede  allo 
studio  della  legge,  e non  aveva  che  diciotto  anni  quando  conaegul  la  laurea  dot- 
torale; ma  in  seguito  avendo  assistito  ad  alcunè  lezioni  di  geometria  del  celtbre 
Guglielmini,  si  senti  si  vivamente  trasportato  per  le  matematiche  che,  lasciata  da 
parte  la  giurisprudenza,  ad  case  diresse  interamente  I suoi  studj  e le  sue  medi- 
tazioni. applicò  poscia  all’astronomia,  scienza  allora  trascurata  a Bologna  , e 
con  quell'ardore  che  lo  caratterizzava  in  tutto  ciò  che  imprendeva  a fare,  formò  in 
casa  sua  uu  osservatorio  In  cui  studiavano  i tuoi  fratelli,  ed  anche  le  sue  sorelle, 
cui  iniziò  nel  segreto  cammino  de’ corpi  celesti.  Nel  1698  fu  fatto  professore  di 
matematiche,  e nel  1704  gli  venne  data  la  soprintendenza  delle  acqoe  , ufficio 
importante  in  un  paese  in  cui  1 frequenti  straripamenti  dei  fiumi  danno  origino 
a continue  contesa  yulle  coufinazioni  delle  proprietà.  In  tale  carica  succedeva 
egli  a Guglielmini  , e se  ne  disinspegnò  con  noti  minor  lode  e reputazione  del 
suo  predecessore.  Nel  1711  gli  fu  conferita  la  cattedra  di  astronomia  nell’ Istituto 
di  Bologna,  e da  tal  momento  ei.d'ivise  tutto  il  suo  tempo  tra  l'astronomia  e 
l'idrostatica.  Manfredi  fu  tormentato  Degli  ultimi  anni  della  sua  vita  dalla  pie- 
tra, e mori  di  tale  maialila  il  |5  Febbrajo  1739.  Era  socio  straniero  dell'Acca- 
demia di  Parigi  e membro  corrispoodeule  della  Società  Reale  di  Londra. 

Le  opere  matematiche  di  questo  dotto  sono:  1 Ephemerìdes  mal  unni  coele- 
t titilli  ab  anno  1 7 z 5 ad  annuiti  17S0,  cimi  introductione  et  variis  tabtihs,  Bo- 
logna, I7i5-35j  4 voi.  111-4.  Tali  effemeridi  furono  continuate  da  Zanolli  e Mat- 
teucci fino  all'  anno  1810.  L'Introduzione , scritto  assai  stimato,  venne  ristampala 
a parte  nel  1750,  io-4  ; II  De  nooissiirùs  circa  siderum  fixorum  errarci  obser- 
vatìonibus , Epistola  , ivi,  17)0,  in-4.  In  questo  sCrilto  si  osserva  come  per  ri- 
spetto ai  pregiudizi  del  tempo  e del  suo  paese  il  Manfredi  nou  osa  affermare  il 
•inplo  della  terra’,  111  Ùe  transitu  Mercuri i per  totem  anno  ija3  , ivi,  17*4 , 
m-4  5 IV  Libtr  de  gnomone  meridiano  Bononìensi , detfue  observationibus 
astronomicif  eo%ìfist ru mento  peractit , sai  , 1736,  in-4;  V Istituzioni  astrono- 
miche , ivi  1749,  in-4;  VI  Un  gran  numero  di  Dissertazioni  nella  raccolta 
deJP  Istituto  di  ijnlogng  , tra  le  quali  « da  notarsi  quella  De  annuir  inerran- 
t furti  stellarmi 1 aberrationibus  , nella  quale  il  Manfredi  espone  i tentatili  da 
lui  fatti  per  dimostrare  la  parallasse  delle  stelle  fìsse.  La  vita  di  questo  dotto  è 
••■•a  srrilta  da  Fabroni  nelle  sue  V il  a e illustrìum  Ilalorum. 

M ANI REDI  (GanaiELe),  fratello  del  precedente,  nato  a Bologna  il  25  Marzo  tG8i, 
si  applicò  Jel  pari  allo  studio  delle  matematiche  e Vi  fece  .rapidi  progressi:  in 
età  di  24  anni,  pubblirò  un  trattato  delle  equazioni  differenziali  del  primo  grado, 
<he  ottenne  il  suffragio  dei  dotti.  Un  talento  particolare  lo  chiamava  a correre 
l'arringo  dcH'itisegnamenlo,  e ne)  1710  ottenne  tiualnicnle  la  cattedra  di  analisi  cui 
miravano  i suoi  voti.  Successe  nel  1739  a suo  fratello  nella  carica  di  soprintendente 
ai  lavovi  idraulici,  e moti  a Bologna  il  |3  Ottobre  1761.  È autore  delle  opere 
seguvnli:  I Di  canstructione  aequalionum  differentialium  primi  gradus , Pisa, 
1707,  in-4  '•  II  Considerazioni  sopra  alcuni  dubbj  che  debbono  esaminarsi  nella 
congregazione  delle  acque , Roma,  1739,  in-4;  IH  Parecchie  Memorie  e Disser- 
tazioni nella  raccolta  dell' Istillilo  di  Bologua  di  cui  era  membro -e  in  varj  gior- 
nali italiani  di  quél  tempo.  11  resultato  delle  osservazioni  astronomiche  fatte  da 
lui  di  concerto  con  suo  fratello  Eustachio  si  legge  nella  Raccolta  dell' Accademia 
delle  Scienze  di  Parigi. 

•H 
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MANILIO  (Marco),  autore.  di  un  poema  Ialino  sull' astronomia,  fioriva  verso  la  fine 
del  regno  di  Augusto.  S'  ignora  ogni  particolarità  della  sua  vita.  Si  congettura 
però  che  fosse  straniero  ; infatti  V incontrano  nel  suo  poema  modi  singolari  di  dire, 
che  difficilmente  si  troverebbero  in  altro  autore  dello  stesso  secolo.  Benltey  lo 
»up(>oue  nativo  di  Asia.  Ravvi  chi  crede  che  Manilio  non  sia  che  una  medesima 
(lenona  con  quel  Manlio  matematico  , che  innalzò  ne)  campo  Marzio,  a Roma, 
per  ordine  di  Augusto,  uno  gnomone  allo  settanta  piedi.  Si  veda  quanto  ne  dice 
Montisela  nella  sua  Storia  deile  matematiche  , toni.  I,  p»g.  485  e segg.  Il  poe- 
ma di  Manilio,  che  è intitolato  Jstronomicon  , non  è compiuto  I cinque  libri 
che  si  posseggono  trattano  principalmente  delle  stelle  fisse  , ma  in  varj  luoghi 
«lei  suo  lavoro  il  poeta  promette  di  parlare  anco  dei  pianeti.  Il  manoscritto 
•Icir  Attronomicon  fu  scoperto  da  Poggio  nel  i4«G,e  Kegiomontano  ( G.  Mul- 
ler)  fu  quegli  che  primo  lo  pubblicò  a Norimlterga  nel  »4 , in-fol.  Tra  le 
molte  edizioni  che  ne  sono  stale  latte  sono  da  rammentarsi  come  le  più  fil- 
male e le  più  corrette  le  seguenti  : Londra,  1739  , in-4,  colle  note  di  Riccardo 
Bentley;  Padova,  Cornino,  1 74^,  in-8;  Strasburgo,  1767,  io-8  , cum  noti's  Beni - 
UH  et  variorum , per  cura  di  Elia  Stoeber;  e finalmente,  Parigi  , 1786,  2 voi. 

1 n-8,  colle,  nòte  e la  traduzione  in  francete  di  Pingré.  Manilio  è stato  tradotto  in 
italiano  da  Gaspero  Bandini,  e tale  traduzione  si  legge  nei  tomi  XVI  e XVII 
della  Raccolta  degli  antichi  poeti  ialini , Milano,  1737,  in-4-  A tale  edizione 
Filippo  Argelali  aggiunse  la.  vita  dell' autore  e P indice  dei  passi  più  oscuri  che 
s'  incontrano  nel  poema. 

MANOMETRO  ( Mec.).  Instrumento  di  fisica  che  serve  a misurare  li  forza  ela- 
stica dei  gas.  Abbiamo  indicato  la  suà  natura  e i suoi  usi  alla  parola  Forza  ru- 
stica. 

MANOVELLA.  (Mec.)  Si  dà  questo  nome  ad  una  sbarra  che  gira  intorno  di  un 
asse,  e all'  estremità  della  quale  è applicata  una  potenza  o una  resistenza,  secondo 
che  si  vuole  trasformare  un  molo  rettilineo  alternativo  in  circolare  continuo  , o 
vice-versa.  Vi  sono  delle  manovelle  semplici,  doppie,  triple  , ec.  ( Vedi  cowposi- 
7. 10  ms  delle  macchiar  , § II.)  Quest’organo  meccanico  viene  spesso  sostituito  me- 
diante una  cura  eccentrica.  (Vedi  questa  parola  ). 

MAPPAMONDO  ( Geogr .).  Carta  geografica  che  rappresenta  i due  emisferi  del  glo- 
bo terrestre  ( Tav.  LV  , e LVI).  fc  una  projeùone  stereografica  fatta  sopra 
un  piano  che  s’  immagina  condotto  pel  centro  della  terra  perpendicolarmente 
alla  retta  che  unisce  il  ceutro  all'occhio. 

MAKALD1  (Giacomo  Filippo),  astronomo  distinto,  nacque  a Perìnaldo,  piccola  città 
della  contea  di  Nizza,  il  21  Agosto  iGG5,  Terminati  i consueti  ftudj,  si  applicò 
alle  matematiche,  per  le  quali  coi  suoi  rapidi  progressi  annunziò  le  più  bello  di- 
sposizioni. Il  celebre  Cassini , suo  zio,  che  da  varj  anni  soggiornava  io  trancia,  ve 
lo  chiamò  nel  1687  per  coltivare  egli  stesso  i talenti  del  suo  parente.  Giunto  a 
Parigi,  Maraldi  si  dedicò  interamente  al  Patirono  mia,  e formò  il  progetto  di  pub- 
blicare un  nuovo  catalogo  delle  stelle  fisse.  La  sua  assiduità  al  lavoro  alterò  la 
sua  salute;  ma  non  potè  risolversi  n prendere  il  riposo  di  cui  aveva  bisogno , e 
preferì  una  vita  sofferente  ad  una  vita  inoperosa  che  sembratagli  aucoia  meno 
sopportabile.  Comunicava  di  buon  grado  a chiunque  lo  richiedeva  il  resultato 
«Ielle  tue  osservazioni,  e staccò  più  volte  dalla  sua  opera  notizie  di  posizioni  d» 
stelle  che  altri  astronomi  gli  domandavano.  Ricevuto  membro  dell  Accademia 
delle  Scienze,  fu  occupalo  nel  1700  nella  prolungazione  della  meridiana,  c nella 
misura  de»  grandi  triangoli  fino  alP  estremità  delle  Basse  Alpi.  Nel  1718,  concorse 
con  altri  accademici  a terminare  la  gran  meridiana  dalla  parie  del  nord.  Tranne 
i prefali  vi.iggi  , dice  Fontcnclle  che  ha  scritto  il  suo  elogio,  passò  la  vita  chiuso 
Vi*.  di  Mal.  Val . VI.  * 6l 
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nell'Osservatorio,  o piuttosto  nel  cielo  a cui  i suoi  sguardi  e le  tue  ricerche  era- 
no tempre  rivolle.  I lavori  di  Maraldi  sono  del  numero  di  quelli  che  meritano 
la  stima  dei  dodi  ma  che  poca  gloria  fruttano  al  loro  autore.  Egli  accingeva»!  a 
dare  l'ultima  mano  al  suo  catalogo  delle  stelle  fisse,  quando  infermò:  mancò  ai  vivi 
e alla  scienza  il  primo  Dicembre  1729.  Olire  il  catalogo  sumiuenlovato , rimasto 
manoscritto  e divenuto  oggi  inutile  per  i grandi  lavori  fatti  modernamente  sullo 
ates*o  soggetto,  Maraldi  ha  fatto  un  numero  grandissimo  di  osservazioni  astrono- 
miche e fisiche,  che  si  leggono  uella  Raccolta  dell'  Accademia  delle  Scienze. 

MARALDI  (Già*  Domenico),  nipote  del  precedente,  nato  a Periiialdo  nel  1709, 
creato  astronomo  aggiunto  nel  1731,  associato  all'Accademia  delle  Scienze  nel 
1^33,  pensionarlo  nel  1758,  e veterano  nel  1772,  mori  il  14  Novembre  1789. 
Egli  ebbe  la  maggior  parte  nfella  compilazione  della  carta  dei  triangoli  che  han- 
no servito  per  base  alla  gran  carta  della  Francia  conosciuta  sotto  il  nome  di  Cor- 
ta di  Cassini.  Tra  le  numerose  osservazioni  astronomiche  che  egli  ha  inse- 
rito nella  Raccolta  dell' Accademia  delle  Scienze  , si  nota  una  memoria  sul  moto 
apparente  della  stella  polare  Verso  i poli  del  mondo , ed  altre  dissertazioni  in- 
teressanti sui  satelliti  di  Giove.  Dopo  la  morte  di  suo  zio,  continuò  le  osserva- 
zioni meteorologiche  nell'Osservatorio.  È pure  alle  di  lui  cure  dovuta  la  stampa 
del  Co  cium  australe  di  La  Caille  suo  intimo  amico.  Per  roo\  ivi  di  salute  essen- 
do stalo  obbligalo  nel  1770  a tornare  in  patria,  vi  continuò  pel  corso  di  quin- 
dici anni  colla  massima  assiduità  le  osservazioni  degli  ecclissi  dei  satelliti  che 
faceva  a Parigi  dal  1780  in  poi. 

MAREA  ( Fisica  matematica).  Moto  alternativo  giornaliero  delle  acque  del  mare, 
che  copre  e abbandona  successivamente  le  rive. 

Due  volle  il  giorno  1'  Oceano  si  solleva  e si  abbassa  per  un  movimento  di 
oscillazione  regolare.  Dapprima  le  acque  si  alzano  per  circa  sci  ore;  allora  esse 
inondano  le  spiagge  e si  precipitano  nell’  interno  dei  fiumi  fino  a grandi  distanze 
dalla  loro  foce:  questo  movimento  dicesi  il  flusso . Dopo  esser  giunte  alla  loro 
maggiore  altezza,  rimangono  per  qualche  istante  in  riposo,  ed  è questo  il  tempo 
dell'  alta  marea . A poco  a poco  cominciano  ad  abbassarsi  colle  stesse  gradazioni 
colle  quali  erasi  effettualo  il  loro  accrescimento,  e finiscono  con  abbandonare  i 
luoghi  che  avevano  invaso:  questo  movimento  dicesi  il  riflusso,  e dura  presso  a poco 
sei  ore:  quando  le  acque  sono  giunte  alla  massima  loro  depressione,  rimangono 
un  istante  in  riposo,  ed  è questo  il  momento  della  bussa  marea , dopo  la  quale 
ricomincia  il  flusso  e così  di  seguito. 

Gli  antichi  avevano  già  concluso  dai  fenomeni  delle  maree  che  esse  dovevauo 
esser  prodotte  dal  sole  e dalla  luna;  ma  era  questa  una  semp'ice  congettura  man- 
cante di  ogui  specie  di  prova,  e può  dirsi  che  lino  a Cartesio  uessuuo  si  era  ac- 
cinto a dare  una  spiegazione  particolarizzata  di  questo  fenomeno.  Se  a quell’ uomo 
•omino  non  fu  allora  dato  di  svelare  la  causa  di  questi  movimenti  singolari  e di 
•oltbporli  a!  calcolo,  egli  ha  almeno  il  merito  di  avere  il  primo  aperto  I’  arringo.  A 
Newton  era  riserbala  la  gloria  di  penetrare  questo  mistero  , il  quale  non  è che  una 
conseguenza  semplice  e necessaria  del  sistema  della  gravitazione  universale  e può 
anco  al  bisogno  servirgli  di  verìficatione  e di  prova  a posteriori . 

La  teoria  dellq  maree  è stata  trattata  completamente  da  Maclaurio  , da  Daniele 
Bernoulli,  da  Eulero  e da  d’  Alembert,  ed  è dovuta  a Laplace  una  formula  ge- 
nerale per  trovare  1'  altezza  del  mare  in  qualunque  istante  dato.  Noi  cerchere- 
mo di  spiegare  questa  teoria  senza  uscire  dai  limiti  che  ci  siamo  prescritti. 

Le  acque  del.  mare,  per  la  loro  mobilità  in  tutti  i sensi , possono  ricevere 
movimenti  isolati,  e debbono  necessariamente  alzarsi  quando  una  causa  esterna 
agisca  sopra  di  e»»e  per  attrarle.  Ora,  la  terra  non  gira  intorno  al  sole  che  per 
1'  unica  ragione  che  la  fona  attrattiva  del  sole  la  ritiene  nella  sua  orbila  ; ma 
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quota  fona  li  esercita  in  ragione  intersa  del  quadrato  delle  disianze,  e per  con- 
seguenza la  sua  altane  sulle  acque  poste  alla  superficie  della  terra  che  é risolta 
terso  il  sole,  è maggiore  di  quella  che  esercita  sul  centro  della  terra,  donde  asviene 
che  queste  acque  sono  piti  attratte  del  centro,  e debbono  costantemente  elevarsi 
verso  il  sole  sotto  la  forma  di  una  protuberanza.  Nello  stesso  momento,  nella  re- 
gione diametralmente  opposta,  deve  aver  luogo  lo  stesso  fenomeno,  per  cause  in- 
verse : infatti,  le  acque  vi  si  trovano  più  lontane  dal  sole  che  il  centro  della  terra, 
ed  essendo  meno  attratte  di  questo  centro  debbono  restarsene  indietro.  Da  una 
parte  è dunque  l' acqua  del  mare  che  ai  eleva  verso  il  sole,  dall'altra  è la 
terra  che  a’  innalza  più  delle  acqne.  Due  protuberanze  acquose  opposte  si  avar- 
iano dunque  a misura  che  la  terra  gira  aopra  sé  stessa,  per  trovarsi  continua- 
mente  nella  direzione  della  linea  che  unisce  il  centro  delia  terra  con  quello  del 
sole.  Queste  masse,  nel  taro  movimento  progressivo,  invadono  le  spiagge , mentre 
al  contrario,  a 90°  di  distanza  in  longitudine,  le  acque  si  abbassane  per  alimen- 
tare il  flusso.  L’  aiione  del  sole  deve  dunque  produrre,  nel  corso  di  una  rivolo* 
zione  della  terra  sul  suo  asse,  due  maree,  ossia  due  flussi  e due  riflussi  ogni 
giorno. 

Ciò  che  adesm  abbiamo  detto  del  sole  si  applica  esattamente  alla  luna,  e quan- 
tunque la  massa  di  quest'  astro  sia  piccoliasima,  la  sua  prossimità  alla  terra  ren- 
de la  sua  azione  quasi  tripla  di  quella  del  sole.  La  luna  deve  dunque  produrre 
anrh’  essa  line  maree  per  giorno;  ma  le  acque  del  mare,  trovandosi  sottoposte*  a 
due  azioni  simultanee,  noo  presentano  quattro  maree  ogni  giorno,  perché  le  azioni 
si  coni  pensano  ; e secondo  che  esie  concorrono  o si  contrariano,  é soltanto  la  loro 
somma  o la  loro  differenza  che  agisce,  dimanieraebé  non  può  aversi  mai  che  due 
maree. 

Cosi,  nel  novilunio,  i due  astri  agiscono  presso  a poco  nella  stessa  direzione  e 
nello  stesso  senso,  e la  marea  effettiva  é la  somma  delle  maree  lunare  e solare:  nel 
plenilunio,  i due  astri  agiscono  pure  nella  stessa  direzione,  e quantunque  le  taro 
azioni  siano  io  senso  inverso,  siccome  tendono  ambedue  ad  elevare  le  acque  nel 
medesimo  tempo,  la  marea  effettiva  anco  in  questo  caso  é la  somma  delle  due 
maree.  Nelle  quadrature  al  contrario,  l'alta  marea  lunare  avviene  nel  tempo 
medesimo  della  bassa  marca  solare,  e reciprocamente,  ed  allora  la  marea  effettiva 
non  é più  che  la  differenza  delle  maree  solare  e lunare.  Quanto  alle  altre  situa- 
zioni relative  del  sole  e della  luna,  la  marea  di  ano  dei  due  astri  non  tende  che 
ad  avaniare  o a ritardare,  ad  accrescere  o a diminuire  quella  dell' altro,  secondo 
le  posizioni  che  prende  la  resultante  delle  due  forza.  Le  distanze  della  terra  dalla 
luna  e dal  sole  essendo  variabili,  le  azioni  di  questi  astri  lo  sono  pure,  e conse- 
guentemente lo  é anco  la  grandezza  delle  marce. 

Se  le  acque  del  mare  non  fossero,  come  tulle  le  particelle  della  materia,  dotale 
di  quella  forza  d’ iuerzia  per  la  quale  i corpi  ili  moto  conservano  l' impulso  che 
hanno  ricevuto,  l'ora  dell' alla  marea  dovrebbe  sempre  esser  quella  del  passag- 
gio della  luna  pel  meridiano:  ma  riò~non  é così , e l’inertia  delle  acque  non  solo 
ritarda  l’alta  marea,  ma  diminuiice  ancora  la  sua  elevazione.  Per  rendersi  ra- 
gione di  questo  fenomeno,  basta  supporre  un  istante  la  terra  in  riposo,  e fare 
astrazione  dall'  azione  del  sole,  la  forza  del  quale  per  innalzare  le  acque  é molto 
minore  di  quella  della  luna;  allora  I' acqna  s'innalzerà  dalla  parte  della  luna. 
Se  ora  s'  immagina  che  la  terra  riprenda  il  suo  moto  e giri  Warndo  seco  que-  . 
si*  acqua  innalzata  dalli  luna , da  una  parte  l'acqua  tenderà  a conservare  l'eleva- 
zione a cui  é giunta,  e dall'altra  tenderà  a perdere  successivamente  una  parte 
di  questa  elevazione  allontanandosi  dalla  luna;  e siccome  questi  due  effetti  si 
contrariano,  l'acqua  trasportala  dal  molo  della  terra  si  troverà  piu  elevata  al- 
1‘  oriente  della  luna  di  quello  che  dovrebbe  essere  senza  questo  movimento , ma 
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nel  tempo  stesso  sarà  meno  elevata  di  quello  che  sarebbe  stata  sotto  la  luna  se  la  terra 
fosse  immobile.  In  generale , il  moto  della  terra  «leve  ritardare  le  maree  « dimi- 
nuire la  loro  elevazione.  Olire  questa  rausa  di  ritardo,  ve  ne  sono  parecchie  altre 
alle  quali  è necessario  aver  riguardo  nei  calcoli  numeràri  : tono  queste  la  confi- 
gurazione delle  rive,  la  direzione  delle  correnti,  e la  forza  dei  venti. 

Il  ritardo  dovuto  alla  configurazione  delle  spiagge  o ad  altre  circostanze  della 
località,  è ciò  che  comunemente  si  dice  lo  stabilimento  del  porto  : è questo  un 
ritardo  costante  per  ciascun  porto  di  mare  in  particolare , ma  varia  da  un  porlo 
all’ altro.  1 piloti  baono  delle  tavole  di  questo  ritardo  per  ognuno  dei  porli 
più  frequentati,  per  essi  è importante  il  conoscere  l'ora  dell*  marea,  perche 
spesso  non  si  può  entrare  o uscire  da  un  porlo  che  nel  momento  in  cui  la  ma- 
rea è alla. 

Il  ritardo  dovuto  al  molo  della  terra  e alla  resistenza  delle  acque,  è costante- 
mente di  3fi  ore:  è universalmente  dimostralo  dall' esperienza  che  la  marea  di  un 
giorno  qualunque  è determinata  dalle  circostanze  in  cui  trovaransi  il  sole  e la  luua 
un  giorno  e mezzo  prima.  Cosi,  sapendo,  per  esempio,  che  il  novilunio  del  mese 
di  Novembre  i836  ha  luogo  il  di  9 a ore  1 e minuti  44  da  mattina,  si  conoscerà 
l'epoca  della  più  alta  marea  che  corrisponde  a questo  novilunio,  aggiungendo  30 
ore  a 1 ora  e 44  minuti , il  che  dà  37  ore  e 44  minuti  , e trasferisce  per  conse- 
guenza questa  marea  al  io  Novembre  a ore  1 c minuti  44  da  sera.  Bene  inteso 
però  che  qui  si  (ratta  del  luogo  nel  quale  la  luna  farà  il  suo  passaggio  al  me- 
ridiano il  9 Novembre  a ore  1 e 44  minuti  da  mattina , e che  per  avere  l’ora  vera 
dell'alta  marea  bisogna  aggiungere  ancora  a 1 ora  e 44  minuti  da  sera,  l'ora  dello 
stabilimento,  del  porto  di  questo  luogo. 

Nei  giorni  del  novilunio  e del  plenilunio,  l' istante  della  maggiore  azione  dei 
due  astri  è quello  del  passaggio  della  luna  al  meridiano,  e lo  slesso  deve  pure 
dirsi  dell'epoca  del  primo  e dell*  ultimo  quarto:  ma,  nelle  altre  posizioni,  que- 
st'istante precede  o vien  dopo  il  passaggio  al  meridiano,  senza  mai  però  allon- 
tanarsene molto.  Ed  è appunto  V ora  di  questo  istante  che  deve  determinarsi 
per  ciascun  luogo  in  particolare,  ed  alla  quale  bisogna  poi  aggiungere  36  ore  e 
più  l'ora  dello  stabilimento  del  porto  di  questo  luogo:  la  somma  di  questi  tre 
tempi  è l’ora  dell'alta  marea. 

La  determinazione  generale  dell'istante  della  maggior  marea  vien  data  in  un 
modo  sufficientemente  approssimativo  dalla  seguente  formula  che  Dauiele  Ber- 
noulli  espose  in  una  memoria  che  riportò  nel  174°  il  premio  proposto  dall' Ac- 
cademia delle  Scienze  di  Parigi: 

“"““>/[t(|+v uWì)]’ 


ove  a è il  tempo,  espresso  in  gradi,  che  scorre  tra  il  passaggio  della  luna  al 
meridiano  del  luogo  e ristante  dell'alta  marea,  ed  A una  quantità  determinata 
dalla  relazione 


a scn  y cosy 


indicando  con  y 1'  arco  della  disianza  in  ascensione  retta  Ira  il  sole  c la  luna 
Se  ora  si  prende  un  aróo  ausiliare  Z»,  tale  che  si  abbia 


• — — A ss  tangi 


7 — 4 *cn*  9 

4sen*;  cosy  1 
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tsng^ 


a,5- 


c la  formula  precedente  si  ridurrà  a 
senor  = sen^{5° ■— 


ossia  ^ c=45° *ìt 

■»  2 rw 


Si  calcolano  immediatamente  le  36  ore  di  ritardo  osservando  thè  iu  questo 
intervallo  la  luna  si  avaoia  di  circa  190,  c che  così  basta  cangiare  ? in  y — 
ossia  in  9 — 2o°  , come  fa  Bernoulli  per  avere  un  numero  tondo,  ed  allora  le 
formule  divengono 

. 2.5-I-cos2(  z>  — 20®) 

sèo a(ù  — aou) 


«=45°-fv> 


ed  9.  ridotto  in  tempo  dà,  a seconda  del  suo  segno,  il  ritardo  o l’anticipazione 
delTalta  marea  sull'ora  del  passaggio  della  luna  pel  meridiano. 

Queste  formule,  dalle  quali  si  può  dedurre  una  tavola  comodissima  per  la  pra- 
tica, danno  dei  resultati  numerici  che  sono  sensibilmente  d’accordo  coi  falli  os- 
servati , quantunque  parecchi  eleroeoli  importantissimi  vi  siano  trascurati.  La- 
place. considerando  tutte  le  circostanze  omesse  da  Bernoulli  , è giunto  ad  una 
formula  senza  dubbio  più  esalta,  ma  talmente  complicata  che  la  lunghezza  dei 
calcoli  die  essa  trae  seco  la  rende  di  un  uso  troppo  difficile  ; e siccome  di  più 
basta  sempre  conoscer  V ora  dell'  alla  marea  con  un'  approssimazione  di  qualche 
minoto,  perché  diverse  circoslenze  accidentali,  rorae  la  direzione  e la  forra  dei 
Teoli,  apportano  spesso  variazioni  più  considerabili,  si  fa  uso  generalmente  della 
formula  di  Bernoulli,  prendendo  però  dei  valori  piti  precisi  di  quelli  che  egli 
dà  nella  sua  tavola.  Nell'  Annuario  dell  Ufìzio  delie  Longitudini  di  Parigi,  ai  * 
trovano  due  tavolette  comodissime,  e varj  esempi  di  calcolo  ai  quali  rimandiamo 
il  lettore. 

L'  altezza  delle  maree  si  misura  prendendo  per  termine  di  coufrouto  la  media 
Ira  Palla  e bassa  marea,  ed  è questa  altezza  media  ebe  si  esprime  coll' unità: 
siccome  tale  altezza  è differente  secondo  le  località,  per  rendere  i resultati  del 
calcolo  applicabili  a un  luogo  particolare  bisogna  preventivamente  determinare 
il  valore  dell’  unità  di  altezza  per  questo  luogo,  il  che  non  può  farsi  che  me- 
diante una  lunga  serie  di  osservazioni. 

In  tal  guisa  si  è trovalo  l'unità  di  allevia  pc»  seguenti  porli  della  Francia: 

Unità  di  altetzQ 


Porto  di  Brest 3*",  ai 

« di  Lorient  . . a , 

* di  Cherbourg.  a , 70 

vt  di  Granatile.  . *.  6»,  35 

» di  St*Malo  ....  * 5 , 

» di  Audierne.  a , 00 

» di  Croisic.  . • a ,68 

•»  di  Dieppe a , 87 


« 
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La  formula  di  cui  si  fa  uso  per  calcolare  I*  altezza  della  marea  non  si  riferi- 
sce che  alle  maree  sizigie,  ossia  alle  massime  maree,  le  sole  d'altronde  di  cui  possa 
essere  importante  il  conoscere  P altezza  assoluta  delle  acque  : essa  è dovuta  a La- 
place ; eccola  : 

z = ( i1  cosa  D •+•  3 p* cosa  D'  ) , * 

iu3 

ore  D e D'  sono  le  declinazioni  respetlive  del  sole  e della  luna  nell' istante  della 
sizigie,  < è eguale  all'onit.ì  divisa  pel  raggio  vettore  del  sole,  preudendo  per  uni- 
tà il  valore  medio  di  questo  raggio,  ed  V è la  parallasse  orizzontale  attuale  della 
luna  divisa  per  5i'  ìn  che  ne  è il  valore  medio.  Per  mezzo  di  questa  formula  si 
danno  ogni  anno,  nella  Connaissancc  des  temps , le  altezze  delle  maree  sizigie;  basta 
poi  moltiplicare  queste  altezze  per  P unità  di  altezza  di  un  luogo,  per  ottenere 
P altezza  assoluta  della  marea.  Trovando,  per  esempio,  che  per  il  novilunio  di 
Settembre  i836  l'altezza  della  marea  è o,q3 , se  si  vuol  conoscere  P elevazione 
delle  acque  nel  porto  di  Brest,  si  moltiplicherà  o.q3  per  l'unità  di  altezza  di 
Brest,  vale  a dire  per  S^.ai,  e il  prodotto  am,98r>3  sarà  P elevazione  cercata.  Si 
vede  che  essa  sarà  al  di  sotto  della  inedia.  In  generale,  essendo  a l'unità  d'al- 
tezza di  un  porto,  espressa  in  metri  o iu  qualunque  altra  misura,  az  sarà  l’al- 
tezza della  marea  nelle  sizigie.' 

Il  (dessimo  vstore  di  z è 1,(78,  e II  suo  valore  minimo  0T17 

MARIE  ( Giuseppi!  Francesco),  nato  a Rod* z nel  1738,  si  recò  a Parigi  ove  fece  i 
suoi  stndj  e vestì  l'abito  ecclesiastico.  Succeduto  nel  17(3:1  all' abate  La  Calile 
nell'impiego  di  professore  dV  matematiche  nel  collegio  Maturino  , si  applicò  a 
rivedetele  Lezioni  di  matematiche  del  suo  predecessore . delle  quali  diede  un'ec- 
cellente edizione  arricchita  d'importanti  aggiunte.  Tali  lezioni,  sovente  ristam- 
pate, sono  stale  per  lungo  tempo  classiche  nelle  scuole  e sono  tuttora  usate  ili 
alcuni  collegi.  Esse  comparvero  nel  1781,  in  Firehze,  tradotte  in  italiano  dai  pp. 
Stanislao  Canovai  e Gaetano  Dei-Ricco  delle  Scuole  Pie,  che  diedero  nuovo 
• pregio  at  libro  illustrandolo  con  utili  schiarimenti  ed  ampliandolo  d’interes- 
santi aggiunte.  Tale  traduzione  è stata  ristampata  in  Firenze  parecchie  volte  e 
sempre  con  nuovi  miglioramenti  per  le  cure  indefesse  che  vi  hanno  portalo  i 
dotti  traduttori  e il  loro  successore  p.  Giovanni  Inghirami  delle  Scuole  Pie  ; ma 
la  sesta  edizione  pubblicata  nel  1816,  e più  particolafmente  la  settima  del  i8a5, 
dovute  ambedue  a quest'  ultimo,  si  distinguono  per  tali  e tante  variazioni  e per- 
fezionamenti, che  hanno  assunto  l'aspetto  e il  carattere  di  opera  originale.  L’ab. 
Marie  rivide  ancora  le  Lezioni  di  ottica  di  La  Caille  , e presedè  alla  ristampa 
delle  Tavole  dei  logaritmi  dello  stesso  autore.  Egli  mori  a Mcmel  in  Prussia  il 
a5  Febhrajo  1801. 

MARIO  (StsroNE  Mayer,  più  noto  sotto  il  nome  di),  astronomo,  nato  nel  1070  a 
Guntzenhausen , dopo  avere  studiato  la  scienza  sotto  il  celebre  Ticone  Brahé 
nell'isola  di  Hueen  , si  recò  in  Italia  ove  soggiornò  tre  anni.  In  questo  tempo  , 
tradusse  in  Ialino  con  alcune  varianti  il  Trattato  del  compasso  di  proporzione 
di  Galileo,  e diede  tale  traduzione  a BvJdasiarre  Capra,  che  poi  la  stampò  come 
opera  sua  oiigiuate.  Reduce  in  Germania,  Mario  divenne  astronomo  dell'elettore 
di  Brandeburgo , e moli  nel  1624  a Norimberga.  Mario  è nòto  principalmente  per 
avere  spaccialo  di  essere  stato  il  primo  in  Germania  ad  osservare  i satelliti  di 
Giove  e le  macchie  del  sole.  Egli  affacciò  questa  pretensione  in  un'opera  intito- 
lala : Afundus  jovialis  anno  1609  detectus  ope  perspicilli  belgici , Norimberga, 
ibi 4,  in-4,  nella  quale  dimostra  le  rivoluzioni  dei  satelliti  di  Giove,  che  quasi 
in  nulla  differiscono  da  quelle  pubblicate  due  ahni  prima  da  Galileo  nel  suo 
jSnncius  sidercus.  Egli  vi  suppone  alcune  osservazioni  da  lui  fatte  di  questi 
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piccoli  pianeli,  e colla  prima  di  ette,  che  è in  data  del  29  Dicembre  1G09,  ▼te- 
rbio siilo,  intende  di  dimostrare  la  sua  anteriorità  sopra  Galileo  che  nou  osservò 
i satelliti  che  il  7 Gennajo  1610,  nuofo  stile.  Galileo  gli  rimproverò  questa  so- 
perchimi* di  data,  notando  come  per  la  diversità  di  dieci  giorni  che  esisteva  nel 
computo  «lei  tempo  tra  i cattolici  che  avevano  adottata  la  riforma  gregoriana  e i 
protestanti  che  continuavano  a far  uso  del  calendario  di  Giulio  Cesare,  il  7 Gennajo 
«lei  primi  corrispondeva  al  28  Dicembre  dei  secondi  Rivendicata  cosi  l'anterio- 
rità della  propria  scoperta,  in  quanto  -che  1' osservazione  di  Mario  , ancorché  non 
si  fosse  voluta  supporre  copiata  dal  Nuncius  sidereus , non  sarebbe  stata  che  del- 
1'  8 Gennajo,  Galileo  sostenne  che  Mario  non  aveva  mai  veduto  i satelliti,  dimo- 
strando Ciò  per  mezzo  dei  diversi  abbagli  che  esso  non  avrebbe  presi  se  gli 
avesse  realmente  osservati.  Ma,  sia  che  Mario  non  osservasse  mai  i satelliti,  o gli 
osservasse  dopo  I*  annunzio  datone  da  Galireo,  è certo  che  il  Mundus  jovialis 
nulla  contiene  che  un  astronomo  non  avesse  potuto  scrivere  «lofio  aver  letto  il 
libro  di  Galileo  e senza  aver  veduto  co’  prnprj  occhi  i nuovi  pianeti.  Mario  però 
ha  fatto  delle  osservazioni  sulla  sci nt inazione  delle  stelle  che  ha  preteso  di  spie- 
gare, ed  è slato  il  primo  a descrivere  la  nebulosa  della  cintura  di  Andromeda. 
Egli  ha  pubblicato  ancora:  I Tabu/ac  direcfionum  novae  universae  Europa e 
insérvientes , Norimberga,  in  4;  li  Ihscorso  sulla  cometa  del  1618  (in 

tedesco),  ivi,  1619,  i n - 4 Mai  io  aveva  pubblicalo  pure  a Norimberga  dal  1G10  in 
poi  diversi  almanacchi  che  ebbero  raoltrf  voga  ; ed  aveva  tradotto  in  tedesco  i 
primi  sei  libri  della  geometria  d ’ Euclide , Anspach,  1610,  infoi. 

MARIOTTF.  (Edmo),  uno  dei  dotti  più  distinti  del  secolo  deci moset limo,  ed  uno 
dei  primi  che  abbiano  introdotto  in  Francia  la  fisica  sperimentale,  nacque  nelle 
vicinanze  di  Digione  in  un’epoca  che  non  si  conosce.  Aveva  abbracciato  tostato 
ecclesiastico  ed  era  priore  di  san  ' Mari  ino  sotto  Beaune  , quando  all'epoca  della 
fondazione  dell'  Accademia  delle  Scienze  fu  chiamalo  0 fame  parte.  Più  fisico 
che  geometra.  Marinile  ha  confermalo  con  molliplièi  esperienze  la  teoria  del  moto 
dei  corpi  trovata  da  Galileo,  e quella  dell' idrostatica  o della  scienza  dell' equi- 
librio dei  fluidi,  che  lo  stesso  Galileo  e Pascal  avevano  resuscitala  11  Tralté  du 
tnouvement  des  eaux  di  Marini  te,  dato  in  luce  da  F.  de  la  Hire,  Parigi,  1786, 
in-12,  è stato  oscurato  dalle  opere  che  d’  Alembert,  Bossut , cc.  hanno  pubbli- 
cate sulla  stessa  materia;  ma  gli  rimane  l'onore  di  aver  dimostralo  che  l'appli- 
cazione della  geometria  alle  scienze  fìsiche  era  il  solo  mezzo  di  ottenere  resultali 
veramente  soddisfacenti.  11  Suo  Discourr  sur  P a ir,  che  comparve  nel  1679,  con- 
tiene una  serie  di  esperienze  interessanti,  allora  assolutamente  nuove.  Mariolte 
morì  il  iz  Maggio  iG84s  e la  Raccolta  delle  sue  opere  è stata  pubblicata  a Lei- 
da nel  1717,  2 voi.  iu-4,  e ristampala  all'Aja,  >74°s  3 voi.  in~4-  Gli  articoliche 
la  compongono  sono:  Trattato  della  percussione  o urto  dei  corpi  ; — Saggi 
di  fisica : della  vegetazione  delle  piante;  della  natura  delP aria;  del  caldo  e 
del  freddo ; della  natura  dei  colori  ; — Trattato  del  moto  delle  acque  , — 
Regole  per  gli  zampilli  cP  acqua ; — Nuova  scoperta  concernente  la  vi- 
sta; — Trai  tato  di  livellazione ; • — Trattato  del  moto  dei  pendoli ; — Espe- 
rienze concernenti  i colori  e la  congelazione  dell'  acqua;  — Saggio  logico . L'elo- 
gio di  Mariolle  è stato  scritto  da  Condurrei. 

MARTE  ( Astron ).  Nome  di  uno  dei  pianeti  del  nostro  sistema  solare;  è il  quarto 
nell'  ordine  delle  distanze  dal  sole.  Si  rappresenta  col  segno  £ . 

Questo  pianeta,  la  cui  luce  è rossastra  e comparisce  sempre  appannata,  il  che 
indica  resistenza  di  un'atmosfera,  eseguisce  la  sua  rivoluzione  intorno  al  sole 
in  68G  giorni,  a3  ore  3o'  39".  Sebbene  lontano  dal  sole  più  della  terra,  Marte 
è assai  più  piccolo  della  terra;  infatti  il  suo  diametro  non  ha  più  di  1693  le- 
ghe di  2000  lese  !'  una,  e il  suo  volume  è appena  la  sesta  parte  di  quello  della 


Digitized  by  Google 


488  MAH 

terra.  Nulladiraeno  su  quello  piccolo  pianeta  si  distinguono  ilei  contorni  che  sem- 
brano indicare  dei  continenti  e dei  mari.  La  figura  a della  favola  XXXIV  rap- 
presenta Marte  quale  è stato  osservato  a Slough  eoo  un  fortissimo. telescopio.  Le 
parli  che  possono  considerarsi  come  continenti  sono  rivestite  di  un  colere  rosso 
che  proviene  probabilmente  dalla  tinta  ocracea  de!  suolo,  mentre  le  parti  che  si  as- 
somigliano a dei  mari  compariscono  verdastre.  Queste  macchie,  che  solcano  cosi 
la  luce  che  ci  tramanda  questo  pianeta,  non  sono  sempre  visibili,  ma  quando  si 
scorgono  presentano  sempre  ia  stessa  apparenta.  Sembra  dunque  ornai  fuor  di 
dubbio  che  Marte  sia  circondato  da  un’atmosfera,  le  cui  nubi  ora  nascondono  ed 
ora  scoprono  queste  macchie.  Se  nc  osservano  alcune  assai  distinte  situale  verso 
i poli  e di  una  bianchezza  abbagliante,  che  si  è supposto  esser  formate  da  grandi 
masse  di  neve.  Questa  congettura  sembra  Unto  più  probabile  in  quanto  che  que- 
ste macchie  spariscono  quando  sono  stale  esposte  molto  tempo  al  sole,  roeutre 
alT  opposto  acquistano  Li  massima  loro  dimensione  dopo  le  lunghe  notti  degl’ in- 
verni polari. 

Il  giorno  e la  notte  succedonsi  su  questo  pianeta  presso  a poco  come  sulla 
terra,  perchè  la  durata  datla  sua  rotazione  sopra  sè  medesimo  è di  24  ore  3<)f  21",  3. 
Prendendo  per  unità  *il  volume,  la  massa  e la  densità  della  terra,  il  volume  di 
Marte  vien  rappresentalo  da  0,17  , la  sita  massa  da  o,  i3,  e la  sua  densità  media 
da  0,77;  cosi  la  sua  densità  si  approssima  troppo  a quella  della  (erra,  per  non 
far  supporre  che  su  questo  pianeta  tutto  avvenga  presso  a poco  come  sul  pianeta 
che  noi  abitiamo. 

Prendendo  per  unità  di  misura  la  lega  di  posi  a,  cioè  di  2000  lese,  le  dimensioni 
dell*  orbila  di  Marte,  secondo  Delarahre , sono 

Asse  maggiore  . % 124  54^  920  leghe 

Eccentricità 5 56C  896 

Ma  ssima  disianza  dal  sole 65  33<)  856 

Minima  disianza  dal  sole 5q  206  of>  j 

Questo  pianeta  si  allontana  dalla  terra  fino  alla  distanza  di  105227117  leghe, 
e se  ne  avvicina  fino  a quella  di  i43i88o3  leghe.  Ecco  i suoi  elementi  riferiti 
al  i.°  Genuajo  i$oi  : 


Semiasse  maggiora,  preso  per  unità  quello  della  terra  . . . i.3230ija3 

Eccentricità  in  parli  del  semiasse  maggiore 0,0933070 

lliamétro  equatoriale,  preso  per  unità  quello  della  terra  . . . 0,5170000 

Periodo  siderale  medio^  in  giorni  solari  medj 686^,  9796$ 58 

Inclinazione  siili’  «eclittica i°  5if  6'*, a 

Longitudine  del  nodo  ascendente  .........  {8  o 3 ,5 

Longitudine  del  perielio . 33a  23  56  ,6 

Longitudine  media  dell'epoca  ..........  64  22  55  ,5 


Marte  non  presentii  delle  fasi  complete  e distinte  come  Mercurio  e Venere  , ma 
il  suo  diametro  medio  apparente,  che  non  è che  di  r/  , 7 nelle  sue  congiunzioni, 
aumenta  fino  a -9", 2 nelle  sue  opposizioni:  la  sua  parallasse  è presso  a poro 
doppia  di  quella  del  sole.  Il  moto  di  Marte,  veduto  datla  terra,  apparisce  tal- 
volta retrogrado,  ma  questo  fenomeno,  che  gli  è comune  con  lutti  gli  altri  pia- 
neti più  distante  dal  sole  della  terra,  sarà  esposto  all’ articolo  Pianeta. 

MARTIN  (Beniamino),  matematico  ed  ottico  inglese,  nato  nel  1704  e morto  nel 
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1782,  ha  composto  no  numero  grande  di  opere  non  prive  di  merito;  le  princi- 
pali tono  : I Aritmetica  decimale , Londra,  1747,  in-8  -,  II  Dottrina  dei  logaritmi , 
iti,  174°.  iu-8;  UI  Teoria  delle  comete , ivi,  «75a,  in-4;  IV  Istituiioni  mate- 
matiche, ivi,  1759,  a voi.  in-8;  V Muovi  elementi  di  ottica , ivi,  1756.  in-8. 
VI  Micrografia , o Muovo  Trattato  del  microscopio , ivi,  1 743,  in-4;  VII  Tri- 
gonometria piana  e sferica , ivi,  1 j3G , 2 voi.  in-8. 

MARZO  ( Ca/end .).  Terso  mese  dell1  anno.  Verso  il  21  di  queslo  mese  il  sole  entra 
nel  segno  dell’  Ariete,  e comincia  allora  la  primavera.  Tedi  Cai.tsD.taio  e Az- 

MILLAta 

MASCHERONI  (Lomento),  matematico,  nato  a Bergamo  nel  1750,  si  applicò  dap- 
prima a coltivare  le  lettere,  e non  aveva  che  diciotto  anni  quando  insegnava 
già  il  greco  ed  il  Ialino  nel  collegio  della  sua  città  nativa.  Chiamalo  in'  seguilo 
a professare  la  lingua  greca  nell’ università  di  Pavia,  v’  insegno  fino  all’età  di 
ventisette  anni  : ma  non  era  queslo  1’  arringo  che  fruttar  doveva  a Mascheroni 
la  sua  celebrità.  Una  circostanza  fortuita  sviluppò  in  lui  una  inclinazione  parti- 
colare per  le  scienze  esatte  e rivelò  la  sua  vera  vocazione.  Un'opera  di  male- 
maliche -essendogli  un  giorno  capitata  tra  le  mani,  la  tesse  con  avidità  e concepì 
tanla  passione  per  tale  scienza,  che  rinunciò  per  applicatisi  a lutti  gli  altri 
studj.  I suoi  progressi  furono  rapidi;  in  breve  ottenne  la  cattedra  di  geometria 
nel  collegio  di  Bergamo  , e non  molto  dopo  fu  fatto  professore  di  geometria  e 
d’algebra  nell’ università  di  Pavia.  Nel  1787  pubblicò  una  memoria  intitolala: 
Metodo  per  la  misura  dei  poligoni  piani , nel  quale  trattava  tutti  i problemi 
che  si  trovano  pure  nella  Poligonometria  di  Lbuillier,  stampata  due  anni  dopo 
a Ginevra  nel  1789.  Quest’ ultima  opera  non  giunse  che  alcuni  anni  dopo  la  sua 
pubblicazione  a notizia  del  Mascheroni,  che  maravigliossi  come  lo  stesso  soggetto, 
gli  stessi  problemi,  fossero  stati  trattati  con  uno  stesso  metodo  da  un  altro  geo- 
metra. Fece  stampare  a Pavia  nel  1793,  col  modesto  titolo  di  Problemi  per  gli 
agrimensori , con  diverse  soluzioni,  un’opera  di  cinque  libri,  i primi  tre  dei 
quali  e parte  del  quarto  non  sono  che  una  nuova  edizione  della  memoria  da  lui 
pubblicata  nel  1787;  la  fine  del  quarto  ha  per  oggetto  di  dare  una  maggior  ge- 
neralità ai  problemi  contenuti  nei  libri  precedenti;  e il  quinto  è consacrato  in- 
teramente alla  misura  dei  solidi.  Ei  profittò  di  questa  pubblicazione  per  rivendi- 
care , nella  prefazione , la  proprietà  della  sua  prima  memoria , e il  fece  col  calore 
che  gl’ ispirava  una  produzione  cui  era  affezionato,  e con  tutti  i riguardi  per 
un  matematico  del  quale  non  voleva  atteuuare  il  merito  Dell'opinione  pubblica. 
All’epoca  della  venuta  dei  Francesi  io  Italia,  il  Mascheroni  tuttoché  si  manife- 
stasse partigiano  del  nuovo  ordine  di  cose,  seppe  adempire  scrupolosamente  ai 
doveri  dello  stato  ecclesiastico  che  aveva  abbraccialo.  I suoi  talenti  e la  rettitu- 
dine dei  suoi  principi  fissarono  sopra  di  lui  i suffragi  de’  suoi  concittadini  : fu 
nominato  membro  del  corpo  legislativo  della  repubblica  cisalpina?  ma  mentre 
esercitava  queste  nuove  funzioni  col  massimo  zelo,  non  tralasciava  di  applicarsi 
allo  studio  delle  scienze  matematiche,  per  le  qpali  conservava  la  stessa  predile- 
zione. Egli  continuava  ad  occupare  la  cattedra  di  matematiche  nell'  università  di 
Favia,  quando  Del  1798  il  governo  italiano  lo  inviò  a Parigi  per  cooperarvi  allo 
stabilimento  del  nuovo  sistema  dei  pesi  e misure.  Ed  ei  si  applicò  a queslo  lavoro 
con  tanto  zelo  e intelligenza,  e vi  spiegò  tali  talenti  che  si  guadagnò  la  stima 
dei  suoi  colleghi , come  colla  sua  dolcezza  e colla  sua  modestia  seppe  guadagnarsi 
la  loro  amicizia.  Ma  la  soverchia  applicazione  sconcertò  la  sua  salute  , e fu  ra- 
pito alle  scienze  ed  agli  amici  il  14  Luglio  1800,  in  età  di  5o  anni.  Il  suo  elogio 
fu  scritto  dal  marchese  Ferdioando  Landi,  e si  legge  nel  tomo  II  delle  Afem 0- 
rie  della  Società  Italiana. 

Diz.  di  Mal.  l'ol.  TI. 
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Le  opere  di  Mascheroni  «ono  : I Sulle  curve  che  servono  a delincare  le  ore 
ineguali  degli  amichi  nelle  superficie  piane , Bergamo,  1 78$,  10-4  ; II  Nuove 
ricerche  sull'  equilibrio  delie  volte , Bergamo,  1785,  in-4:  opera  profonda,  in 
cui  col  soccorso  del  calcolo  integrale  e delie  differenze  del  secondo  ordine  l'autore 
lenta  di  inoltrarsi  io  tale  soggetto  più  avanti  che  fatto  non  Avevano  Bossut  e 
Lorgna  nelle  memorie  da  essi  pubblicate  negli  anni  17^4,  1779  e 1780;  III  Me- 
todo per  la  misura  dei  poligoni  piani , Pavia,  1787,  in-8;  IV  Problemi  per 
gli  agrimensori  con  diverse  soluzioni , Pavia,  1793,  in-8;  V Geometria  del 
Compasso , Pavia,  1797 , in-8  ; tradotta  in  francese  da  Carette , Parigi , 1798  , in-8, 
ed  ivi  ristampala,  1828,  in-8.  Fino  allora  crasi  fatto  uso  della  riga  e del  com- 
passo per  la  risoluzione  dei  problemi  della  geometria  piana.  Mascheroni  io  que- 
st’ opera  si  propone  di  fare  uso  del  solo  compasso,  e con  tale  strumento  risolve 
i quesiti  della  geometria  .elementare.  F.i  vi  ha  raccolto  un  numero  grande  di  pro- 
posizioni non  meno  nuove  che  interessanti:  quelle  soprattutto  che  riguardano  la 
divisione  del  circolo  meritano  di  essere  osservate,  perchè  possono  ricevere  utili 
applicazioni  nella  pratica  per  la  costruzione  degli  strumenti  di  matematica  e di 
astronomia.  VI  Note  sul  trattato  del  calcolo  differenziale  de  Eulero.  Maschero- 
ni ha  scritto  anco  delle  poesie,  e tra  queste  il  suo  Invito  di  Dafni  a Lesbia  nou 
gli  fa  meno  onore  che  la  sua  Geometria  del  Compasso:  ei  vi  descrive  con  pari 
precisione  e facilità  gli  oggetti  curiosi  dell'  anfiteatro  di  fìsica  e del  museo  di 
storia  naturale  dell’  università  di  Pavia.  Ha  lasciato  manoscritte  diverse  memorie, 
e tra  le  altre  una  stilla  piramidometria , soggetto  trattato  dall'illustre  Lsgrange 
prima  di  lui,  ma  che  egli  esamina  sotto  un  aspetto  nuovo.  Una  di  qneste  me- 
morie intitolala:  Spiegazione  popolare  della  maniera  colla  quale  si  regola 
Canno  sestile  0 intercalare,  e il  cominciamento  dell'  anno  repubblicano  è stata 
inserita  dopo  la  sua  morte  nelle  Memorie  di  fisica  e matematica  della  Società 
Italiana,  tomo  IX,  pag.  Sai,  Modena  1802.  Mascheroni  aveva  àltresi  avuto  parte 
nelle  esperienze  fatte  a Bologna  per  provare  il  moto  della  terra  mediaote  la  ca- 
duta dei  corpi. 

MASERES  ( Fbarczsco) , nato  a Londra  il  15  Dicembre  v ^3 1 da  una  famiglia  ori- 
ginaria francese,  si  è reso  celebre  in  parte  pei  suoi  scritti  e in  parte  per  le  grandi 
spese  da  lui  impiegate  nella  ristampa  di  opere  matematiche  utili  per  la  storia 
della  scienza  e divenute  rare.  Dopo  aver  fatto  eccellenti  sludj  letterarj  e ma- 
tematici, nell’  università  di  Cambridge,  Maseres  si  diede  allo  studio  delie  leggi: 
il  suo  primo  impiego  fu  di  procuratore  generale  a Quebec,  e al  suo  ritorno  in 
Inghilterra  nel  1773  fu  fatto  barone  dello  scacchiere,  uffizio  che  occcupò  fino 
alla  sua  morte  avvenuta  il  19  Maggio  1824.  Le  sue  opere  scientifiche,  scritte 
tutte  in  inglese,  sono:  I Dissertazione  sull'uso  del  segno  negativo  in  algebra, 
Londra , «758  , in-4;  li  Elementi  di  trigonometria  piana  con  una  disserta- 
zione sulla  natura  ed  uso  dei  logaritmi , ivi,  1760,  in-8;  III  Principi  della 
teoria  dei  vitaìii] , ivi,  1783,  2 voi.  in-4;  IV  Appendice  ai  principi  d' algebra 
di  Fr end , ivi,  1799,  in-8;  V Trattati  sulla  risoluzione  delle  equazioni  cubi- 
che e biquadratiche  , ivi , i8o3  , in  8;  VI  Risoluzione  delle  equazioni  algebriche 
secondo  i metodi  di  approssimazione  di  llal/cy , Raphson  e Newton , ivi, 
1800,  in-8;  VII  Parecchie  noie  ed  osservazioni  sui  trattali  da  lui  pubblicali  nella 
raccolta  intitolata:  Scrìptores  logaritmici , di  cni  adesso  parleremo,  e varie 
memorie  nelle  Transazioni  filosofiche.  Delle  ristampe  fatte  dal  barone  Maseres 
a sue  proprie  spese  la  più  importante  è quella  intitolata  : Scriptores  logarith- 
mici , ossia  Collezione  di  un  gran  numero  di  trattati  curiosi  sulla  natura  e 
sulla  costruzione  dei  logaritmi  dei  più  eccellenti  matematici  di  Europa  ; que- 
sta raccolta  comprende  sei  volumi  in-4  pubblicati  dal  1791  al  1807.  Vi  si  tro- 
vano le  opere  di  Kcpplcro,  di  Neper  o Napier,  di  Snell,  ec. , sui  logaritmi  , o 
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«opra  soggetti  intimamente  connessi  con  tale  teoria.  La  ristampa  di  questi  anti- 
chi scritti  gli  ha  posti  nelle  mani  di  molti  studiosi  ai  quali  sarebbero  stati  in 
ultro  modo  inaccessibili,  ed  ha  cosi  contribuito  a promuovere  le  cognizioni  sto- 
riche c ad  eccitare  ntìove  indagini.  Gli  Scriptores  optici , pubblicati  nel  iHa3,  è 
una  ristampa  degli  scritti  di  ottica  di  Giacomo  Gregory,  di  Cartesio,  di  Schoote», 
di  Huygens , di  Halley  c di  Barrow , eli  ha  uo  merito  del  medesimo  genere: 
tale  raccolta,  cominciata  molto  tempo  prima,  e per  alcune  circostanze  rimasta 
sospesa,  è stata  terminala  sotto  la  direzione  di  Babbage.  Oltre  queste  opere,  Ma- 
aeres  ha  ristampato  ancora  il  trattato  di  Giacomo  Bernoulli  sulle  permutazioni  c 
sulle  combinazioni,  che  forma  il  primo  libro  dell1  Ars  conjcctandi  di  questo  ma- 
tematico. A sue  spese  pure  fu  stampata  la  traduzione  fatta  da  Colson  delle  Isti • 
tutioni  analitiche  di  Gaetana  Agnesi,  e il  trattalo  Ialino  di  Ilales  sulle  flussioni. 

MASKELYNE  (NAvil),  astronomo  reale  d' Inghilterra  , ed  uno  dei  principali 
osservatori  del  secolo  XY111,  nacqup  a Londra  nel  1732.  11  desiderio  di  dedicarsi 
specialmente  all'astronomia  gli  fu,  dicesi,  inspirato  dall*  ecclisse  solare  del  1 74® 
che  fu  di  dieci  digiti  a Londra;  e per  riuscirvi  si  applicò  indefessamente  allo 
studio  della  geometria,  dell'algebra  e dell' ottica. /Slriuse  amicizia  con  Bradley,  o 
sulle  osservazioni  di  questo  grande  astronomo  calcolò  quella  tavola  di  refrazioni 
che  per  tanti  anni  fu  sola  adoperata.  Inviato  nel  1761  all'isola  di.  S.  Elena  per 
osservarvi  il  passaggio  di  Venere  sul  disco  del  sole  , non  potè  per  la  contrarietà 
del  tempo  adempire  alla  sua  commissione,  ma  mise  a profitto  il  suo  viaggio  per 
esperimcntare  lutti  i melodi  proposti  pel  problema  delle  longitudini.  I suoi  con- 
fronti confermarono  pienamente  le  osservazioni  fatte  da  La  Calile  nel  di  lui  viaggio 
al  Capo  di  Buona  Speranza;  e ritornato  in  Inghilterra  pubblicò  la  sua  Guida  del 
marinaro  (British  m arine r's  guide , iyG3).  Proponeva  in  essa  all' Inghilterra  di 
adottare  il  progetto  d*  almanacco  nautico  idealo  da  La  Caille.  A forza  di  perse- 
veranza, e per  la  considerazione  che  gli  meritarono  altri  lavori,  gli  riuscì  alla  fine 
di  far  approvare  tale  impresa,  e incaricato  di  dirigere  i calcoli  pubblicò  per  qua- 
rantacinque anni  tale  utile  effemeride , imitato  poi  da  tutte  le  nazioni  che  hanno 
marina  ( The  Nautical  Almanac).  Pubblicò  le  tavole  che  potevano  agevolarne 
P uso  a tulli  i naviganti  ( Tables  requisite  to  Le  ased  with  thè  nautica l ephe - 
tneris , 1781).  Nel  1760  succeduto  era  a Bliss  nell'Osservatorio  di  Greevvich  ; e 
colà  per  quarantasette  anni  osservò  il  cielo  con  un'  assiduità  e con  un'esattezza 
di  cui  avevansi  pochi  esempj. 

Maskelyne  ha  fatto  poco  per  la  teoria  della  scienza,  ma  ha  fatto  moltissimo  per 
il  perfezionamento  degli  strumenti  e dei  metodi  di  osservazione.  Fu  il  primo  a 
notare  scrupolosamente  c con  una  esattezza  mirabile  gl'  istanti  precisi  del  passag- 
gio degli  astri  al  meridiano:  s'impose  la  legge  di  osservarli  tutti  ai  cinque 
fili  del  sqo  canocchiale:  è a lui  dovuta  la  mobilità  che  seppe  dare  all'oculare 
per  condurlo  successivamente  dirimpetto  a ciascuno  di  tali  fili , premunendosi 
così  contro  qualunque  parallasse:  a lui  si  deve  pure,  pei  quarti  di  circolo,  pei 
settori  e per  gli  altri  strumenti  astronomici,  una  sospensione  del  filo  a piombo 
molto  migliore  e che  oggi  è generalmente  adottata:  finalmente  fu  egli  il  primo  a 
darci  l'esempio  di  dividere  un  secondo  di  tempo  in  dicci  parli;  non  già  eh' ei 
sperasse  di  non  ingannarsi  mai  di  uno  o due  decimi,  ina  è pressoché  impossibile 
che  i cinque  errori  operino  nello  stesso  senso;  i fili  debbono  correggersi  l'un 
l'altro;  cd  è poi  cosa  di  fatto  che  la  inedia  aritmetica  tra  le  cinque  osserva- 
zioni, paragonala  coll'osservazione  fatta  al  filo  di  mezzo,  vi  coucorda  sempre  con 
mirabile  esattezza.  Tutti  i prefati  mezzi  uniti,  imitati  dopo  da  lutti  gli  astrono- 
mi, condussero  l'arte  dell'osservazione  ad  una  precisione  cui  sembra  quasi  im- 
possibile di  superare.  Tali  obbligazioni,  già  sì  importanti,  non  sono  le  sole  che 
si  abbiano  a Maskelyne;  prima  di  lui,  tutte  le  osservazioni  rimanevano  sepolte 
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negli  Osserialorj  ove  erano  siale  falle,  erano  come  non  attenute  , e perdevano 
mila  r importanza  che  poletano  avere  nell’  interesse  della  scienza.  Kgli  ottenne 
•lai  consiglio  della  Società  Reale  di  Londra  che  tulle  le  lue  ostertazioni  fossero 
stampale  per  fascicoli,  c d’anno  in  anno.  Tali  fascicoli  formano  presentemente 
quattro  volumi  in-fol. , che  uniti  ai  due  volutili  delle  osservazioni  di  Bradley  , 
pubblicate  aiuh'  esse  quaranl’  anni  dopo  la  morie  di  questo  astronomo  per  le 
reiterate  istanze  di  Maskelyne,  formaoo  una  raccolta  preziosa,  la  quale,  se  per 
qualche  gran  rivoluzione  le  scienze  si  perdessero,  basterebbe  a somministrare  i 
materiali  per  ricostruire  l’edilizio  della  moderna  astronomia.  Maskelyne  ti  ap- 
plicò ancora  a determinare  l'attrazione  delle  montagne:  per' le  sue  esperienze 
scelse  la  montagna  Schchallien  nella  contea  di  Perth,  nella  Scozia,  e ne  concluse 
che  la  dentila  della  montagna  doveva  essere  pressoché  la  metà  della  densità  me- 
dia della  terra:  si  avevano  già  molli  altri  riscontri  die  |a  densità  deve  andar  cre- 
scendo dalla  circonferenza  al  centro.  Un’altra  conclusione  che  trasse  dalle  sue  os- 
servazioni è che  la  densità  della  terra  deve  essere  circa  quattro  in  cinque  tolte 
quella  dell'acqua.  Col  mezzo  di  esperienze  di  un  genere  affatto  diverso,  Caten- 
dish  la  trovò  dipoi  cinque  volte  e mezzo;  ed  in  ricerche  tanto  delicate  difficil- 
mente si  sarebbe  aspettalo  un  accordo  più  soddisfacente.  Maskelyne  mori  il  9 
Fehbrajo  181 1,  in  età  di  settantotto  anni.  Oltre  le  opere  di  sopra  citate,  ha  pub- 
blicato parecchie  memorie  nelle  Transazioni  filosofiche  e nel  Nautical  Alma- 
nac  : e fu  pure  editore  delle  tavole  lunari  di  Tobia  Mayer,  alla  vedova  del  quale 
fece  accordare  dal  governo  iuglese  una  ricompensa  di  5ooo  lire  sterline 

MASON  (Cablo),  astronomo  inglese,  era  assistente  di  Bradley  nell’ Osservatorio 
reale  di  Greenwich,  allorché  le  tavole  lunari  di  Mayer  furono  inviate  a Londra 
pel  premio  delle  longitudini.  Si  trattava  di  valutare  il  pregiò  di  queste  tavole; 
e poiché  esistevano  1220  osservazioni  esattissime  fatte  da  Bradley  dal  ty5o  al 
1 760,  si  concepì  la  speranza  non  solo  di  verificare  ma  di  migliorare  por  anco 
I'  opera  di  Mayer.  Mason , che  fu  incaricato  di  tale  lavoro  dalla  Commissione 
delle  longitudini , introdusse  nelle  prefate  tavole  parecchie  equazioni  indicale  da 
Mayer,  ma  di  cui  questi  per  mancanza  di  osservazioni  convenienti  non  aveva 
potuto  determinare  T esatto  valore;  vi  fere  inoltre  alcune  leggere  correzioni,  e 
Maskelyne  pubblicando  il  lavoro  di  Mason  col  titolo  di  Majrer's  Lunar  tablet 
ìmproved  by  M . Charles  Mason , pub/ished  by  arder  of  thè  commissioners  of 
longitudes , Londra  1787,  tenne  di  potere  assicurare  che  in  nessun  caso  l’errore 
delle  tavole  cosi  corrette  oltrepasserebbe  i 3o".  Mason,  inviato  in  America  insieme 
con  Dixon  per  determinare  i confini  della  Pensilvania  e del  Maryland,  colse  que- 
sta occasione  per  misurare  un  gradò  del  meridiano,  di  cui  la  latidudine  media  è 
di  3 90  iaf.  Tale  operazione  è unica  nel  suo  genere,  almeno  tra  i gradi  moderni; 
imperocché  non  ha  per  base  alcun  triangolo.  I due  astronomi  segnarono  sulla  su- 
perficie della  terra  la  loro  linea  meridiana,  e la  misurarono  colla  catena  da  un’estre- 
mità all’altra.  Non  avevano  da  attraversare  che  terre  incolte  o foreste,  nelle 
quali  erano  padroni  di  fare  le  tagliate  convenienti.  Mason  mori  in  Pensilvania  nel 
mese  di  l'ehbrajo  1787.  Il  suo  lavoro  era  stato  inviato  a Londra,  ove  fu  calco- 
lato da  Maskelyne,  di  cui  la  memoria  comparve  nelle  Transazioni  filosofiche 
del  1768.  Maskelyne  trovò  tale  grado  di  363763  piedi  inglesi,  cui  valutò  56904  '/a 
tese  di  Parigi,  cioè  più  corto  di  circa  5o  tese  di  quello  resultalo  dalle  operazioni 
fatte  in  Francia  per  1’  istituzione  del  sistema  metrico.  Cavendish  ha  sospettato 
che  l’attrazione  delle  montagne  Alleghany  dall’ una  parte,  e dall'altra  la  minore 
attrazione  del  mare  abbiano  potuto  diminuire  tale  grado  di  60  in  100  tese. 

MASSA  ( Fis . Mal.).  I fisici  indicano  sotto  il  nome  di  Massa  la  quantità  as- 
soluta di  materia  della  quale  un  corpo  è composto.  Questa  quantità  varia 
cui  volume  del  corpo , ma  non  è ad  esso  proporzionale  , poiché  un  corpo  può 
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contenere  una  piccolissima  quantità  di  materia  sotto  un  volarne  grandissimo  , • 
vice-versa  ; ciò  proviene  dai  vuoti  o interstitj  chiamati  pori , i quali  separaao 
le  molecole  dei  corpi.  Considerando  gli  elementi  primitivi  dei  corpi  come  punti 
materiali  uguali  tra  loro,  possiamo  dire  che  due  corpi  di  uno  stesso  volume, 
quello  che  ha  maggior  massa  contiene  un  maggior  numero  di  elementi;  questo 
numero  essendo  indefinitamente  grande  non  potrebbe  essere  espresso,  e non  pos- 
siamo misurare  direttamente  la  massa  di  un  corpo,  ma  possiamo  trovare,  come  lo 
vedremo,  il  suo  rapporto  con  la  massa  degli  altri  corpi. 

Osserviamo  che  ciascun  punto  materiale  di  un  corpo  è sottoposto  alla  forza 
della  gravità,  e che  questa  forza  è rappresentata  dalla  velocità  g che  un  corpo 
acquista  , nel  primo  secondo  della  sua  libera  caduta  alla  superficie  della  terra. 
L’  intensità  della  resultante  di  tulle  le  forze  parziali  che  agiscono  sopra  un  nu- 
mero qualunque  M di  punti  materiali  legati  tra  loro,  e che  formano  un  corpo, 
è uguale  alla  somma  di  queste  forze,  vale  a dire  ad  M Xge  siccome  questa  re- 
sultante è d'altra  parte  uguale  al  peso  del  corpo,  si  ha,  P indicando  il  peso 
( Vedi  questa  carola),  la  relazione 

P = «lXf. 

Qualunque  altro  corpo  la  cui  massa  fosse  M’  e il  peso  P'  dando  ugualmente 

F'  = M'XS, 

ne  resulta 

P:  P,  = MXy:  B'X«  = M:  M' ; 


vale  a dire  che  le  masse  di  due  corpi  sono  tra  loro  come  i loro  pesi  ; poiché 
i numeri  M ed  M'  dei  punti  materiali  sono  , per  quello  che  abbiamo  detto  , le 
masse  respettive  dei  corpi  i cui  pesi  sono  PeP'.  È facile  vedere  che  la  no- 
zione di  massa  non  ha  altro  valore  reale  che  quello  che  essa  deduce  dalla  con- 
celione  trascendente  di  forza. 

La  relazione  PsM^,  donde  si  deduce  Ma  — , permette  di  sostituire  alla 

8 

massa  il  peso  in  tulle  le  questioni  di  meccanica,  e per  conseguenza  di  valutare 
in  numeri  delle  quantità  che  rimarrebbero  indeterminate  senza  questa  circo- 
stanza. 

• 

Se  vogliamo,  per  esempio,  valutare  U velocità  comune  che  avranno  dopo 
I’  urto  due  corpi  non  elastici,  i cui  pesi  espressi  in  chilogrammi  sono  P e P',  e 
i quali  a’  incontrano  direttamente  con  le  velocità  respettile  v e o';  ti  sa  (Fedi 
Usto)  che  nel  caso  dell'urto  diretto,  quando  i corpi  si  muovono  nel  medesimo 
senso  , si  ha  1’  espressione  generale 


ss  indicando  la  velocità  cercata  e M ed  5F  le  masse  dei  mobili.  Ponendo  dunque 
P P* 

M = — -,  M*  ==  — , e sostituendo,  viene,  ridurendo, 
o 8 


P^-t-PV 

U sa- ; 

Ph-P'  ’ 

donde  ti  vede  che  basta  sostituire  le  masse  con  i pesi.  Se  si  avesse,  per  esempio 
P=iacA-  , V>=;8ch-  , , = ,'",5.  ,/=a” 
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ti  troverebbe 
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iaX  i,5-t-8Xa 

““ 7TZÌ ’7’ 

Tale  a ilire  che  dopo  l’urlo  i due  corpi  avrebbero  una  velocitò  comune  di  i",? 
per  secondo.  Se  si  trattasse  di  paragonare  le  quantità  di  moto  dei  due  mobili 
avanti  l'urto,  ti  comincerebbe  da  avere,  per  la  loro  valutazione , 

Mv  =>  — = — . zaX  *>5b3  — . 18  , 

8 8 8 

I'V  i i 

I MVc= =3—  .8X3  = — >6, 

8 8 8 

e,  senta  aver  bisogno  di  tener  conto  del  fattore  —,  se  ne  concluderebbe  che  le 

quantità  di  moto  dei  due  mobili  stanno  tra  loro  come  i8:  iG , ovvero  come 
9 : 8.  Dopo  1’  urto , la  quantità  di  moto  del  primo  mobile  sarebbe 


— iaXt,7<=3— *°i4i 
8 8 

e quella  del  secondo 


— 8 X »>  7=—  i5,6. 

8 8 

Possiamo  verificare  questi  resultamenli  di  calcolo  osservando  che,  poiché  la  som- 
ma delle  quantità  di  moto  dev’  essere  la  stessa  avanti  e dopo  l’urto,  bisogna  che 
si  abbia  1’  uguaglianza 

— s8  H-  — ifì  = — ao,  i — 1 3,6  , 

8 8 8 8 


la  quale  si  riduce  infatti  all’  identità 


Questi  esempi  bastano  per  indicare  il  metodo  da  seguire  in  tulli  i casi. 

Il  rapporto  della  massa  di  un  corpo  al  suo  volume  è ciò  che  si  chiama  la  sua 
densità  ( Vedi  Dzssitì-).  Possiamo  ancora,  nelle  questioni  di  meccanica  sostituire 
il  prodotto  del  volume  nella  densità  alla  massa;  e reciprocamente. 

Massa  dii  Piaseti.  Le  masse  dei  pianeti  che  hanno  dei  satelliti  possono  tro- 
varsi assai  facilmente,  almeno  per  approssimazione,  nel  modo  seguente:  sia  T 
il  tempo  della  rivoluzione  siderale  del  pianeta  intorno  del  sole,  a la  sua  di- 
stanza media , m la  massa  del  pianeta  ed  M quella  del  sole , si  avrà  ( V i tdi  Rs- 
VOLUZIOIE) 
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Sia  ora  t il  tempo  della  rivoluzione  siderale  di  un  satellite  intorno  del  suo 
pianeta , a'  la  sua  media  distanza  ed  m'  la  sua  massa,  si  avrà  egualmente 

3 


m 


Trascurando  le  frazioni 


piccolissime 


i 

a 


m 

’ "S  1 


c 


i 

a 


m'  . . 

— , queste  equazioni  di- 


vengono 


a a 

__  a « a aro 

Tra , /ra 

i t 


M m 

e dividendole  termine  a termine  si  ottiene 


t 3 


donde,  prendendo  la  massa  del  sole  per  uniti , si  ha. 


Con  questa  formula  che  si  è potuta  ottenere  una  prima  approssimazione  delle 
masse  di  Giove,  di  Saturno  e di  Urano.  Quella  della  Terra,  il  cui  valore  ó il 
più  importante,  poiché  essa  deve  in  seguito  servire  a determinare  compara- 
tivamente la  massa  del  sole  presa  per  unità,  è stala  calcolata  in  un  modo  più 
rigoroso,  col  seguente  metodo.  Conoscendo  Ip  spazio  che  un  corpo  percorre 
liberamente  nel  primo  secondo  della  sua  caduta  alla  superficié  della  Terra,  pos- 
siamo mediante  la  legge  d' attrazione  calcolare  lo  spazio  che  esso  descrive- 
rebbe nel  medesimo  tempo  se  esso  fosse  trasportato  ad  una  distanza  eguale  a 
quella  della  Terra  dal  Sole;  ma  da  un'altra  parte  si  può  ancora  calcolare  lo  spa- 
zio che  la  Terra  descrive  in  un  secondo  per  avvicinarsi  al  Sole,  poiché  questo 
spazio  è ‘il  seno-verso  dell'  arco  che  essa  percorro  nella  sua  orbita  io  un  secondo 
{Vedi  Centrai.r  e Gravita):  ora,  lo  spazio  descritto  dal  corpo  trasportato  alla 
distanza  dal  Sole  sta  alto  spazio  descritto  dalla  Terra,  come  la  forza  d'attrazione 
della  Terra  sta  alla  forza  d'attrazione  del  Sole,  o come  la  massa  della  Terra  sta 
a quella  del  Sole,  giacché  1' attrazione  sta  in  ragione  diretta  delle  masse. 

Le  masse  di  Venere  e di  Marte  che  sfuggono  ai  due  precedenti  metodi  sono 
state  valutate  mediante  le  perturbazioni  che  esse  producono  nei  movimenti  della 
Terra.  Finalmente  la  massa  di  Mercurio  c stata  dedotta  dalla  sua  densità,  nell'ipo- 
tesi che  le  densità  dei  pianeti  siano  reciprocamente  proporzionali  alle  loro  medie 
disianze  dal  Sole,  ipotesi  che  soddisfa  con  sufficiente  esattezza  alle  densità  respet- 
tive  della  Terra,  di  Giove,  e di  Saturno.  Quanto  alle  masse  dei  pianeti  secondar) 
o satelliti,  quella  della  Luna  è stata  dedotta  dal  fenomeno  delle  maree  {Vedi 
Marra),  e le  masse  dei  satelliti  di  Giove  sono  state  calcolate  per  mezzo  delle 
perturbazioni  che  essi  esercitano  gli  uni  sopra  gli  altri. 

Tutte  queste  masse  si  trovano  alla  parola  Elemento. 
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MASSIMI  e MITRIMI.  (Alg.  e Geom.).  S'indicano  mito  quoti  nomi  i più  grandi 
e i più  piccoli  valori  di  una  funzione  di  quantità  variabili;  e i processi  con 
1'  aiuto  dei  quali  ai  determinano  questi  valori  formano  il  Metodo  dei  Massivi  e 
Mimmi.  Se,  per  esempio, fx  indica  una  funzione  qualunque  della  quantità  va- 
riabile x,  e che  a sia  un  Talore  particolare  di  x,  che  renda  il  valore  della  fun- 
zione fx  il  più  grande  o il  più  piccolo  possibile,  fa  sarà  il  massimo  o il  mi- 
nimo di  fx. 

Per  considerare  il  metodo  dei  massimi  e minimi  in  un  modo  puramente  al- 
gebrico, osserviamo  che  se  fx  diventa  un  massimo  facendovi  x = a,  qualunque 
altro  valore  di  x maggiore  o minore  di  a,  sostituito  invece  di  x , deve  dare  per 
fx  un  valore  più  piccolo  di  quello  che  resulta  da  xt=za,  e che  se,  al  contrario 
fx  , diventa  un  minimo  per  questo  valore  a di  x , qualunque  altro  valore  più 
grande  o più  piccolo  di  a,  deve  dare  per  fx  un  valore  più  grande  di  quello 
che  resulta  da  xx=a.  Vale  a dire  che  nel  caso  del  massimo  si  deve  avere,  A 
essendo  una  quantità  qualunque, 

fa>f(a±lt) (i), 

a in  quello  del  minimo 

fa<f(a  — h )’ (l). 

Ora,  l'oggetto  principale  del  metodo  in  questione,  dipende  dalla  determina- 
zione di  questo  valore  di  a. 

Osservando,  che  l’oggetto  generale  del  Calcolo  delle  diffeeeezb  è esatta» 
mente  la  generazione  degli  accrescimenti  che  subisce  una  funzione  in  seguito  de- 
gli accrescimenti  che  ricevono  le  sue  variabili,  è facile  concludere  che  il  metodo 
dei  massimi  e minimi  non  è che  un'  applicazione  dei  processi  di  questo  calcolo, 
e che  questi  processi  impiegati  in  un  modo  conveniente  debbono,  in  tutti  i casi, 
fare  ottenere  la  determinazione  del  valore  particolare  della  variabile,  che  rende 
una  fuqzione  proposta  un  massimo  o un  minimo,  quando  questa  funzione  ì ca- 
pace di  tali  valori.  Infatti,  se  supponiamo  fx , giunta  ad  un  tale  stato  di  gran- 
dezza che  essa  non  possa  più  ricevere  alcuna  variazione  in  più  o in  meno , la 
sua  differenziale  dfx,  che  è 1'  espressione  generale  della  variazione  che  essa  può 
subire  in  più  o in  meno  inseguito  della  variazione  infinitamente  piccola  che  si 
fa  provare  alla  variabile  x,  deve  essere  zero , cosi 

dfx  (a) 

è 1’  equazione  di  condizione  del  massimo  o del  minimo , e il  valore  di  x , se  esso 
esiste,  e che  possa  soddisfare  a quest'  equazione , è quello  che  rende  la  funzione 
proposta  un  massimo  o un  minimo. 

Proponiamoci,  per  esempio,  di  trovare  un  valore  di  x,  che  renda  la  funzione 
a ax  — x*  un  massimo  o un  minimo;  differenziando  questa  funzione  abbiamo 

d ( a ax  — x*  ) = 2 adx  — a xdx 

e,  per  conseguenza , l'equazione  di  condizione  è • 

a adx  — axdx  = o 

ovvero,  semplicemente,  dividendo  i due  membri  per  dx, 

a a — ax  = o ; 

donde  si  deduce  xsza.  Questo  valore  sostituito  nella  funzione  proposta  la  renJe 
uguale  ad  a2. 
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per  sapere  ora  ae  a ’ è il  massimo  o il  minimo  della  funzione  a ax — x’;  so- 
atiluiamo  successiramenle  in  questa  funzione  a + 4,  e a — A,  in  luogo  di  x,  A 
essendo  una  quantità  qualunque,  avremo  per  resultamene  i due  valori 

aa(a-l-A)  — ( a -t-  A )»  = a*  — A* , 

•jo(  a — A ) — ( a — A)*  ss  a*  — A1 , 


s quali  essendo  tutti  due  più  piccoli  di  a1,  ci  fanuo  conoscere  che  a*  è un 
massimo. 

Le  condizioni  (i)  che  distinguono  il  massimo  dal  minimo,  danno  luogo  ad 
una  considerazione  generale  importantissima,  poiché  essa  comincia  daU'abbreviarc 
le  operazioni,  e quindi  essa  serve  a riconoscere  la  possibilità  stessa  dell'esisten- 
za dei  massimi  e minimi  in  una  funzione  proposta.  Ecco  questa  considerazione: 
se  si  sviluppa  mediante  la  formula  del  Taylor  le  funzioni  f(x-t-h)  e f(x — A),  si 
ottiene  ( Vedi  Differenza  ) le  due  espressioni 


/(x-d-A)  =/x  -h  . 


A 

I 


/(x-A)=a/x  — 


dfx 

dx 


A 

i 


d'fx  A*  d*fx  A* 

dx'1  s . a "**  dx’  i . a . 3 "**  ** 

d%fx  jA* d*fx  A* 

dx*  i . a dx’  i . a . 3 ***  *C 


Ora  , mediante  le  condizioni  (i),  perchè  fx  sia  un  massimo  o un  minimo  bisogna 
ebe  questi  due  sviluppi  siano  tutti  due  più  piccoli  o tutti  due  più  grandi  di  /x,  il 
che  prima  di  tutto  non  può  generalmente  aver  luogo  che  quando  si  dà  ad  x un  valore 
dfx 

che  renda  — — «o,  il  che  è la  condizione  (i);  e che  quindi  questo  medesimo 


d\fx 

valore  di  x,  messo  in  » renda  questa  quantità  negai  ita  nel  primo  caso  , e 

positiva  nel  secondo.  Infatti,  possiamo  supporre  sempre  la  quantità  arbitraria  h 
abbastanza  piccola,  perchè  ciascuno  dei  termini  di  qnesti  sviluppi  sia  più  grande 
della  somma  di  tutti  quelli  che  lo  seguono,  e allora  il  segno  che  deve  affet- 
tare una  tal  somma  è necessariamente  lo  stesso  di  quello  del  suo  primo  termine. 

Ora  il  segno  di  ~ . A essendo  positivo  nel  primo  sviluppo  e negativo  nel 

dx  ì 


secondo,  la  somma  di  tulli  i termini,  a cominciare  da  questo,  sarà  similmente 
positiva  nel  primo  sviluppo  e negativa  nel  secondo,  dimodoché  se  il  termino 


4f*_ 

dx 


h dfx 

— , ovvero  il  suo  coefficiente  — — uou  e zero  ,^(x— h ) »arà  più  piccola 
s dx 


di  e f{  x-+-h  ) più  grande,  vale  a dire  che  non  potrà  esservi  uè  massimo 

dfx  ... 

ne  mimmo.  Ma  se  — — s=o,  gli  sviluppi  di  sopra  si  riducono  a 


/(x+-A)=/x-v 


<C/x 

dx» 


f (X — A)  =fx  -+- 


d*fx 

ax 


A* 

d‘/x 

A» 

V . 2 

***  dx* 

1.2. 

.3 

A» 

d'fx 

/è» 

I . 2 

dx* 

1.2, 

1 

-*■  en 


-u  ec 


Di*.  dì  Mal.  Voi  Vi. 
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c allora  il  segno  della  somma  di  tulli  i termini  che  seguono  fx , dovendo  es- 
sere lo  slesso  di  quello  del  primo  , -^pr  • ^ ' OTvero  del  suo  coefficiente, 

tlXfx 

~ — , se  questo  coefficiente  è positivo  /(x-t-A)  e /(x—  h)  saranno  tutte  due  pii» 
dt a 

grandi  di  fx , il  che  è il  caso  del  minimo,  nel  menlre  che  se  esso  è negativo, 
J ( x**rh  ) e /*(x— A)  saranno  tutte  due  più  piccole  di  fx , che  è il  caso  del 
massimo. 

Se  si  ha,  per  esempio  ^fx'sss  ax3 — x*,  prendendo  le  due  prime  derivate  dif- 
ferenziali si  trova 

|ÌL=3ax>-4x‘, 

àxfx 

— = box I ax*. 

<JXa 

La  prima,  eguagliata  arerò,  dà  l'equazione 
3oxl  — 4xJ  — ° > 

3 

la  quale  può  essere  soddisfatta  dai  valori  di  i=o,  e x=s  — a;  sostituendo  que- 

4 

sii  valori  nella  seconda  essa  dà 


Per  x = o , 


d*/x 

dx* 


Ver  x =a  — a d^x  — 9"* 

X==l  4 ’ dx*  — 4 ’ 


i!  valore  7-0,  corrisponde  dunque  al  massimo  della  funzione  ax1  — -x4. 

4 

Quando  un  valore  della  variabile  x,  somministrato  dall'equazione  dfx  = o , 
rende  -^--7=0,  esso  non  può  corrispondere  a un  massimo  o a un  minimo  che 

JVj  d*fx 

nel  caso  che  esso  renda  ancora  -7-^=0,  allora  il  segno  Ji  determina  la 

ax*  0 rf*‘ 

natura  del  valore  della  funzione  fx  , vale  a dire,  che  questa  quantità  è un  mai- 
ri 4/*x  . 

simo  se  e negativa,  e un  minimo  nel  caso  contrario.  In  generale,  quando 

la  prima  derivata  differenziale,  la  quale  non  si  annulla  sostituendo  in  luogo  di 
x i valori  dati  dell'equazione  <f/x  = o,  è d'ordine  pari,  vi  è massimo  se  que- 
sta derivata  è negativa  e minimo  se  essa  è positiva 
Applichiamo  qucslu  teoria  ad  alcuni  problemi  numerici  c geometrici.  Si  abbia 
la  fuuzionc 

fx  = 3aax3  — A*x-hc  > 
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dfix 


dx 


— =.  i8a2x  ; 


li  prima  derivala  uguagliala  a zero,  dà 


90*xl  — b*  ss  o , donde  x1  ss 


9°* 


V[£b=4:- 


questi  due  valori  di  x essendo  messi  successivamente  nella  seconda  derivala  la 
rendono 

i» 

per  rc  + j-,  -+.  Gai2 

A2 

per  x sa  — — , _ Gai2. 

» io 

la  prima  poò  dunque  rendere  il  valore  della  funzione  proposta  un  mìnimo,  e I» 
sccouda  , un  massimo  ; ed  abbiamo 


- ao' 

Jx  = c -+■ =s  massimo 

9“ 

x 2*' 

yxssc mimmo 

90 

Paoeiesra.  Di  tulli  i triangoli  costruiti  sopra  una  stessa  base  e che  hanno  lo 
stesso  perimetro , determinare  quello  la  cui  superficie  è la  più  grande. 

Indichiamo  con  a la  base  comune,  con  a p il  perimetro,  e con  x uno  dei  due 
altri  lati;  il  terzo  Iato  sarà  2 p — a — x.  Ora  l’espressione  della  superficie  di  un 
triaogolo  qualunque  con  I’  aiuto  dei  suoi  tre  lati  è 

' S = \J\j'  (P~°)  (p—ì)  (p—  c)  ] . 

p indicando  la  metà  del  perimetro  ed  a,  i,c  ciascuno  dei  lati  {Fedi  Tausoo- 
lo)  ; abbiamo  dunque  in  questo  caso 

s “ vTp  (p~a)  (a+*~p)] (3)' 

Eseguendo  la  moltiplicaiione  dei  fattori  del  secondo  membro,  Terrà 

S a=  a ap*  — cfp1  — p*  ■+■  ^ a2p  — 3 ap*  •+•  2p*  ^ x — (p*  — op^x2J  . 

Cosi,  facendo  per  abbreviare 

2ap*  — a*p*  — p*  = A , 
axp  — 3ap2  ■+-  ap3  =a  B , 
p2  — ap  =C; 

4 
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]a  funzione  di  cui  si  traila  di  trovare  il  massimo,  sari» 


S = £ A B.r  — Cx1  J *, 


e di  fife  reni  laudo  ai  otterrà 


dS  = 


BJx  — aC  xdx 


ay  [ A •+•  Bx  — Cx2] 

Dividendo  per  dx  y ed  uguagliando  a zero  la  derivata,  viene 
fì  — aCx  a o t 


donde 


J=*  a C 


B i axp  — 3 apx  -f*  2 p* 


a p*  — ap 

1 a1  — 3a»  -4-  a»1  1 / \ 

ss  — I ip-a  1. 

a p—  a * \ J 


Il  lato  x deve  dunque  estere  uguale  alla  metà  del  perimetro  diminuito  di  a, 
vale  a dire  che  i due  altri  lati  debbono  essere  uguali  e che  il  triangolo  cercato 
• isoscele. 

Possiamo  ottenere  questo  risultaroento  in  un  modo  molto  più  sollecito,  impie* 
gando  un  processo  indiretto  di  differenziazione  che  qui  sotto  facciamo  conoscere, 
perchè  generalmente  esso  è applicabile  alle  funzioni  composte  di  fattori. 

Eleviamo  alla  seconda  potenza  s due  membri  dell' eguaglianza  (3),  essa  di* 

venterà 

S*'=p(p~a)(p—x)(a+x—p)\ 

prendiamo  ora  i logaritmi  naturali  dai  due  membri  di  quest1  ultima  uguaglianza, 
avremo 

aLS  = Lp-*-L  (p — a) -4-  L (p— x)-4-  L(a-4-x — p)\ 
differenziando,  osservando  che  L p e L (p — a)  sono  quantità  costanti,  troveremo 

2fiS  — dx  dx 

S p — X ZJ-4-  x — p ' 

c.  per  la  derivata  differenziale, 


dS  S 
dx 


ir— — 

a L — p 


«rgnagliarido  a zero  , avremo 


u-t-x  —p  p — x 


doride 


A-+-X  — p=/z — x , e x =2  ~ (2p — 0). 

È facile  dedurre  da  questa  proposizione,  come  corollario , che  di  tutti  1 trian * 
goti  isoperimetri , quello  che  ha  la  più  grande  superfìcie  è equilatere* 

Non  possiamo  entrare  in  maggiori  particolarità  sopra  I’  importante  metodo  dei 
massimi  e minimi  ; ciò  che  precede  contiene  i suoi  principi!  fondamentali , ma 
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il  loro  svilappo  dev’  essere  studiato  nell’  opere  sul  calcolo  differemìaie.  Fedi  il 
gran  trattato  del  Lacroix  : Fedi  ancora  la  geometria  del  Simpson  per  i mattimi 
e minimi  delle  figure  geometriche. 

MATEMATICHE.  Questa  parola,  che  derisa  dalla  toce  greca  uaSce ir,  sdenta , di- 
sciplina , e che  in  oggi  non  si  usa  quasi  più  che  nel  plurale,  perchè  le  diverse 
parti  della  scienza  che  in  origine  essa  indicava  hanno  ricevuto  demarcazioni 
precise,  o sono  divenute  altrettante  scienze  particolari,  dimostra  nella  sua  etimo- 
logia, la  Scienza,  T importanza  e T idea  nobile  e giusta  che  gli  antichi  annet- 
tevano alle  cognizioni  alle  quali  1’  avevano  data. 

La  matesi,  o la  teienta,  era  infatti  presso  i Greci  la  riunione  di  tutte  le  co- 
gnizioni evidenti  e certe : poche  nozioni  di  aritmetica,  di  geometria,  d’astro- 
nomia, di  musica,  ed  in  seguilo  dì  meccanica  e di  ottica,  costituivano  tutto  il 
suo  regno  : non  fu  che  dopo  lunghi  lavori  che  ognuna  di  queste  parli  ricevette 
sufficiente  sviluppo  da  costituire  per  sé  stessa  un  corpo  di  scienza  a parte.  Non 
esamineremo  adesso  come  abbia  potuto  effettuarsi  una  tale  separazione,  e per  qual 
rapido  progresso  siasi  elevato  il  vasto  e maestoso  edilizio  delle  matematiche  mo- 
derne : questa  parte  storica  della  scienza  si  trova,  se  non  trattata,  almeno  suffi- 
cientemente accennala  nella  nostra  IaTtoDoziosa , non  meno  che  in  un  gran  nu- 
mero di  articoli  particolari:  noi  dobbiamo  perciò  limitarci  adesso  a considerare  la 
scienza  in  sé  stessa. 

1 moderni  hanno  definito  le  matematiche  in  generale  i la  sdenta  dei  rapporti 
delle  quantità  ; questa  definizione  è viziosa  o almeno  incompleta,  perché  per  po- 
terai occupare  del  rapporto  delle  quantità,  bisogna  prima  che  queste  quantità 
esistano  o siano  generate:  ora  le  leggi  della  generazione  delle  quaotità  sono  le 
sole  che  rendono  possibili  le  leggi  della  loro  comparazione  o dei  loro  rapporti, 
e formano  cosi  la  parte  più  essenziale  della  scienza.  Una  definizione  più  esatta , 
sebbene  più  antica  , è quella  che  fa  delle  matematiche  la  scienza  delle  quan- 
tità: ma  essa  è lungi  dal  dare  un’idea  precisa  dell’alta  importanza  del  loro 
oggetto.  Nulladimeno,  per  quanto  ristretta  possa  sembrare  quest’ ultima  defini- 
zione, cercheremo  di  dimostrare,  sviluppandola,  che  essa  comprende  implicitamente 
il  coneetto  del  vero  fine  delle  matematiche,  e che  per  conseguenza  è migliore  di 
quella  che  si  i voluto  sostituirle. 

La  quantità,  presa  in  generale,  è una  leggeybrmu/e  dell’ Intelligenza,  in  virtù 
della  quale  noi  concepiamo  successivamente  lo  stesso  oggetto  come  uno  o più, 
come  unità  o moltitudine,  vale  a dire  come  formante  un  insieme  composto  dì 
parti.  Esaminando  con  attenzione  le  intuitigli  che  abbiamo  degli  oggetti  sensi- 
bili , scorgiamo  facilmente  che  la  rappresentazione  delle  parli  reude  sula  possi- 
bile e precede  necessariamente  quella  del  tutto.  Per  eleni  pio , noi  non  possiamo 
rappresentarci  una  linea,  comunque  piccola  possa  essere,  senza  descriverla  col  pen- 
siero, vale  a dire  senza  produrne  successivamente  tutte  le  parli  da  un  punto  ad 
un  altro  , e senza  render  cosi  sensibile  questa  intuizione.  Lo  stesso  deve  dirsi 
di  ciascuna  parte  ilei  tempo,  anco  la  più  piccola  Noi  non  possiamo  rappre- 
sentarcela che  come  la  progressione  successiva  da  un  istante  ad  un  altro,  donde 
resulta  finalmente  uu  complesso  di  parti  del  tempo,  una  quantità  di  tempo  de- 
terminalo. 

In  forza  di  questa  legge,  tutti  i fenomeni  del  mondo  fisico  , considerati  nella 
loro  forma,  sono  scorti  primieramente  come  aggregati  di  parti  date  primitiva- 
mente, o come  complessi  suscettibili  di  più  e di  meno , di  aumento  e di  diminu- 
zione: tutti  questi  fenomeui  sono  dunque  quantità  , e per  conseguenza  Is  Sussis 
oblls  qcabtita'  abbraccia  I’  universalità  dei  fenomeni  o le  Lsggi  osila  roana 
DEL  sto!* do  FISICO.  Tale  infatti  è T oggetto  elevato  delle  matematiche. 

Per  meglio  precisare  questa  deduzione  , osserviamo  che  lq  spazio  e il  tempo. 
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queste  condizioni  primordiali  ilei  mondo  fisico  , sono  in  sé  stesse  quantità , in 
quanto  che  niuoa  delle  loro  parti  può  esser  l’ oggetto  di  una  intuiiione  sema 
esser  contenuta  dentro  certi  limili,  che  sono  o punti  o istanti;  in  guisa  che  questa 
parte  non  è anch'osa  che  uno  spazio  o un  tempo,  e che  lo  spazio  non  ti  com- 
pone che  di  spazj  , il  tempo  di  tempi.  Ora,  i fenomeni  del  mondo  fisico  , cioè 
gli  oggetti  esterni  e le  rappresentazioni  interne  che  ne  abbiamo,  ei  comparisco- 
no necessariamente  nel  tempo  e nello  spazio  , perchè  sono  le  intuizioni  pure  del 
del  tempo  e dello  spazio  che  servono  di  base  a tutte  le  intuizioni  che  abbiamo 
degli  oggetti,  e particolarmente  il  tempo  per  toltigli  oggetti  fìsici  io  generale, 
e lo  spazio  per  tutti  gli  oggetti  fisici  esterni  ; il  tempo  e Io  spazio  sono  dunque 
le  forme  del  mondo  fisico,  ed  è nel  considerarli  in  questa  guisa,  vale  a dire  non 
ciò  che  sono  in  sé  stessi,  astrazion  fatta  dagli  oggetti,  ms-come  appartenenti  agli 
oggetti  o ai  fenomeni  fisici  dati  a posteriori  , che  il  più  gran  metafìsico  della 
nostra  epoca  ha  cosi  bene  definito  le  matematiche:  là  scienza  DELLE  lecci  del 
TEMPO  8 DELLO  SPAZIO. 

Per  mezzo  di  questa  definizione  o di  questa  determinazione  dell'oggetto  ge- 
nerale delle  matematiche,  facile  ci  divieoe  1’  esporre  la  classificazione  dei  diversi 
rami  della  scienza.  Osserviamo  primieramente  che  le  leggi  del  tempo  e dello  spa- 
zio possono  esser  considerale  in  sè  stesse , e nei  fenomeni  fisici  ai  quali  si  ap- 
plicano. La  considerazione  in  abstracto  di  queste  leggi  è l'oggetto  delle  Mate- 
matiche pube  , la  loro  considerazione  in  concreto,  quello  delle  Matematiche 
APPLICATE. 

Occupiamoci  primieramente  delle  matematiche  pure  , dalle  quali  dipendono 
necessariamente  le  altre.  Per  ciò  che  precede,  il  loro  oggetto  generale  è la  quan- 
tità considerata  nel  tempo  e nello  spazio  : ora  la  legge  formale  della  quantità 
applicata  al  tempo , dà  la  successione  degl'  istanti , ossia  il  Bevano,  vale  a dire 
il  concetto  dell'  unità  sintetica  della  diversità  di  una  intuizione  omogenea  ; 
applicala  allo  spazio,  essa  dà  il  concetto  della  congiunzione  dei  punti,  ossia 
1'  esi  essiose.  1 numeri  e P estensione  formano  dunque  due  determinazioni  par- 
ticolari dell’  oggetto  generale  delle  matematiche  pure,  e danno  cosi  origine  a 
due  parti  distinte  di  questa  scienze.  La  prima  è 1’  Algoeitmia  , o la  scienza 
dei  numeri ; la  seconda,  la  Geometbia  o la  scienza  del C estensione. 

All'  articolo  Geometbia  abbiamo  dato  la  rlassificazione  delle  diverse  scienze  di 
cui  si  compone  questo  ramo  fondamentale  delle  matematiche  pure;  ci  resta  qui 
a parlare  della  classificazione  delle  diverse  parti  dell’  Algoritmi*  , che  non  ab- 
biamo fatto  che  indicare  nelle  Nozioni  preliminari,  e alla  parola  Alobbba. 

L"  Algobitmia  ai  divide  in  due  rami  principali,  uno  dei  quali  ha  per  oggetto  i 
numeri  considerati  in  generale,  ossia  le  leggi  dei  numeri , ed  è 1’  Algeeea;  c 
l’altro  ha  per  oggetto  i numeri  considerati  in  particolare,  cioè  i fatti  dei  nu- 
meri, ed  è f Abitmetica.  Cedi  Algebba  e Abitxbtica. 

I fatti  dei  numeri  essendo  subordinali  alle  loro  leggi , I'  aritmetica  non  ha  al- 
tre suddivisioni  che  quelle  che  essa  prende  dall'algebra,  noi  dunque  non  ci  oc- 
cuperemo che  di  quest’  ultima. 

i.  I numeri  potendo  esser  considerati  sotto  il  rapporto  della  loro  costruzione  o 
della  loro  generazione,  e sotto  quello  della  loro  relazione  o della  loro  compara- 
zione, ai  remo  cosi  due  specie  di  leggi  distinte,  cioè:  le  leggi  della  generazione 
dei  numeri,  c le  leggi  della  comparazione  dei  numeri. 

a.  La  generazione  dei  numeri  si  presenta  anch’  essa  sotto  due  aspetti  differen- 
ti : nel  primo,  la  generazione  di  un  numero  è data  da  una  costruzione  indivi- 
duale e indipendente  rbc  fa  conoscere  la  sua  natura-,  nel  secondo,  la  genera- 
zione di  tutù  i numeri  è data  ila  una  costruzione  universale,  che  fa  conoscere  la 
loro  misura,  o la  loro  valutazione;  per  esempio,  l'espressione  x—^a  ci  dà 
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la  natura  del  numero  x , mentre  l' espressione  equitalente 

xs=i-*--^-(a—  l)  — ~ (o— 1)*-+-  l(a— i)»_ec (m). 

riguarda  la  misura  del  nomerò  x , e ci  dà  la  sua  valutazione.  Ora,  la  forma  yja 
ai  riferisce  unicamente  ai  numeri  che  sono  le  radici  di  altri  numeri,  e per  conse- 
guenza è un  modo  inditiduale  di  generaaione  ; mentre  la  forma  A-t-Bo-s-Cu*-+-  ec., 
alla  quale  si  riduce  l'espressione  (m),  può  riferirsi  ad  un  numero  qualunque,  ed 
è perciò  un  modo  universale  di  generaaione. 

Ciò  che  abbiamo  detto  dei  due  aspetti  sotto  i quali  si  presenta  la  generazione 
dei  numeri  può  applicarsi  egualmente  alla  loro  comparazione  ; cosi  la  riunione 
di  tutti  i modi  individuali  e indipendenti  della  generazione  e della  compara- 
zione dei  numeri  forma  nn  ramo  particolare  dell'algebra,  e la  riunione  di  tutti 
i modi  universali  di  questa  generazione  e di  questa  comparazione  forma  un  al- 
tro ramo.  Wronski  , al  qnsle  è dovuta  questa  importante  distinzione,  chiama  la 
prima  Tsoaia  e la  seconda  T sesia.  Noi  conserveremo  queste  denominazioni. 

3.  La  teoria  dell’  algebra  ha  dunque  per  oggetto  le  leggi  individuali  e indi- 
pendenti della  generazione  e della  comparazione  delle  quantità  numeriche.  Ora, 
tra  queste  leggi  bisogna  distinguere  quelle  che  costituiscono  gli  clementi  di  tolte 
le  operazioni  numeriche  possibili,  da  quelle  che  costituiscono  la  riunione  siste- 
matica di  questi  elementi.  Così,  si  presentano  primieramente  tre  algoritmi  o 
tre  modi  primitivi  elementari  di  gcnerazioue  : le  loro  forme  sono 

i.° A-4-B=C;  a." A X B =aC  ; 3.° A*  =aC; 

e queste  forme  generano  successivamente  i numeri  interi , i numeri  J razionar j , 
i numeri  irrazionali , e di  più  ci  conducono  ai  numeri  detti  immaginar j : te 
ne  deduce  ancora  la  distinzione  dei  numeri  positivi  e negativi , osservando  la 
funzione  differente  del  numero  B nei  due  rami  Ah-BsC,C — B = A del  primo 
algoritmo  , funzione  che  riguarda  la  qualità  di  questo  numero  e gli  dà  uno  stato 
positivo  e negativo. 

4.  Questi  algoritmi  primitivi,  essenzialmente  differenti,  sono  dunque  gli  ele- 
menti della  scienza  , che  non  può  trarre  che  da  essi  tuli  i materiali  delle  sue 
costruzioni  facendoli  derivare  dalle  loro  combinazioni;  ma  fra  tutti  gli  algoritmi 
derivati,  il  cui  numero  è indefinito,  ve  ne  sono  due  la  cui  derivazione  è neces- 
saria, per  la  possibilità  stessa  della  scienza,  e che  questa  necessità  colloca  nella 
classe  degli  algoritmi  elementari,  c tono  questi  la  Kuhebaziobb  e le  FacoltI. 

La  numerazione  ha  per  oggetto  la  generazione  di  un  numero,  mediante  la  rom- 
binaziooc  dei  due  primi  algoritmi,  chiudendo  questi  algoritmi  componenti  tra 
limiti  dati  , in  modo  però  che  possa  ottenersi  in  tutti  i casi  la  generazione  com- 
pleta del  numero  proposto.  La  sua  necessità  si  manifesta  particolarmente  nel- 
1’ aritmetica  che  non  sarebbe  possibile  senza  questo  algoritmo  {Vedi  Abitbetica 
e Nuutsuzione  ),  e la  tua  forma  generale  è 

A <p  x -+-  B 7 ,x  -+-  C y %x  -4-  D y sx  ■+•  ec. 

ove  A,  B,  C,  D,  ec.  sono  quantità  indipendenti  da  x,  e vx,  ?,x,  *2x , ec-  sono 
funzioni  qualunque  di  x legate  tra  loro  mediante  uoa  legge  qualunque. 

Le  facoltà , la  cui  forma  generale  c 

?*.?,*.  ?s*-?a*-?i* 

hanno  per  oggetto  la  generazione  di  una  quantità  numerica  mediante  la  combi- 
naziouc  degli  ultimi  due  algoritmi  elementari,  racchiudendo  egualmente  gli  al- 
goritmi componenti  tra  limili  dati.  La  sua  necessità  si  manifesta  nell’  algebra, 
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particolarmente  per  la  generazione  di  certe  quantità  traacendenti  che  non  fa- 
rebbero possibili  sema  questo  algoritmo.  P'edi  Facoltà’. 

5.  La  numerazione  c le  facoltà  sono  tra  loro  connesse  mediante  il  secondo 
algoritmo  primitivo  che  come  parte  costituente  entra  nella  loro  composixiooe,  e 
stabilisce  per  conseguenza  tra  questi  algoritmi  derivati  una  specie  di  unità  che 
permette  di  passare  dall'  uno  all’  altro.  La  transizione  dalla  numerazione  alle  fa- 
coltà è operata  dai  Loqabitw,  e quella  dalle  facoltà  alla  numerazione  dalle  fun- 
zioni derivate  chiamate  Stai  e Cosasi  ( Si  vedano  nel  Dizionario  queste  parole, 
e l’articolo  Filosofia  dille  Matematico!).  I logaritmi  e i seni  terminano  defi- 
nitivamente il  sistema  di  tutti  gli  algoritmi  elementari. 

6.  Wrouski  ha  dato  ai  tre  algoritmi  primitivi 

À4-B  = C,  axb=c,  A*=C, 

« nomi  respettivi  di  sornmazione , riproduzione  e graduazione : ooi  perciò  in  ciò 
che  faremo  per  dire  ci  ferviremo  di  queste  denominazioni,  senza  le  quali  sarem- 
mo costretti  ad  ogni  istante  a fare  uso  di  perifrasi. 

7.  Prima  di  passare  alla  riunione  sistematica  degli  algoritmi  elementari  pri- 
m itavi  e derivali,  procediamo  alla  deduzione  degli  oggetti  della  comparazione  ele- 
mentare dei  numeri.  La  relazione  reciproca  dei  numeri,  considerata  in  tutta  la 
tua  generalità , consiste  nell'  eguaglianza  o nell'  ineguaglianza  di  questi  nu- 
meri; ma  l'eguaglianza,  nella  sua  semplicità  elementare,  non  ha  altre  leggi  che 
quelle  dell'ic/enli/d,  e non  può  formare  l'oggetto  di  una  considerazioue  parti- 
colare , per  conseguenza  non  dobbiamo  più  occuparci  che  della  sola  ineguaglianza. 

Ora,  l’ineguaglianza  di  due  numeri  può  esser  considerata  secondo  la  relazione 
delle  quantità  A o B con  C io  ognuno  degli  algoritmi  primitivi,  ed  è questa  re- 
lazioue  che  preode  il  nome  di  Rappobto.  Noi  abbiamo  duuque,  pei  rapporti  di 
sornmazione : 

C— Àc=B  , C-Bc=  A ; 
pei  rapporti  di  riproduzione : 


• pei  rapporti  di  graduazione : 

B 

= B,  V C = A : 

ma  le  due  relazioni  delle  due  prime  specie  di  rapporti  essendo  le  stesse  , e le 
prima  della  terza  specie  essendo  identica  con  quelle  della  seconda,  nc  consegue 
che  non  esistono  realmente  che  tre  rapporti  ditTereoti  ; che  aliti  non  si  consi- 
derano che  i due  primi,  cioè: 

C — Ac=B , ~=B, 

ai  quali  si  danno  i nomi  di  rapporto  aritmetico  e di  rapporto  geometrico. 

Due  rapporti  eguali,  aritmetici  o geometrici,  costituiscono  una  proporzione 
( t'edi  PaopoazioBB  ),  ed  uua  serie  di  rapporti  eguali,  i cui  termini  medj  siano 
gli  stessi,  forma  uua  progressione  (fredi  Pboobessiomb  ).  La  teoria  della  compa- 
razione elementare  delle  quantità  ha  dunque  per  oggetto  i rapporti , le  propor- 
zioni e le  progressioni. 

Riepilogheremo  tutta  la  parte  elementare  della  teoria  dell'  algebra  nel  quadro 
seguente. 
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8.  La  riunione  'Irgli  algoritmi  elementari,  che  forma  la  parte  sistematica  della 
teoria  dell’  algebra  , non  è una  «empirne  combinazione  di  quelli  algoritmi  come 
nella  formazione  degli  algoritmi  derivali:  è una  vera  riunione  sistematica  , in 
fona  della  quale  le  quanlitk  numeriche  ricevono  nuove  determinazioni  e nuove 
leggi  nella  loro  generazione  e nella  loro  comparazione.  Senza  risalire  adesso  ai 
principj  filosofici  di  questa  riunioue  ( Vedi  Filosofi!  cell«  Mstbmaticbe),  espor- 
remo come  essa  si  manifesti  nella  scienza. 

Se  si  considerano  due  algoritmi  elementari  come  concorrenti  alla  generazione 
di  una  quanlitk,  si  polrk  considerare  questa  generazione  io  due  maniere:  s°  co- 
me data  indistintamente  dall'uno  e dall'altro  di  questi  algoritmi  ; a.°  come  ope- 
rata dall'influenza  distinta  di  uno  di  questi  algoritmi  sull' altro.  Per  esempio, 
abbiasi 


* msA+B , m = C°  , 

ossia  la  doppia  generazione  di  un  numero  m,  mediante  i due  algoritmi  primiti- 
vi elementari  della  somtuazione  e della  graduazione;  la  riunione  di  queste  due 

generazioni,  A-t-B  = CD  , se  fosse  generalmente  possibile,  ci  permetterebbe  di  con- 
siderare indistintamente  ognuno  di  questi  algoritmi  primitivi  come  suscettibile 
di  dare  la  generazione  di  un  numero  m;  e tutte  le  volle  che  avessimo  m=A-+-B, 
potremmo  concludere  che  esiste  un'  altra  generazione  equivalente  dello  stesso  nu- 
mero mt=CD,  o reciprocamente.  Ora,  una  tale  identità  sistematica  di  genera- 
zione non  è possibile  per  gli  algoritmi  primitivi  elementari,  che  sono  indipendenti 

gli  uni  dagli  altri;  e le  circostanze  particolari  in  cui  può  aversi  o A-t-B=C°, 

o A-+-B  = EXF,  « ExFe=Cn  , non  possono  mai  permettere  di  considerare  in 
generale  la  generazione  di  un  numero  come  data  indistintamente  dall'  uno  e dai- 
1’  altro  degli  algoritmi  che  entrano  in  ognuna  di  queste  riunioni. 

Ma  se  gli  algoritmi  primitivi  elementari  non  possono  nella  loro  riunione  dar 
luogo  ad  una  identità  sistematica,  non  può  dirsi  lo  stesso  dei  due  algoritmi  ele- 
mentari derivali,  la  numerazione  e le  facoltà.  Dando  al  primo  di  questi  algo- 
ritmi la  forma 


A0+A1r+A1x1+A,j:1+  er 

A„x-, 

a al  secondo  la  forma 

( x-t-o.Hx-Mz,)  ( x-t-o,)  . 

•i  dimostra  che  se  si  ha  per  la  generazione 

di  una  quantità  qualunque 

ex=  A„-t-A1x-+-A1xJ-+-AjX1 . 

si  avrà  pure  ( Vedi  Equazioni!  ) 

yx=  ( x-ha,  ) ( x+oj  ( x-t-o,) 

e reciprocamente.  Talché  si  ha  in  generale 

per  l'identità  di  che  si  tratta  l’e. 

spressioue 

Ao'+'A.x-!'Aa*1-t-As*;l  i • 

■+■  *»*"  = 

(sr-t-o.Hx-t-a.ltx-Hz,) -+-  (x-4-o„) (n). 

Le  quantità  A„,  A,,  Aa,  ee.  rimangono  determinate  dalle  quantità  a,,  a,,  ee. 

e reciprocamente.  Ura,  le  leggi  della  determinazione  di  questa  quantità  le  une 
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per  meno  delle  «lire  formano  una  parie  diatinla  ed  essenziale  dell' algebra , alla 
quale  è alato  dato  il  nome  di  Taona  dilli  Equivàliiizz. 

Nella  tua  Introduzione  all'  analisi  degC  infinitamente  piccoli,  Eulero  ba  di- 
mojtrato  le  due  belle  equivalerne  trovale  da  Giovanni  Barnoulli , 


aen  x =x — 


x*  a‘ 

i . a . 3 "**  i . a .3.4-5 


1 . a.  3 . 4 • 5 . 6 . 7 *C' 


eoi  x t=  ■ 


.2.3.4  1 . 2 . 3 . 4 . 5 6 


-(-S)(-S)(-S)H9- 

e ne  ha  dedotte  parecchie  importanti  conieguenze  per  la  somraazione  delle  terie 
infinite. 

9.  Esaminando  ora  la  seconda  maniera,  mediante  la  quale  il  concorso  di  due  algo- 
ritmi elementari  può  operare  la  generazione  delle  quantità,  ai  vede  facilmente  che 
questi  due  algoritmi  dovendo  esser  considerati  come  distinti  l'uno  dall'altro.  De 
resulta  per  la  loro  riunione  una  diversità  sistematica,  che  si  manifesta  io  tre  mo- 
di : i.°  per  l’ influenza  della  sommazione  nella  generazione  delle  quantità  in  cui 
domina  la  graduazione;  a.°  per  l' influenza  della  graduazione  nella  generazione 
delle  quantità  in  cui  domina  la  sommazione  ; 3°  per  l' influenza  reciproca  della 
sommazione  e della  graduazione  nella  generazione  delle  quantità  in  cui  domi- 
nano ambedue  questi  algoritmi. 

10.  L'  influenza  della  sommazione  nella  generazione  delle  quantità  in  cui  do- 
mina la  graduazione  ha  luogo  quando  ai  considerano  le  funzioni  di  una  odi  piò 
quantità  variabili  come  esprimenti  la  generazione  per  graduazione  delle  quantità 
numeriche,  mentre  si  ha  in  mira  la  variazione  di  queste  quantità  rapporto  alla 
sommazione.  Per  esempio , essendo  jx  la  generazione  per  graduazione  di  una 
quantità  qualunque,  se  x varia  per  addizione  o per  sottrazione  , vale  a dire  se 
diviene  x-t-d  o x — d , la  variazione  corrispondente  di  ;X  sarà  necessariamente 
dovuta  all’  influenza  dell'  algoritmo  della  sommazione.  Questa  variazione  ai  chia- 
ma in  generale  nirraaaaza , e le  leggi  che  la  regolano  formano  1'  oggetto  della 
Tsoaia  dilli  Dirrzaiazi. 

Gli  elementi  della  sommazione  potendo  estere  considerali  come  reali  o ideali, 
cioè  come  finiti  o infinitamente  piccoli,  la  teoria  delle  differenze  ha  doe  rami 
che  sono  il  Càlcolo  dslls  Differissi  e il  Càlcolo  DiFriaiiziaLi.  Se  si  consi- 
derano inoltre  gli  elementi  della  sommazione  come  indeterminati , si  ha  il  Càl- 
colo dilli  Vantazioni.  fedi  DiFruaiziaLi  e Vaaianoni. 

11.  Il  secondo  caso  della  tripla  diversità  sistematica  che  ti  esamina  dà  origine 
ad  un  calcolo  nuovo  la  cui  importanza  per  l'algoritmia  non  è ancora  sviluppata, 
quantunque  ne  costituisca  una  parte  necessaria.  Nulladimeno  un  tal  calcolo  ha 
questo  di  particolare,  che  la  sua  scoperta  non  è il  resultato  di  un  problema  da 
risolversi,  o di  un  bisogno  manifestatosi  nella  scienza,  ma  è stata  fatta  a priori 
dal  geometra  di  cui  seguiamo  i principi  in  questa  classificazione,  e resulta  dalle 
alte  deduzioni  filosofiche  che  egli  ba  date  di  lutti  i rami  dell’  algoritmia.  La  sola 
applicazione  che  per  ora  sia  stata  fatta  di  questo  calcolo  è la  determinazione 
della  Jorma  e della  natura  delle  radici  delle  equazioni.  Senza  voler  pronunziare 
alcun  giudizio  sull'  utilità  di  che  potrà  essere  un  giorno  questo  calcolo , credia- 
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no  che  1'  esposizione  che  sismo  per  farne  non  debba  essere  lenza  intereeie  pei 
nostri  lettori. 

Se  li  comiderano  le  funzioni  di  una  o di  più  unibili  come  cipri  menti  la  ge- 
nerazione per  soromazione  delle  quantità  numeriche,  si  può  evidentemente  e cotto 
un  punto  di  zitta  oppoito  alle  differenze,  aver  riguardo  alla  variazione  di  que- 
lle quantità  rapporto  alla  graduazione.  Per  riempio,  lia  jr  una  funzione  7X  delia 
variabile  x,  cioè  li  abbia 

/*=?*•  . -, 

Se  l'immagina  che  x vari!  per  un  accreicimento  che  riceva  il  iuo  riponente,  Pr- 
eponente di  jr  riceverà  un  accreicimento  corriipondenle  ; cosicché,  indicando  con 
<)x  P accreicimenlo  dell' «ponente  di  x e con  yjr  quello  dell'esponènte  di  y,  li 

avrà 

Ora,  dividendo  questi  valori  derivali  pel  valore  primitivo  yx=>  »x,’si  otterrà  > 


■ 'ir. 


*<x '-*"/*) 


(«> 


e sarà  questo  P accrescimento  per  graduazione  della  funzione  ex,  corrispon- 
dente ad  un  accrescimento  simile  della  variabile  x. 

Ora,  questo  accrescimento  per  graduazione  è necessariamente  sottoposto  a leggi 
particolari,  il  complesso  delle  quali  forma  l'oggetto  di  un  calcolo  particolare, 
fjuesto  calcolo  è stato  chiamato  dal  suo  autore  Wronski:  Calcolo  dui  Guam,  in- 
dicando col  nome  di  gradi  le  quantità  yx,  7 y-  • 

I gradi  potendo  esser  considerati  come  fittili  o come  infinitamente  piccoli  , il 
calcolo  dei  gradi  ba  dunque  al  pari  del  calcolo  delle  differenze  due  rami  parti- 
colari ; il  primo  sarà  il  calcolo  dei  gradi  Uniti , o semplicemente  il  calcolo  dei 
gradi,  e il  secondo  il  calcolo  dei  graduli , chiamando  graduli  i gradi  infinita- 
mente piccoli. 

Per  avere  P espressione  generale  del  grado  e del  gradalo  di  una  funzione  qua- 
lunque per  mezzo  di  altri  algoritmi  noti , facciamo  nella  «pressione  (o) 


-7*. 


e prendiamo  u per  P accrescimento  delle  differenze  che  ci  serviranno  per  espri- 
mere i gradi  : si  otterrà  . 


yy  f ( x~*~ ^ 9(x+m)  — gx  Af(x-4-as) 

^ y jc  yx  ex  ' 


y<r  _ 1 — d 7 ( x -t-  m ) 


W- 


Ora , per  la  teoria  delle  differenze  , indicando  con  Fx  una  funzione  qualunque 
di  x , e colla  caratteristica  L i logaritmi  naturali  che  hanno  e per  base,  si  ba 


ALFxsa  LFx  — LF (x — w)=L  = — , 

F ( x — 41) 


Digitized  by  Google 


Ji'iiJe  si  Ine 


MAT 


so» 


aLFx  l'-r  Fx-F(i-u)  AF.r 

f B ~ 7 1 ; t=3  I ■+•  — rr ; =3  l-H  rr » 

t ( X — l>*  ) t (*— t (*—!■'  ) 

e per  coiueguema 

Ah  X =a  F (X—  •••)(*  ^ — | 

In  fori»  di  questa  e«pres»ione  si  ha  dunque 

A (e  AL*  - i ); 

e sostituendo  quello  valore  nell'espressione  (/>)  »i  troverà 


r'..r  = e 

prendendo  or»  i logaritmi  dei  due  membii  di  quei!'  ultima  eguaglianza,  si  aera 

'/rIjr  = iL?(x  -*-•>)* 

donde  finalmente  si  otterrà,  sostituendo  ex  in  luogo  di/, 

* 

7.r,=__ — 

Tale  è l'espressione  generale  del  grado  di  nna  funzione  or.  Quando  si  tratta 
ilei  gradulo,  la  quantità  o>  è infinitamente  piccola  e la  differente  diviene  un  dif- 
ferenziale: allora  si  ha  semplicemente 


rfL  o x 


ove  la  lettera  g indica  i gradali.  * 

Partendoci  da  quest' ultima  espressione,  si  trovano  pei  grafitili  delle  funzioni 
elementari  le  seguenli  espressioni  generali  : 

y<x~)  = ffx 


S Lx  = i 


l.Lx' 


La-rx 

g *en  x 


xLx  . eoi  x 

rs* 


Li 


p COS  X =3 


■t  r.x  Jan*;  e 


Questi  non  sono  che  i graduli  del  primo  ordine,  giacché  deve  osservarsi  che  i 
gradi  e i graduli  sono  suscettibili,  al  pari  delle  differenze  e dei  differenziali , di 
lutti  gli  ordini  possibili,  positivi  o negativi:  ma  adesso  non  possiamo  entrare  in 
ulteriori  particolarità  ; rio  che  precede  basta  per  dare  una  idea  esatta  della  na- 
tura di  questo  nuovo  calcolo,  e dobbiamo  rinviare  quei  lettori  che  desiderassero 
di  conoscerlo  più  a fondo  alla  Introdottone  alla  JHotafia  delle  matematiche , 
ove  si  trova  esposto  in  tutta  la  sua  pienrzza. 
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i3.  Ci  rimane  da  esaminare  l' influenza  reciproca  della  aommazione  e della  gra- 
duatione  nella  generazione  delle  quantità  in  cui  dominano  ambedue  questi  algo- 
ritmi. Questa  influenza,  che  non  può  manifestarsi  che  nei  numeri  gii  prodotti 
dalla  loro  generazione  e non  io  questa  generazione  medesima,  è 1'  oggetto  della 
Taoaia  net  nosiiai.  \ 

La  Teoria  dei  numeri  non  può  azere,  come  quella  delle  differenze,  due  dira- 
mazioni corrispondenti  alle  parti  finite  e infinitamente  piccole  che  possono  con- 
siderarti in  quest'  ultima  , perchè  l’ influenza  sistematica  che  forma  il  suo  og- 
getto non  ti  esercita  che  sui  numeri  dati  dalla  loro  generazione;  ma  essa  am- 
mette però  la  considerazione  della  determinazione  e della  indeterminazione  di 
questi  numeri , sale  a dire  che  i numeri  ai  possono  considerare  come  dati  di  per 
sé  stessi  ossia  immediatamente,  e come  dati  da  altri  numeri  o mediatamente.  Nel 
primo  caso  la  teoria  prende  il  nome  di  Tzoaiz  nzi  itouEai  DETEaan.vtTi  , e nel 
aecondo  quello  di  Taoaia  oei  numeri  iKDETaimiatTi.  Quest’ ultima  ti  chiama  vol- 
garmente Astuti  isnaTaamstTa.  Tedi  Isdetebssisato. 

Per  fissar  meglio  l'idea  che  dobbiamo  formarci  dell'oggetto  della  Teoria  dei 
numeri , deve  notarsi  che  l'algoritmo  della  tommazione  ci  fa  concepire  i numeri 
come  aggregati  di  unità , mentre  quello  della  graduazione  , egualmente  che  quello 
delta  riproduzione,  introducono  nella  loro  natura  la  considerazione  dell'  esistenza 
dei  fattori.  Questi  due  caratteri  distintivi,  riuniti  in  uno  stesso  numero,  costi- 
tuiscono l’ influenza  sistematica  reciproca  che  forma  1’  oggetto  della  teoria  di  che 
si  tratta,  e questa  riunione  non  può  presentarsi  che  come  una  diversità  siste- 
matica, perchè  per  la  loro  natura  essenzialmente  differente  gli  algoritmi  primi- 
tivi non  possono  mai  dare  indistintamente  la  generazione  di  un  numero.  Ora , 
considerando  per  una  parte  un  numero  dato  come  formato  mediante  1'  addi- 
zione di  piò  quantità,  e per  l’altra  come  formato  dal  prodotto  di  più  fattori, 
queste  quantità  e questi  fattori  sono  necessariamente  tra  loro  collegati  da  leggi 
particolari  che  regolano  la  possibilità  di  questa  doppia  generazione.  Il  complesso 
di  tnlte  queste  leggi  forma  precisamente  la  teoria  generale  dei  numeri.  Tedi 
N essati. 

i{.  La  comparazione  sistematica  delle  quantità  numeriche  ha  necessariamente 
per  oggetto,  come  la  comparazione  elementare,  l’ eguaglianza  o V ineguaglianza 
che  può  esistere  Ira  queste  quantità,  ma  avuto  riguardo  alle  nuove  determinazio- 
ni della  loro  natura  ragionale  dalla  loro  generazione  sistematica.  Per  esempio,  la 
generazione  di  una  funzione  qualunque  ex  di  una  variabile  x essendo 

A,-t-A1x-+-Aaa:J-t-A,r,-t-A4x*-+-  ec (r) , 

se  zi  si  unisce  la  considerazione  della  equivalenza  tra  questa  generazione  per 
sommazione  e quella  per  graduazione  che  deve  essere 

fx  c=  (x-t-o,)  (x-t-aj  (x-t-o,)  (x-t-o4)  ec (s) , 

e se  si  osserva  che  quando  uno  dei  fattori  di  quest'  ultima  generazione  diviene 
zero,  il  che  la  rende  nulla,  la  prima  deve  egualmente  annullarsi  ponendovi  in 
luogo  della  variabile  x il  valore  che  rende  zero  il  fattore,  si  vedrà  che  questa 
circostanza  è generalmente  espressa  col  dare  all'  eguaglianza  (r)  la  forma 

'>  = A0-t-A1x-t-A1xi-t-A,x*-+-à4x' {!), 

relazione  che  implica  necessariamente  quella  stessa  relazione  che  hanno  con  zero 
i fattori  della  funzione  di  graduazione  (s)  considerati  separatamente,  vale  a diro 
else  la  variabile  x del  secondo  membro  dell’  eguaglianza  (f)  riceve  dei  valori  de- 
terminali, il  cui  numero  è eguale  a quello  dei  fattori  di  (r),  che  riducono  a zero 
questo  secondo  membro.  L'eguaglianza  (z)  non  è più  dunque  una  semplice  idea - 
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tità  ; essa  li  chiara»  allora  Equazione,  e la  Teoria  deli*  equazioni  forma  la  parta 
principale  della  comparazione  teorica  sistematica  dell’algebra.  Vedi  Eqo aziona. 

L’ineguaglianza  delle  quantità  ricere  egualmente,  conaiderandola  nella  circo- 
alanza  della  riunione  aiatematica  degli  algoritmi  opporti,  un  carattere  particolare 
che  la  rende  InEquaziona  ; ma  aiccorae  le  inequazioni  non  hanno  una  signiCca- 
zione  determinata  che  per  mezzo  delle  relazioni  di  equazioni  , coti  ai  può  coo- 
aiderare  tutta  la  teoria  della  comparazione  aiitematica  come  riducente»  alla  Tao- 
aia  DELLE  Equazioni. 

Noi  termineremo  tutto  ciò  che  ha  rapporto  ai  direrai  rami  della  parte  aiata- 
malica  della  Tzoeia  dell'  algebra  col  arguente  quadro. 

TEORIA  DELL’  ALGEBRA 


Parte  sistematica. 


I 

Generazione. 

I 


Identità  nella 
riunione  degli 
algoritmi  ele- 
mentari : 
Equivalenze. 


Direraità  nella 
riunione  degl i al- 
goritmi elemen- 
tari. 


Comparazione: 


.1 

Relazione  d'e- 
guaglianza i 
Equazioni, 
(di  differenze 
di  congruenze 
di  equivalenze) 


Relazione  d’ ine- 
guaglianza: 
Iliquazioa  i. 


Influenza 
reciproca  de- 
gli algoritmi 
primitivi  op- 
porti : 

Taoeia 
dei  «catzi. 


Influenza  parziale. 


Della  aommazione  Della  graduazione 

nella  graduazione:  nella  aommazione: 

Differenze.  Giani  ( Vedi  o“  11). 


Determinate. 


I. 

Reali  : 

Calcolo 

DELL!  DIFFERENZE. 


Indeterminate  : 
Calcolo 

j delle  Variazioni. 

Ideali  : 

Calcolo 

DIFFEEEHZIAL1. 


aS.  Paasiamo  adeaao  alla  deduzione  delle  diverae  parti  della  Ticria  dell’  Al- 
gebra, e primieramente  determiniamo  l' oggetto  generale  di  queata  parte  impor- 
tante dell’  algoritmi». 

Nella  Teoria,  la  generazione  o la  costruzione  delle  quantità  è data  immedia- 
tamente da  algoritmi  aempiici  o composti  che  possono  unicamente  far  conoscere 
la  natura  di  queste  quantità,  ma  non  mai  la  loro  determinaiione  numerica  o il 
loro  valore  comparativo  ad  una  unità.  Questo  valore  non  può  mai  esser  dato  che 
accidentalmente  dalla  teoria  dell’  algebra,  e soltanto  nel  caso  in  cui  le  operazioni, 
che  colla  loro  riunione  costituiscono  la  natura  di  una  quantità  e danno  la  sua 
generazione,  possano  eflettuarsi  mediante  l’applicazione  dei  metodi  primitivi 
ossia  delle  sei  regole  elementari  della  scienza,  cioè  l' addizione,  la  moltiplica- 
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none,  1’  elevazione  alle  poterne,  e le  loro  inverse.  Per  esempio  , abbiasi  vii» 
quantità  m,  la  cui  generazione  sia  data  dall1  espressione 

a 

m c=  \ 5. 

Questa  generazione  non  ci  fa  conoscere  immediatamente  che  la  natura , o fa  co- 
atruaione  primitiva  della  quantità  m%  e soltanto  coll'  applicarvi  il  metodo  del- 
V estrazione  delle  radici  possiamo  determinare  il  suo  valore  numerico 

' m = 2,a36o6 

Ora,  in  tutti  i casi  in  cui  questa  applicazione  dei  metodi  o delle  regole  primiti- 
ve non  può  effettuarsi  in  un  modo  immediato,  il  valore  delle  quantità  non  è più 
«iato  accidentalmente,  e nondimeno  la  determinazione  di  questo  valore  è richie- 
sta imperiosamente  per  la  possibilità  della  scienza.  È vero  però  che  quando  è dato 
un  modo  qualunque  particolare  di  generazione,  ovvero  una  funzione  particolare, 
si  può,  mediante  l’applicazione  delle  leggi  generali  delia  generazione  sistematica 
delle  quantità,  ottenere  le  leggi  particolari  della  generazione  elementare  di  que- 
sta funzione,  e queste  leggi  particolari  possono  servire  alla  loro  volta  alla  de- 
terminazione della  natura  primitiva  della  funzione  e per  conseguenza  alla  de- 
terminazione del  suo  valore.  Ma  una  tale  determinazione  teorica  non  potrebbe 
avere  alcuna  legge  generale,  ed  ogni  funzione  particolare  esige  necessariaiueute 
.una  determinazione  particolare;  talmentcchè  il  numero  delle  funzioni  o dei  modi 
differenti  da  cui  pilo  esser  prodotta  la  generazione  delle  quantità  mediante  la 
combinazione  degli  algoritmi  semplici  o composti  essendo  indefinito,  questa  de- 
terminazione è per  sé  stessa  indefinita  e per  conseguenza  impossibile  in  tutta 
l1  estensione  della  generazione  sistematica  delle  quantità.  Si  presenta  dunque  il 
problema  necessario  di  una  generazione  secondaria , differente  dalla  generazione 
primaria  che  vien  data  dagli  algoritmi  semplici  o composti  della  teoria  elemen- 
tare dell'  algebra.  Ora  , questa  generazione  secondaria,  dovendo  abbracciare  in  tulli 
i casi  la  determinazione  numerica  delle  quantità,  deve  essere  UmvEzsaLB,  vale 
a dire  che  deve  potersi  applicare  indistintamente  a tutte  le  quantità.  La  Tecma 
dell'  algebra  ha  dunque  per  oggetto  generale  la  generazione  e la  comparazione 
universale  delle  quantità. 

Prima  di  passare  alla  ricerca  degli  algoritmi  capaci  di  dare  questa  generazione 
universale,  facciamo  osservare  la  differenza  caratteristica  che  gli  disliugue  subito 
dagli  algoritmi  teorici;  questi  ultimi,  formando  dei  melodi  di  costruzione,  sono 
per  eoa)  dire  identici  colle  quantità  stesse  che  essi  producono  , mentre  i primi 
dovendo  formare  dei  melodi  di  valutazione,  sono  indipendenti  dalle  quantità  che 
essi  valutano.  In  una  parola,  gli  algoritmi  teorici  fanno  parte  della  natura  stessa 
delle  quantità,  mentre  gli  algoritmi  tecnici  debbono  essere  indipendenti  da  que- 
sta natura,  e si  riferiscono  evidentemente  ad  un  /me,  ad  uno  scopo  da  raggiun- 
gersi, estraneo  affatto  alta  natura  delle  quantità.  Questo  fine  o questo  scopo  che 
comparisce  nei  melodi  della  Tecria,  la  separa  interamente  dalla  Teoria  , e non 
permette  di  confondere  insieme,  come  sempre  si  era  fatto  fino  ad  ora,  queste  due 
parti  tanto  distinte  della  scienza.  La  teoria  è propriamente  la  parte  speculativa 
dell’ algoritmi»,  mentre  la  tecnia  ne  è la  parte  pratica,  o,  per  meglio  dire,  pre- 
senta un  carattere  di  azione,  u»'ar/e,  riìfvq.  Si  consulti  l'opera  dà  Wronski 
iotitolata  la  Filosofia  della  Tecnia  , sezt  ia. 

16.  La  generazione  secondaria,  che  forma  l’oggetto  principale  della  tecnia  del- 
l'algebra, dovendo  presentare  la  determinazione  numerica  delle  quantità,  nou  può 
evidentemente  aver  luogo  che  mediante  l’uso  arbitrario  degli  algoritmi  elemen- 
tari, perchè  io  ultima  analisi  la  valutazione  numerica  di  una  quanlità  si  riduce 
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alia  realizzazione  «Ielle  operazioni  primitive  date  da  questi  algoritmi.  Ma  i due 
algoritmi  derivati  immediati,  la  numerazione  e \v  facoltà  ^ ci  offrono  la  possi- 
lolita  di  ottenere  la  generazione  di  una  quantità  qualunque,  per  mezzo  dei  li- 
miti arbitrar)  di  cui  sono  suscettibili;  così,  per  ottenere  la  generazione  secon- 
daria della  quale  si  tratta,  bisogna  potere,  mediante  una  funzione  arbitraria,  tra- 
sformare, per  mezzo  degli  algoritmi  primitivi,  qualunque  funzione  teorica,  data 
mediatamente  o immediatamente,  in  funzioni  di  numerazione  o di  facoltà.  Questa 
funzione  arbitraria  sarà  nella  massima  sua  generalità  la  quantità  che  nelle  appli- 
cazioni dell'  aritmetica  si  dice  misura  o unità  della  valutazione  delle  quantità. 

Ora,  la  trasformazione  di  qualunque  funzione  teorica  in  funzione  di  numera- 
zione o di  facoltà,  mediante  l'uso  di  una  misura  arbitraria  secondo  la  quale  debba 
essa  esser  valutata,  esige  evideutemente  una  determinazione  della  relazione  che 
esiste  tra  questa  funzione  e la  funzione  arbitraria  che  serve  di  misura  , vale  a 
dite  la  determinazione  del  rapporto  geometrico  di  queste  funzioni , perchè  su 
questo  rapporto  si  fonda  appunto  generalmente  T operazione  aritmetica  chiamala 
misura.  Inoltre  la  generazione  secondaria  che  forma  1’  oggetto  della  trasforma- 
none  di  cui  si  trat  ta,  dovendo  operarsi  mediante  1*  uso  degli  algoritmi  primitivi, 
questa  trasformazione  deve  esser  subordinata  alla  forma  dell’ algoritmo  impie- 
gato. Ciò  posto,  se  s’  indica  con  Fx  una  funzione  qualunque  di  una  variabile  x, 
v con  yx  una  funzione  arbitraria  che  le  debba  servire  di  misura  o nella  quale  la 
funzione  Fx  debba  esser  trasformata  , I'  operazione  di  questa  trasformazione  in 
funzioni  di  numerazione  o di  facoltà,  avrà  le  forme  respetlive 

F x = A -+-(-)  x e Fx=AX0*> 

essendo  A una  quantità  dipendente  o indipendente  da  x,  e Px  una  quantità  di- 
pendere dalla  misura  yx. 

17.  Occupiamoci  primieramente  della  funzione  di  numerazione.  Per  potere  in 
generale  decomporre  Fx  in  due  quantità  A c 0x,  tali  che  Hx  sia  in  qualunque 
caso  comparabile  colla  misura  tx,  bisogna  necessariamente  che  «x  divenga  zero 
quando  lo  diviene  yx,  perchè  senza  questo  il  rapporto  di  queste  due  funzioni 
iiou  potrebbe  divenire  l’oggetto  di  una  «lelerroinazionc  generale.  Così  la  quan- 
tità A deve  esser  tale  che  si  abbia 

Fx  A , 

1 j ti  .«itilo  la  variabile  x riceve  il  valore  che  rende  yx  = o,  e per  conseguenza 
tr  x=  o , donde  comcgue  che  questa  quantità  è indipendente  da  x. 

Ora  il  rapporto  «Ielle  quantità  (-Jx  c yx  essendo 

C*)x  15  x 

, ovvero  

v Hx 

se  si  considera  in  primo  luogo  soltanto  il  rapporto  diretto , sì  avrà  , indi* 

? x 

candido  con  F,x , 


Hx 

yx 


=sF. 


e questa  funzione  F,x,  che  in  tutti  i casi  deve  avere  uo  valore  determinato,  po> 
Irà  subire  una  trasformazione  ulteriore 

FjX  =sB  + 0,x, 

Dlz.  di  Mal.  Voi.  / /.  65 
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nella  quale  Q,x  esprime  una  quantità  comparabile  sempre  con  yx,  lale  cioè  che 
divenga  zero  quando  jr=o,  e B è una  quanlilà  tale  che  si  abbia  nello  stesso 
caso 

F,x  = B. 

Esprimendo  di  nuoto  con  Fax  il  rapporto  diretto  delle  quantità  ©,*  c <jx , 
potremo  trasformare  la  (unzione  Fax  in 

Fax  = C -4-  0ax  , 

e proseguendo  successivamente  queste  decomposizioni,  si  troverà  riunendo  tutti 
i resultati 

FrxA  + fclx 
#ra(R  + e(t)« 

0,x  tra  ( C 4-  «ax  ) yx 
Wax  = ( D-+-  <->,x  ) fx 
ee. 

e,  sostituendo,  si  avrà 

Fx  = A 4-  B.  x 4-  C (yx)1  h-  D (yx)s  4-  ec. 

rhe  è la  forma  generale  delle  espressioni  che  diconsi  serie , almeno  nel  caso  sem- 
plice in  cui  le  trasformazioni  si  effettuano  colla  stessa  misura  yx. 

18.  Se  si  eseguiscono  le  stesse  trasformazioni  prendendo  il  rapporto  inverso 

y x 

~~~x  » *'  otterrà  successivamente 

Fx  = A -4-  B x , 


X 

= |Fx , 

«x  1 ’ 


i f -r  = Br  -f-  fc),z  , 


= aFx, 


aFx  = C -f  W»x  , 


3Fx  = D'  4-  0,x  , 


ec. 

donde,  sostituendo,  si  ottiene 


Fx=  A 4- 


B'-i 


c . 


IV  4-  ec. 


che  è la  forma  generale  delle  espressioni  che  diconsi  frazioni  continue  , pari- 
mente nel  caso  semplice  di  una  stessa  misura  yx. 

Le  serie  e le  frazioni  continue  sono  dunque  i due  rami  particolari  della  classe 
generale  dei  melodi  tecnici  che  dipendono  dall'algoritmo  della  numerazione. 
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19.  Riprendiamo  adesso  la  seconda  forma  di  trasformazione 
Fa:  ss  A X Q* . 

che  corrisponde  all'uso  dell’  algoritmo  delle  facoltà.  In  questo  caso,  la  quantità  A 
può  esser  realmente  dipendente  o indipendente  dalla  variabile  a:,  e le  trasforma- 
zioni di  questo  secondo  caso  differiscono  essenzialmente  da  quelle  del  primo,  in 
cui  questa  quantità  A è necessariamente  iodipendente  da  x , cioè  nna  quantità 
costante.  Considerando  la  quantità  A come  dipendente  da  x,  essa  deve  esser  tale 
che  ridotta  a zero  da  un  valore  particolare  di  x,  questo  stesso  valore  reuda  Fx 
eguale  a zero,  affinché  la  funzione  0x  abbia  un  valore  finito.  Cosi  questa  quan- 
tità A essendo  in  generale  comparabile  con  Fx  forma  per  sé  stessa  la  misura 
di  questa  funzione  : indicando  dunque  con  fQx  la  funzione  arbitraria  A , la  pri- 
ma trasformazione  diverrà 

Fx  =/0x  X «x , 
e le  altre  trasformazioni  saranno 

« x =/,x  X C»,x  , 

«s*=/s*X  f»S*  . 
ec. 

ove  le  funzioni  arbitrarie  f,x  , f%x  ,Jtx,  ee.  sono  prese  respettivaraente  per  la 
misura  delle  funzioni  0x,  0,x,  , ec.  Sostituendo  dunque  ognuna  di  queste 

trasformazioni  in  quella  che  la  precede,  ai  otterrà  la  generazione  tecnica 

Fx  =/0x  ./,x  >fxx  .fx 

in  cui  il  numero  dei  fattori  è indefinito  : e questa  è la  forma  generale  dei  pro- 
dotti continui. 

ao.  Quando  al  contrario  la  quantità  A è indipendente  da  x,  la  trasformazione 
Fx  = A X «x 

non  è evidentemente  possibile  che  mediante  I'  uso  dell'algoritmo  delle  facoltà, 
rendendo  i fattori  indipendenti  dalla  variabile.  Allora  ai  ha  la  forma  generale 

Fx  = (J*)ì*'\ 

ove  * e w sono  due  quantità  date , indica  una  funzione  di  z conveniente- 
mente determinata,  e <px  è la  funzione  arbitraria  di  x presa  per  snisora,  perché 
in  questa  guisa  tutti  i fattori  finiti  iiz,  ^(s+u),  ^i(z-t-au)  ec.  che  formano 
la  facoltà,  sono  indipendenti  stalla  variabile  x.  È questa  la  forma  generale  delle 
facoltà  esponendoli. 

Le  serie , le  frazioni  continue , i prodotti  continui  e le  facoltà  esponenziali 
formano  dunque  gli  oggetti  della  parte  elementare  della  tecnia  e costituiscono 
quattro  algoritmi  tecnici  primitivi , mediante  ognuno  dei  quali  si  può  ottenere 
la  generazione  tecnica  o la  valutazione  numerica  di  una  funzione  qualunque.  Le 
leggi  fondamentali  di  questi  quattro  algoritmi  compongono  nel  loro  complesso  la 
parte  elementare  delta  generazione  tecnica. 

ai.  I quattro  algoritmi  tecnici  primitivi  che  abbiamo  trovato  per  diluzione,  e 
che  formano  le  due  classi  di  generazione  tecnica,  dipendenti  dall’uso  della  nume- 
razione e delle  facoltà,  o,  in  ultima  analisi  , dall’uso  della  sommaziooe  e della 
graduazione,  non  possono  mediante  la  loro  combinazione  fare  altro  che  riprodurre 


Digitized  by  Google 


510  31 A T 

gli  algoritmi  teorici;  cosicché  a parlar  propriamente  non  esistono,  in  quanto  alla 
l'orma  di  generatone,  algoritmi  tecnici  derivali.  Nulladimeno,  avendo  riguardo  al 
metodo  diretto  o inverso  che  può  seguirsi  nella  determinazione  della  funzione  Far, 
per  ottenere  la  sua  generazione  tecnica,  si  presenta  una  classe  particolare  di  al- 
goritmi tecnici  derivali,  che  forma  ciò  che  comunemente  si  dice  metodi  d' inter- 
polazione ( redi  Isteiipolìziose  ).  Infatti,  nelle  serie,  nelle  frazioni  continue  c 
nelle  facoltà  esponenziali,  s'  incontrano  delle  quantità  costanti  il  cui  valore  re- 
sulta dalle  determinazioni  particolari  delia  funzione  proposta  Far,  che  questi  al- 
goritmi debbono  valutare.  Ora,  pnrchè  qncste  determinazioni  siano  note  o alme- 
no possano  ottenersi  col  soccorso  di  certe  circostanze  date,  diviene  sempre  possi- 
bile, seguendo  un  metodo  inverso,  di  valutare  in  generale  la  funzione  bar,  alla 
quale  si  riferiscono  le  determinazioni  particolari  che  si  saranno  impiegale.  L’og- 
getto dell’  Ibteupolzziosp.  é precisamente  questo  metodo  inverso. 

22.  La  riunione  sistematica  degli  algoritmi  tecnici  elementari  non  può  consi- 
stere che  nella  forma  generale  di  questi  algoritmi , e questa  forma  generale  è 
necessariamente  la  forma  primitiva  di  tutta  la  scienza  dei  numeri.  Senza  entrare 
adesso  in  estese  particolarità,  che  sarebbero  inconciliabili  col  nostro  piano,  os- 
serveremo che  la  forma  generale  delle  serie  i 

Far  = A -+-  Byx-t-Ci**-*-Dya:s-t-ec. 

il  ebe  in  ultima  analisi  si  riduce  ad  un  aggregato  di  termini  della  forma 
Fxem  4>0H-  4>,  ♦j-f'+t-t*  ec. , .....  (a), 

che  quella  delle  frazioni  continue 


Fx=  A 


ex 


— 9* 

e-t--— — 

D ? 


li  riduce  parimente  ad  un  aggregato  di  termini  della  forma 
Far  = *1*,  — t-  -H  ec. 

e che  finalmente  le  forme  generali  dei  prodotti  continui  e delle  facoltà  esponen- 
ziali, supponendo  che  la  moltiplicazione  dei  fattori  sia  effettuata,  divengono  putr 
aggregali  di  termini  simili  ad  (et).  Cosi,  tulli  gli  algoritmi  tecnici  elementari 
possono  esser  ridotti  ad  un  aggregato  di  termini,  e«l  è perciò  in  questa  forma 
che  si  trova  la  loro  riunione  sistematica,  vale  a dire  che  T algoritmo  tecnico  si- 
stematico, che  deve  riunire  lutti  gli  algoritmi  elementari  ed  abbracciare  tulli  i 
melodi  tecnici,  deve  presentarsi  anch'  esso  sotto  questa  medesima  forma  (a). 

Se  s'indicano  con  no,  flf,  fìa  , ec.  delle  funzioni  arbitrarie  della  variabile  x , 
prese  per  misura,  funzioni  che  possono  esser  tra  loro  legale  da  una  legge,  o an- 
co non  aver  nessun  legarne,  e con  An , A,,  Aa  ec.  delle  quantità  indipendenti  da 
x,  avremo  per  la  forma  della  generazione  tecnica  sistematica  della  quale  si  tratta 
r espressione  generale 

Fx=  A#00-+-Alii,  -4- AaOaHr  •+■  ec (jS). 

Questa  legge,  la  cui  generalità  assoluta  si  estende  sopra  tutta  Talgoritmia,  poi- 
ché abbraccia  l' applicazione  stessa,  indipendente  ed  immediata  degli  algoritmi 
primitivi  rd  opposti  dtlla  somroazione  e della  graduazione  , è stala  chiamala  da 
H romiti,  al  quale  è dovuta,  Lbgc.b  sltrtma  o universale.  Si  consulti  la  sua  ope- 
ra intitolala  la  Filosofia  della  Tccnia , 
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a3.  Fino  ad  oca  non  abbiamo  consideralo  la  tecnia  deli'  algebra  che  nel  paolo 
di  cista  della  generazione  delle  quantità  ; ci  rimane  a considerarla  in  quello  del- 
la loro  relazione  o della  loro  comparasione.  Quella  relazione,  che  in  generale  ri- 
guarda l 'eguaglianza  o V ineguaglianza  delle  quantità,  dere  qui  presentarsi  coi 
caratteri  di  fine  o di  scopo , che  distinguono  la  tecnia  dalla  teoria:  cosi,  non  con- 
siderando che  le  eguagliarne  in  quanto  che  costituiscono  esse  le  condizioni  delle 
ineguaglianze,  la  comparazione  tecnica  consiste  nella  formazione  universale  delle 
eguaglianze,  e nella  loro  trasformazione  o risoluzione,  cale  a dire  nella  risolu- 
zione universale  delle  equazioni.  Le  leggi  respettire  di  questa  formazione  e di 
questa  soluzione  formano , le  prime , la  parte  elementare  della  comparazione 
tecnica,  e le  seconde  la  parte  sistematica  di  questa  stessa  comparazione.  Questa 
due  parti  sono  state  chiamate  da  Wronshi  il  Canone  algoritmico  e il  Problema 
universale.  Tali  dunque  sono  in  fine  tolte  le  parti  integranti  della  Tscsia  del- 
1'  algoritmia:  il  loro  insieme  forma  il  quadro  seguente. 
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Matematiche  applicate.  Diclro  la  deduzione  filosofica  che  abbiamo  data  del- 
l’oggetto generate  delle  matematiche,  si  scorge  che  la  loro  applicazione  è uni- 
versale, e che  debbono  esistere  tanti  rami  differenti  di  matematiche  applicale, 
quante  scienze  differenti  possono  esistere  per  1'  umano  sapere.  Si  comprende  pure 
che  queste  scienze  non  acquistano  un  grado  più  o meno  grande  di  certezza  che 
in  virtù  di  questa  applicazione,  e secondochè  le  loro  leggi  fondamentali  si  ap- 
poggiano più  o meno  sopra  leggi  matematiche.  Noi  non  abbiamo  senza  dubbio 
bisogno  di  fare  osservare  che  qui  si  tratta  delle  scienze  propriamente  dette,  vale 
a dire  delle  scienze  il  cni  oggetto  è realizzabile  nello  spailo  e nel  tempo  ; poi- 
ché la  certezza  delle  scienze  filosofiche  deriva  da  ona  sorgente  affatto  diversa; 
destinate  per  la  loro  natura  a dare  la  spiegazione  delle  leggi  matematiche  , esse 
non  possono  evidentemente  trarre  la  loro  validità  da  queste  leggi  medesime. 

Qoesta  applicazione  universale  delle  matematiche  non  può  essere  assoggettala 
ad  una  classificazione  determinala,  che  osservando  primieramente  che,  tra  tutti  gli 
oggetti  delle  scienze  umane,  possono  distinguersi  quelli  che  sono  dati  dalla  na- 
tura ossia  dal  complesso  dei  fenomeni  fisici,  da  quelli  che  son  dati  dall’  arte, 
che  sono  cioè  i prodotti  dell’  azione  dell'  uomo.  Così  avremo  per  punto  di  par- 
tenza: t°  l’applicazione  delle  matematiche  agli  oggetti  della  natura,  applicazione 
che  dà  origine  alle  scienze  dette  Fisico-matematiche  ; a®  1' applicazione  delle  ma- 
tematiche agli  oggetti  dell'arte,  e questa  forma  una  classe  di  scienze  che  potreb- 
bero chiamarsi  Peamhatico-matematiche. 

I.  ScisazE  Fisico-matematiche.  La  materia,  aslrazion  fatta  dalla  sua  natura,  ci  si 
presenta  sotto  1'  aspetto  di  una  qualche  cosa  mobile  nello  spazio;  ora , in  un  mo- 
vimento sonovi  due  cose  da  considerare,  cioè:  le  leggi  che  segue  nel  suo  effet- 
tuarsi, e le  forze  motrici  che  lo  producono.  Questa  considerazione  divide  le  scienze 
fisico-matematiche  in  due  rami  principali,  il  primo  dei  quali  ha  per  oggetto 
generale  le  leggi  delle  forze  motrici  cioè  la  Mbccahica,  e il  secondo  ha  per  og- 
getto generale  le  leggi  del  moto.  Quest'  ultimo,  che  si  compone  come  adesso  ve- 
dremo di  parecchi  altri  rami  o scienze  importantissime,  non  ha  ricevuto  una 
denominazione  particolare. 

La  meccanica  si  divide  in  quattro  rami  particolari,  i due  primi  dei  qnali  han- 
no per  oggetto  1'  equilibrio  delle  forze  motrici  dei  corpi  solidi  e fluidi,  e sono 
la  Statica  e 1’  Idrostatica , e gli  altri  due  hanno  per  oggetto  Vallone  delle 
forze  motrici  dei  corpi  solidi  e fluidi,  e sono  la  Dinamica  e I’  Idrodinamica. 

Le  leggi  del  moto  possono  esser  considerate:  s°  in  se  stesse  o in  astratto , a® 
negli  oggetti  o in  concreto.  Le  leggi  del  moto  astratto  formano  l’oggetto  di  ona 
scienza  che  non  ha  ancora  ricevuto  un  nome  particolare  , perchè  fino  ad  ora  è stata 
sempre  confusa  colla  dinamica:  seguendo  alcuni  matematici  tedeschi  noi  la  chia- 
meremo Fobonomia  da  ooqi  trasporto , e vopto;  legge.  Le  leggi  del  molo  con- 
creto formano  I'  oggetto  di  diverse  scienze,  che  sono  : s°  1’ Idraulica  o la  scienza 
del  molo  dei  fluidi  ; a°  la  Pneumatica,  n la  scienza  del  molo  dei  gas  ; 3*  1’  Astro- 
nomia, o la  scienza  del  moto  dei  corpi  celesti;  4°  I’  Ottica,  o la  scienza  della 
luce  ; 5®  1’ Acustica  , o la  acienza  del  molo  del  suono.  Il  quadro  seguente  com- 
pleterà questa  classificazione  presentandola  in  un  modo  più  sistematico. 
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II.  SCIBMZB  PrAMUATICO-MATEMATICBE. 
zio  ne  detenni  naia,  perchè  i di  veni 
arti  sì  fisiche  che  iulellelluali 
arti  stesse. 

Ecco  i principali  : 

AGRIMENSURA  , 

Arcbithttu&a, 
Navigazione  , 
FoRTIflCAZlUAIt  , 
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una  cl.istitir.i- 
matcaial  ichc  «die 
SUUU  qUCAc 


INALISI  K-.V  , 

Caos  ulogi  a, 

GNOMONICA  , 

Geuoesia  » ec. 


MAU 

Non  si  può  qui  stabilire 
rami  dell  appliraziuuc  delle 
souo  lauto  iudelvi  minali  quautu  tu 


Per  gli  sviluppi  opportuni  d«*ve  ricorrersi  ai  diversi  articoli  Ji  qursto  Dizin- 
nario  che  traltauo  io  particolare  di  queste  scienze. 

MATSIvO  (Gjovan  Matteo),  ast  ronomo  e uiateiualico,  nato  nel  a Presburgo 

io  Ungheria,  e morto  nel  179G  a Cassel , ha  pubblicato:  1 G enee  aliare  s medila- 
tiones  de  maclùnis  hydraulicis , Lemgo,  17G1,  iu~4  ; Il  T/teorìa  jactus  ^ lui  ri- 
rum  igniariorum , Berlino,  1761;  Hi  TUtoria  virium  i/uas  medianica  conside- 
rata Kinteln,  *765;  IV  Methodus  radices  aeyuutionum  ine  emendi.  % »%i,  1 ;GG  ; 
V Fondamenti  dei  calcolo  differendole  (in  tedesco),  Cassel,  »jG5;  VI  Gbser- 
vationes  astronomicae , ivi,  1770;  VII  Programma  de  piciura  lineari , i/uam 
perspectivam  dicuni , i\ì , 1772,  in-^.  Per  le  olire  opere  di  questo  dotto  si  cuii- 
sulti  la  Biografia  universale. 

MATTEUCCI  (Petronio),  astronomo  dell1  Istituto  di  Bologna,  osservò  unitamente 
a Zauolli  la  comela  del  i/3<),  e poi  quella  de)  <7^4*  Insieme  col  medesimo  astro- 
nomo diresse  le  riparazioni  dello  gnomone  di  Cassini.  Si  veda  su  tale  parlicolaie 
la  Meridiana  del  tempio  di  S . Petronio  rinnovata  V anno  177G.  Osservò  il  pae- 
saggio di  Mercurio  nel  178G,  e rese  conto  di  tale  osservazione  nel  tomo  Vii  delle 
Memorie  dell’Istituto  di  Bologna.  Finalmente  uel  1798  pubblicò  dodici  anni  di 
effemeridi  col  titolo  di  Ephemerides  motuurn  coelestium  ex  anno  17^7  iu  uniiu in 
1810  , supputatae  a Petronio  Mat/ieucio  % Bologna,  1798.  Malieucci  muri  nel 
Dicembre  1810. 

MAUDU1T  ( Antonio  B&bato),  nato  a Parigi  il  17  Genita jo  1 73 1 , fu  uno  dui  mi- 
gliori professori  del  suo  tempo.  L'  ordine  e la  chiarezza  mirabile  coti  cui  inse- 
gnava si  ritrova  ancora  nei  libri  elementari  che  pubblicò,  libri  che  uo  11  ostatile  1 
i progressi  della  scienza  e dei  melodi  possouo  tuttora  esser  consultali  cuu  trullo 
e meritano  di  esser  presi  a modello  iu  siffatto  genere  di  opere,  in  copri  la  catte- 
dra di  geometria  nel  collegio  di  Francia,  c poscia  quella  di  matematiche  nelle 
scuole  centrali:  fu  pure  membro  della  società  delle  scieuze  e aiti  di  Melz,c  po- 
tuto avrebbe  riuscire  ad  essere  ammesso  nell*  Accademia  delle  scienze  di  Parigi, 
se  la  sua  mordacità  non  gli  fosse  stala  un  ostacolo  insormontabile.  MauJuil  mori  il 
6 Marzo  i8i5.  Ha  scritto:  I Elemens  des  sections  coiw/ues  de  monti  è s par  la 
synthèse , 17S17,  io-8  : opera  eccellente*,  Il  Jntroduction  aux  Elemens  des  se- 
ctions coniques , 17G1  , III  Principes  d'  astronomie  split  rupie , ou  fruite  com- 
piei de  trigonometrie  sphèrique , 17G0,  in-8  ; tradotto  in  inglese  da  CruLell , 
nel  17G8;  IV  Lcqons  de  geometrie  thèoriyue  et  proficue , 177:1,  in-8;  *790, 
iu-8;  1809,  a voi.  in-8.  V Lccons  clcmentaircs  d'  ar illune tiijue , 1780,  in-8; 
1804,  in-8:  è una  delle  migliori  opere  che  esislauo  io  tale  materia. 

MAUPERTUIS  (Pietro  Loigi  Moreau  de),  nato  a Sainl-Malo  il  17  Luglio  1G98. 
I lavori  di  questo  geometra  non  souo  nè  numerosi  uè  abbastanza  importanti  per 
meritarli  uu  posto  disliuto  nella  storia  della  scicuza:  pure  è stato  giudicalo  con 
troppo  rigore  specialiueule  iu  Francia,  ove  lo  spirilo  ha  così  spesso  ragione  con- 
tro il  sapere;  è perciò  nostro  dovere  di  rauuoeulart  almeno  i titoli  veri  e reali 
VU.  di  Mat.  Voi.  VE  <W 
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che  aveva  acquistalo  alia  stima  delle  dotte  società  che  lo  accolsero  nel  loro  séno. 
Maupertuis,  che  di  buon'*  ora  abbandonò  la  carriera  militare  per  lo  studio  delie 
scienze  e delle  lettere,  tu  iu  Francia  uno  dei  primi  promotori  delle  dottrine  di 
Newton;  ed  è da  notarsi  che  Voltaire,  allora  suo  amico,  studiava  sotto  i suoi 
auspicj  questo  sistema  che  poi  pretese  di  adattare  all1  intelligenza  di  tutti,  ma 
cui  la  uatura  del  suo  talento  e de' suoi  sludj  non  gli  permetteva  nè  di  com- 
prendere nè  per  conseguenza  di  esporre  per  istruzione  degli  altri.  Mauperluis 
lino  dal  i”i*3  era  membro  dell'  Accademia  delle  Scienze,  e iu  lai  qualità  fu  inca- 
ricato di  dirigere  la  commissione  scientifica  che  varj  anni  dopo  fu  istituita  per 
misurare  un  grado  del  meridiano  sotto  il  circolo  polare.  Egli  parlò  della  parte 
che  ebbe  in  quella  celebre  operazione  forse  con  poca  modestia  ed  in  modo  da 
diminuire  il  merito  dei  suoi  collaboratori  Clsiraut,  Camus,  Lemonnier  e Outhier ; 
ma  questo  errore  o debolezza  di  spirito  che  voglia  dirsi  non  deve  far  si  che 
debhauo  esser  disprezzati  i suoi  lavori  come  geometra  in  quella  difficile  e perico- 
losa operazione,  terminala  coraggiosamente  sotto  un  clima  in  cui  il  termometro 
scese  successivamente  ai  20  , 25  e Z'j  gradi  sotto  zero. 

Nel  suo  Saggio  di  Cosmologia , che  Maupertuis  pubblicò  quando  era  presidente 
dell'  Accademia  di  Berlino  , propose  diverse  ipotesi  nuove  sulla  teoria  del  molo, 
r fra  le  altre  il  principio  della  minima  azione , sul  quale  fino  dal  17^4  aveva 
già  letto  una  memoria  nell*  Accademia  delle  Scienze:  questa  scoperta,  che  certa- 
mente gli  fa  onore,  gli  attirò  una  delle  contese  più  violenti  che  abbiano  mai  tur- 
bato il  riposo  «li  uu  dotto.  Koenig,  che  imprese  ad  esaminare  il  valore  di  que- 
sto principio,  aveva  torto;  ma  Voltaire,  che  era  divenuto  nemico  di  Maupertuis, 
c che  P attaccò  sotto  il  ridicolo  pseudonimo  del  Dottore  Akakia , non  aveva  diritto 
alcuno  «!’  intervenire  in  tal  disputa.  Non  ostante  oppresse  Maupertuis  sotto  il 
peso  dei  suoi  sarcasmi,  e il  principio  della  minima  azione  , che  quello  spiritoso 
scrittore  poco  d'altronde  si  curava  d’intendere,  un'idea  che  avrebbe  onorato  un 
talento  più  elevalo  di  quello  di  Maupertuis,  fa  posto  in  ridicolo  al  seguo  d' il- 
ludere i geometri  stessi,  che  per  molto  tempo  si  astennero  dall’ enunciarlo.  La 
posterità  , più  giusta,  non  avrà  che  un  profondo  disprezzo  per  1'  ignoranza  del 
geometra  Voltaire,  e il  principio  della  minima  azione  salverà  il  nome  di  Mau- 
pertuis dall'  oblio  in  cui  deve  andare  a perdersi  1'  ingiuriosa  diatriba  del  dottore 
Akakia.  Maupertuis,  che  ebbe  il  torto  gravissimo  di  farsi  cortigiano  e di  trascu- 
rare la  scienza  che  gli  aveva  aperto  un  rapido  cammino  alla  fortuna  , ha  però 
pubblicato  un  numero  nou  poco  grande  di  scritti  che  sono  stati  raccolti  sotto  il 
titolo  di  Oeuvrrs  de  Maupertuis  : la  migliore  edizione  è quella  di  Lione,  1768, 
4 voi.  in-8:  Ira  gli  altri  vi  si  osservauo  i seguenti:  i.°  Essai  de  cosmologie ; 
2.0  Discours  sur  la  Jìgure  des  astret\  3°  Étcmens  de  ge'og  rapiti  e ; 4*° 
lation  d'  un  yfoyage  fai  t par  ordre  du  roi  au  cerate  polaire\  5.°  Me  moire  sur 
la  moindrc  quantité  d'action.  Ha  pure  somministrato  parecchie  memorie  alla  Rac- 
colta dell'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi,  tra  le  quali  si  nota  particolarmen- 
te la  sua  Balistica  aritmetica  (anno  1731  ),  ed  un  Tomento  elegante  sulla  sezione 
XII  del  i.°  libro  dei  Princìpj  di  Newton  (anno  1732).  Maupertuis,  la  cui  salute 
era  stata  alterata  dai  disgusti  che  aveali  cagionalo  la  sua  disputa  con  Koenig  c con 
Voltaire,  mori  a Basilea  il  27  Luglio  1759  in  casa  dei  figli  di  Giovanni  Bcrnoulli. 

MAUROLYCO  (Francesco),  uno  dei  più  dotti  geometri  che  rammenti  la  storia 
della  scienza  nel  secolo  XVI,  nacque  a Messina  il  16  Settembre  i4of  da  una 
tiuuiglia  greca,  originaria  di  Costantinopoli.  Ei  nou  ebbe  altro  precettore  che  suo 
padre  nelle  sederne  matematiche,  delle  quali  si  è occupalo  tutta  la  sua  vita  con 
quella  perseveranza  c con  quella  attività  nelle  ricerche  che  distinguono  i dotti  del- 
la sua  epoca.  Noti  crediamo  cosa  interessante  il  rammentare  il  piccolo  numero  di 
particolarità  che  hanno  contrassegnalo  la  lunga  sua  carriera.  Maurolyco  visse  ri- 
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colmo  d'  onori  e circondalo  dalla  pubblica  «lima  in  quell1  Italia  nobile  e appas- 
sionata che  ha  sempre  corone  da  offrire  ai  grandi  talenti.  I suoi  lavori  sono  nu- 
merosi ed  importanti,  specialmente  per  V epoca  in  cui  furono  fatti.  Tutti  i di- 
versi rami  delle  matematiche  furono  1’  oggetto  delle  sue  ricerche  e delle  sue  me- 
ditazioni. Gli  si  debbono  delle  traduzioni,  arricchite  di  noie,  dei  pivi  grandi  geo- 
metri dell'antichità.  Si  accinse  a ristabilire,  sulla  scorta  delle  indicazioni  lascia- 
teci da  Pappo,  il  quinto  libro  d'  Apollonio,  che  trattava  de  maximis  et  mini- 
mi/: e quantunque  non  sia  stato  fortunato  appieno  in  tale  assunto,  è d'uopo 
convenire  che  solo  un  gran  geometra  ha  osalo  tentarlo  ( Vedi  Apollonio  e Vi- 
viani).  È autore  di  varj  lavori  originali  sulle  sezioni  coniche,  e La  Uire  ha  svi- 
luppato ed  ampliato  il  suo  metodo  nel  trattato  cui  pubblicò  su  questa  parte  im- 
portante della  geometria.  Maurolyco  perfezionò  la  gnomonica  ; giovò  pure  aU’arit- 
roetica  (Vedi  Mariano  Fontana),  e compose  parecchi  trattati  sull'astronomia, 
sulla  natura  degli  elementi , sulla  meccanica , sulle  proprietà  della  calamita , e 
sopra  altre  parti  della  fisica  e della  meccanica.  Maurolyco  giunse  ad  un'  estrema 
vecchiaja  e morì  nelle  vicinanze  di  Messina  il  a r Luglio  i5y5  Ecco  la  lista  delle 
principali  sue  opere,  che  anco  adesso  possono  esser  consultale  con  frutto  dai  geo- 
metri : 1 Traduzioni  Ialine  di  Teodosio,  di  Menelao,  d'Aulolico.  d Euclide,  d'Apol- 
lonio,  cc. , le  più  corredate  di  dotti  commentari  che  sono  stali  assai  olili  ai  nuovi 
editori;  II  Cosmographia  de  forma,  si  tu,  numeroque  coelorum  et  e!ementorum,ec. 
Venezia,  i543  , in«4  ; sovente  ristampala  nel  secolo  decimosesto;  111  Theoremata 
de  lumine  et  umbra  ad  perspectivam  radiorum  incidentium , Venezia,  1EÌ75, 
in»4  : Egli  si  accostò  più  che  altri,  in  tale  opera,  al  vero  modo  onde  vediamo  gli 
oggetti;  ma  gli  restavano  ancora  da  vincere  varie  difficoltà  che  hanno  arrestalo 
lungo  tempo  coloro  che  hanno  terminato  dopo  di  lui  quanto  aveva  egli  incomin- 
ciato: si  può  su  questo  proposito  consultare  quanto  ne  dice  Montncla  nella  sua 
Storia  delle  matematiche , Tom.  I,  pag.  G96  e segg.  Clavio  ha  pubblicato  di 
quest'opera  una  seconda  edizione  arricchita  di  note  e di  osservazioni,  Lione, 
i6i3;  IV  Admirandi  Archimedis  Siracusani  monumenta  omnia  quae  extant , 
Palermo,  iG85.  Quest'opera  è piuttosto  un  comenlo  o un'imitazione  d'  Archi- 
mede,  che  una  traduzione  letterale  delle  opere  dell*  antico  geometra.  La  prima 
edizione  essendosi  perduta  per  un  naufragio,  fu  rinnovata  colla  scorta  di  un  esem- 
plare  rinvenuto  nel  1G81. 

MAYER  (Tobia),  uno  dei  più  celebri  e dei  più  grandi  astronomi  moderni,  nacque 
il  17  Febbrajo  1723  a Marbach,  nel  regno  di  Wurlemberg.  I suoi  principj  furono 
penosi,  ma  al  pari  di  tutti  i grandi  uomini  che  la  scienza  chiama  ad  una  bella 
fama  seppe  lottare  nobilmente  contro  tutti  gli  ostacoli,  e percorse  una  breve  ma 
gloriosa  carriera.  La  storia  della  sua  vita  è riposta  tutta  ue*  suoi  lavori.  La  sua 
prima  opera  comparve  nel  1 5 , ed  è un  Trattato  delle  curve  per  la  costru- 

zione dei  problemi  di  geometria  : nello  stesso  anno  pubblicò  un  Atlante  mate- 
matico, che  è una  collezione  di  sessanta  tavole  nelle  quali  sono  rappresentate  tutte 
le  parti  della  scienza.  Da  quest'  epoca  Mayer  si  occupò  più  specialmente  di  astro- 
nomia , e molto  contribuì  alla  pubblicazione  delle  Memorie  della  società  cosmo- 
grafica  di  Norimberga,  che  molla  celebrità  hanno  avuto  sotto  il  titolo  di  Kosmo - 
graphische  Nachrichten  and  Saturni ungen.  Nel  volume  pubblicato  nel  iy5o  si 
nota  soprattutto  una  memoria  contenente  le  sue  osservazioni  e i suoi  calcoli  della 
librazione  della  luna.  Tale  memoria  segna  un  passo  importante  nella  scienza 
per  l'esposizione  che  Mayer  vi  fa  del  metodo  delle  equazioni  di  condizione , me- 
diante il  quale  nella  risoluzione  di  un  problema  invece  di  essere  costretti  a far* 
uso  solamente  di  tante  osservazioni  quante  sono  le  costanti  contenute  nell*  equa- 
zione, si  può  impiegarne  migliaja  se  si  hanno,  e si  giunge  direttamente  alle 
conclusioni  più  sicure  o più  probabili  che  resultano  dalla  totalità  delle  osserva- 


Digitized  by  Google 


524  MAY 

zioui-  A tale  melode,  adottalo  oggigiorno  .la  tutti  gli  astronomi,  è dovuta  la  pre* 
«.mone  che  Jistiugue  le  tavole  asti  Gnomiche  più  recenti. 

Nel  17^1,  Mayer  si  stabilì  a Gottinga, ove  fu  incaricato  della  direzione  delPOs- 
scrtaloiio.  Quivi  si  applicò  egli  con  assiduità  infaticabile  alle  osservazioni  c ai 
lavori  astronomici  che  hanno  reso  illustre  il  suo  nome.  Imprese  a verificare  i 
punti  fondamentali  dell' astronomia,  le  infrazioni,  la  posizione  delle  stelle  e 
principalmente  di  quelle  dello  zodiaco,  alle  quali  si  raffrontano  giornalmente  i 
pianeti.  Il  suo  catalogo  zodiacale  contiene  998  stelle,  una  gran  parte  delle  quali 
sono  state  osservate  fino  26  tolte.  Fu  pure  nell’ Osservatorio  di  Gottinga,  ricco 
di  un  magnifico  quadrante  murale  di  6 piedi  di  raggio  donato  dal  re  d'  Inghil- 
terra, che  Mayer  terminò  le  sue  tavole  lunari  eh'  ei  corresse  con  la  massima  cura 
fino  alta  sua  morte  avvenuta  il  20  Febbre jo  *762.  Tali  preziose  tavole  inviate 
vennero  dalla  sua  vedova  a Londra  per  concorrere  al  premio  delle  longitudini,  ed 
ottennero  una  ricompensa  di  5 000  lire  sterline  {Vedi  Longitudihb ) ; e poiché,  in 
uno  scritto  intitolato  Methodus  longitudinum  promota  che  avea  loro  premesso, 
Mayer  aveva  indicato  come  le  avesse  costrutte  e come  potessero  ancora  migliorarsi, 
Mavnn  per  commissione  del  comitato  delle  longitudini  di  Londra,  e sotto  la  dire- 
zione ili  Maskelyne,  le  rese  più  precise  valendosi  di  1200  osservazioni  di  Bradley. 
Esse  furono  pubblicale  da  Maskelyne  col  titolo  di  Maye.r's  Lunar  tobìes  impro- 
veri  by  M.  Charles  Maton , published  by  order  of  thè  commitsioners  of  lon- 
pifndrs , Londra,  1787.  Per  gli  stessi  mezzi,  c giovandosi  delle  nuove  ricerche 
teoriche  di  La  place , le  tavole  di  Mayer  furono  migliorate  successivamente  da 
Boiivard , da  Burg  e da  Burkhardt;  ma,  qualunque  sia  il  merito  dei  lavori  sue- 
1 essi vnmente  intrapresi , converrà  dire  che  non  sono  nuove  tavole,  ma  le  tavole 
di  Mayer  alle  quali  sono  siale  fatte  delle  leggere  correzioni  per  avvicinarle  mag- 
giormente alle  osservazioni.  Le  suddette  tavole  hanno  dnnque  giustamente  reso 
celebre  a perpetuità  il  nome  di  Tobia  Mayer,  u!  quale  è dovuto  pure  il  princi- 
pio della  moltiplicazione  indefinita  degli  angoli,  che  perfezionato  da  Borda  ha 
servilo  a tiare  tanta  prensione  ed  esattezza  alle  moderne  misurazioni  geodetiche. 

Le  opere  di  Mayer  dovevano  esser  pubblicate  da  Lichtenberg,  astronomo  di 
Gottinga  c suo  amico,  ma  non  ne  è comparso  che  un  solo  volume  nel  1775. 
Ksso  contiene  diverse  memorie  che  tulle  in  sommo  grado  attcstano  P ingegno  di 
questo  giovane  ed  illustre  astronomo.  Vi  si  osserva  un  progetto  per  determinare 
più  esattamente  le  variazioni  del  termometro,  una  formula  per  assegnare  il 
grado  medio  «lì  calore  che  conviene  ad  ogni  latitudine  ed  i tempi  dell'  anno  in 
mi  deve  fare  il  maggior  cablo  e il  maggior  freddo,  ed  un  metodo  facile  per  cal- 
ciate gli  ecclissi  solari  clic  ha  molta  analogia  con  quello  di  Rcpplero.  L'  elo- 
gio -li  Mayer  c stalo  recitalo  «la  K.iestncr  all'  Accademia  di  Gottinga,  e si  legge 
negli  Alti  «li  quella  «lolla  società  per  Panno  17G2:  esso  termina  coll'elenco 
deile  sue  opere,  «li  cui  le  principali,  olire  quelle  citate  «li  sopra,  sono:  Descri - 
zinne  rii  un  nuovo  globo  della  luna , Norimberga,  17^0;  — Refrazioni  terre- 
stri ; — Descrizione  di  un  nuovo  micrometro  ; — Osservazioni  dell'  ecclisse 
srdnre  del  17^8,*  — Congiunzioni  della  luna  e delle  stelle  osservate  negli  anni 
•7  I7  <*  *718;  — Prove  che  la  luna  non  ha  atmosfera  ; — Memoria  Sulla  paral- 
lasse della  luna  e sulla  sua  distanza  dalla  terra  dedotta  dalla  lunghezza  del 
pendolo  a secondi  ; — Della  trasformazione  delle  figure  rettilinee  in  trian- 
goli ; — Inclinazioni  e declinazioni  dell'ago  calamitato  dedotte  dalla  teo- 
ria \ — Ineguaglianze  di  Giove  , cc. 

MAYER  ( Fkdp.rico  Cristoforo),  accademico  di  Pietroburgo,  ha  somministrato  agli 
Atti  dell'  Accademia  delle  scienze  di  quella  città  parecchie  memorie  che  conten- 
gono molle  cose  interessanti:  come  un  metodo  d*  interpolazione,  utile  nei  calcoli 
agronomici  \ dei  complicati  problemi  d'astronomia  nautica,  risoluti  elegantemente 
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i^oi  meni  della  sola  geometria  elementare;  diversi  melodi  per  osservare  le  decli- 
nazioni delle  stelle  e l'altezza  del  polo,  per  calcolare  gli  ecclissi  lunari , per  de- 
terminare l'orbila  solare,  i tempi  degli  equinonzj  e dei  solstizj  e l'obliquità  del- 
T eclittica. 

MAYER  (CaisTiAfio),  nato  in  Moraria  nel  1719,  entrò  nell'ordine  dei  gesuiti , ed 
ebbe  la  direiioue  dell*  Osservatorio  di  Mannheini.  K morto  il  it»  Aprile  1783. 
Le  principali  sue  opere  sono*  I Basis  palatina  ; Il  De  transita  Peneri s , Pie- 
troburgo, 1 769 , in-ij  ; HI  De  novis  in  coelo  sidereo  phoenomenis , 1780,  in-.{  ; 
IV  Pantometrum  pacechianum , scu  instrumentum  novum  prò  elidendo  ex 
una  stai  ione  distantia  lod  inaccessi , Mannheiru , 1763,  in-zj?  V Methode  pottr 
tever  en  peu  de  tems  et  avec  uà  petite  depcnse  une  carte  generale  traete  de 
la  Russie , Pietroburgo,  1770,  in- 8. 

MAZEAS  (Giovatiti  Maturilo),  matematico,  nato  a Lnndernau  nel  1716,  e morto 
nel  1801,  ha  pubblicato:  Élèmens  <P arithmétique , d' algibre  et  de  geometrie , 
avec  une  introduction  nux  sections  coniques  , Parigi,  1758,  in-8  ; opera  pre- 
giabile per  una  precisione  ed  una  chiarezza  non  comune,  e che  ebbe  molto  spac- 
cio : ne  furono  fatte  sette  edizioni  , di  cui  V ultima  è del  1788;  ed  è stala  com- 
pendiata dall' autore,  *775  , in-12. 

MECCANICA.  Scienza  deile  leggi  dell1  equilibrio  e del  moto  , ovvero  , più  esatta- 
mente, scienza  delle  leggi  delle  forze  motrici.  Essa  è uno  dei  rami  fondamentali 
delle  matematiche  applicate.  {Vedi  Matematiche). 

Il  nome  di  meccanica , che  deriva  dal  greco  cnjjracvy , macchina , indica  abbastanza 
che,  nell'origine,  questa  scienza  non  aveva  per  oggetto  che  conoscenze  pratiche  sul 
giuoco  e 1'  uso  delle  macchine;  ma  in  questa  non  è succeduto  come  nella  geo- 
metria, la  denominazione  è rimasta  malgrado  1'  immensa  estensione  della  scienza 
e la  sua  completa  trasformazione.  Al  giorno  di  oggi,  sotto  il  nome  generale  di 
Meccanica  s'indica  il  complesso  di  tutte  le  scienze  che  si  rapportano,  tanto  al- 
l'equilibrio o al  moto  dei  corpi,  quanto  alle  leggi  astratte  o concrete  del  molo, 
quanto  alle  leggi  delle  forze  motrici,  quanto  alla  costruzione  o all’uso  delle 
macchine.  Essa  è una  vasta  riunione  di  conoscenze  teoriche  e pratiche,  di  cui  le 
prime  formano  la  meccanica  razionale , e le  seconde  la  meccanica  pratica  o ap- 
plicata. Quest' ultima  sola  si  avvicina  alla  meccanica  degli  antichi. 

Dobbiamo  al  Newton  la  divisione  della  meccanica  in  razionale  e in  pratica , 
e indipendentemente  dalle  belle  e immense  scoperte  delle  quali  esso  ha  arric- 
chito questa  scienza  , possiamo  dire  che  esso  ne  ha  cangialo  la  faccia  nel  suo  ce- 
lebre libro  dei  principii,  per  la  maniera  nuova  con  cui  esso  1’  h.»  presentala.  Di 
volo  dobbiamo  fare  osservare  che  esso  non  è stato  tanto  felice  nelle  considera- 
zioni filosofiche  che  servono  di  base  alla  sua  divisione,  poiché  esso  Im  preteso  che 
la  geometria  non  sia  fondata  che  sopra  delle  pratiche  meccaniche.  Questa  con- 
fusione di  principii  ha  ciò  oon  ostante  eccitato  l'ammirazione  dei  grandi  filo- 
sofi dell' Enciclopledia  i 

Quantunque  gli  antichi  avessero  portalo  li  costruzione  dell**  marchine  ad  un 
grado  sorprendente  di  perfezione  , essi  non  oc  hanno  conosciuto  che  tardissimo 
i principii  teorici.  Gli  scritti  di  Aristotile  ci  provano  che  questo  filosofo,  e con- 
seguentemente tutti  i suoi  predecessori , non  avevano  che  delle  idee  confuse  o 
false  sopra  la  natura  dell' equilibrio  e del  moto.  I veri  principii  dell'equilibrio 
non  risalgono  più  alto  che  al  tempo  di  Archimede,  ed  è questo  gran  geometra 
che  ne  ha  stabilite  le  leggi  elementari  nel  suo  libro.  De  aequi  pond e r antibus. 
Gli  dobbiamo  , oltre  la  teoria  della  leva  e quella  ilei  centri  di  gravità  le  quali 
si  trovano  esposte  in  quest'opera,  le  teorie  del  piano  inclinato  , della  puleggia 
c della  vite.  Da  Archimede  fino  a Stcvin,  vale  a dire  lino  al  principio  del  se- 
colo decimosesto , vediamo,  è vero,  apparire  dei  grandi  meccanici , o piuttosto 
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dei  grandi  eoitroltori  di  macchine,  ma  non  scorgiamo  alcun  progresso  nella  teo- 
ria, la  quale  aembra  rimanere  aterile  tra  le  mani  inabili  dei  auccetaori  dell'  il- 
luatre  matematico  di  Siracuaa. 

Vicino  a venti  acculi  paaaano  , e in  questo  luogo  intervallo  la  scienza  impo- 
tente non  può  superare  lo  stretto  circolo  delle  proposizioni  di  Archimede;  ma 
finalmente  un  progresso  si  manifesta,  un  nuovo  principio  si  produce,  principio 
fecondo  in  conseguenza  di  qualunque  genere,  questo  è il  famoso  paralellogram- 
mo  delle  forte , se  non  modellato  esattamente,  almeno  indicato  dallo  Stevin. 
Poco  dopo,  la  teoria  del  moto  variato , incognita  agli  antichi,  nasce  tra  le 
mani  del  Galileo;  le  leggi  della  comunicazione  del  moto  abbozzate  dal  Descar* 
tea,  sono  stabilite  dall’  Wallis,  dall’  Wren  , e soprattutto  dall'  Iluygens,  il  quale 
diviene,  mediante  la  sua  bella  teoria  delle  forte  centrali  , il  precursore  del  Ne- 
wton. Le  scoperte  si  succedono  allora  con  rapidità,  le  teorie  si  sviluppano,  i 
processi  del  calcolo  si  estendono,  e,  come  per  riacquistare  i venti  secoli  per- 
duti, due  secoli  bastano  per  coatituire  tutti  i rami  della  meccanica  generale. 

Abbiamo  digià  indicato,  in  un  gran  numero  di  articoli,  l'immensa  rivolu- 
zione scientifica  cominciata  nel  secolo  decimoseltiroo,  e i prodigiosi  lavori  di  cui 
siamo  debitori  al  secolo  decimottavo;  cosi,  per  evitare  le  repeliziooi  ci  conten- 
teremo di  esporre  in  ciò  che  segue  le  nozioni  preliminari  della  meccanica  , ri- 
mandando per  le  particolarità  agli  articoli  speciali. 

i.  Il  molo  di  un  corpo  è la  sua  presenza  successiva  in  diversi  luoghi  dello 
spazio. 

a.  La  causa  qualunque  in  virtù  della  quale  un  corpo  è messo  in  moto  si  chia- 
ma forta. 

3.  La  direzione  di  una  forza  è la  linea  retta  che  essa  tende  a far  descrivere 
al  punto  materiale  al  quale  si  concepisce  applicata. 

4.  Due  forze  sono  uguali  quando  esse  producono  il  medesimo  effetto,  o se,  es- 
sendo applicate  in  senso  contrario  1’ una  dell'altra  ad  un  medesimo  punto  ma- 
teriale, esse  si  fanno  equilibrio. 

5.  Due  forze  uguali  che  agiscono  nel  medesimo  senso  possono  considerarsi  co- 
me una  sola  forza.  Si  dice  allora  che  quest' ultima  è doppia.  In  generale,  pos- 
siamo prendere  una  forza  qualunque  come  unità  di  paragone  e allora  una  forza 
e doppia , tripla , ec.  , secondo  che  essa  è formata  con  la  riunione  di  due,  tre,  ec., 
forze  uguali  ciascuna  all'  unità.  Le  forze  diventano  cosi  delle  quantità  misura- 
bili, e possiamo  rappresentarle  con  linee  o con  numeri. 

(i.  Quando  più  forze  sono  applicate  ad  un  medesimo  corpo,  possono  presen- 
tarsi due  casi  distinti:  o esse  si  distruggono  completamente,  e il  corpo  rimane 
in  riposo,  il  che  si  chiama  allora  equilibrio , ovvero  queste  forze  non  fanno  che 
modificarsi  reciprocamente,  e il  corpo  si  mette  in  moto. 

La  ricerca  delle  condizioni  dell’ equilibrio  è l'oggetto  (li  un  ramo  della  mec- 
canica che  si  chiama  Statica,  quella  della  condizione  del  moto  è l’oggetto  di 
un  altro  ramo  che  si  chiama  Disakica.  Quando  si  tratta  di  corpi  fluidi,  le  ri- 
cerche delle  condizioni  dell’  equilibrio  e del  molo  formano  due  scienze  parti- 
colari le  quali  hanno  ricevuto  i nomi  d'  Idrostatica  e d’  Idrodinamica.  (Fedi 
QCSSTB  oivease  paioli). 

7.  Un  corpo  che,  in  tempi  eguali,  percorre  sempre  spazj  uguali  , si  dice  che 

ai  muove  uniformemente , il  suo  molo  si  chiama  moto  uniforme.  Se  al  contra- 
rio, in  tempi  uguali,  esso  percorre  spazj  ineguali,  il  suo  molo  prende  il  nome 
di  moto  variato.  • 

8.  Se,  di  due  corpi  che  si  muovono  uniformemente,  il  primo  descrive  nel  me- 
desimo tempo  uno  spazio  maggiore  di  quello  del  secondo,  si  dice  che  esso  si 
muove  con  maggiore  velocità.  La  sua  velocità  sarà  doppia , se  lo  spazio  che  esso 
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percorre  è doppio  di  quello  che  percorre  il  fecondo  , tripla , se  lo  spazio  è tri- 
plo, e così  di  seguito.  Si  chiama  dunque  velocità , nel  moto  uniforme,  il  rap- 
porto dello  spazio  percorso  al  tempo  impiegato  a percorrerlo.  Così,  per  un  corpo 
che  percorresse  6 metri  in  8 secondi , V espressione  numerica  della  velocità  sa- 


rebbe y, 


prendendo  il  metro  per  unità  di  lunghezza,  e il  secondo  per  unità  di 


tempo.  Ora,  considerando  che  il  quoziente  di  questa  divisione  esprime  Io  spazio 
percorso  in  un  secondo,  si  vede  che  la  velocità  non  è che  lo  spatio  percorso 
nell1  unità  di  tempo. 

Se  indichiamo  con  £ lo  spazio,  con  V la  velocità  e con  T il  tempo,  avremo 
1’  ugjglianza 


V = 


E 

T * 


la  quale  contiene  tutte  le  relazioni  di  queste  tre  quantità  nel  moto  uniforme. 

9.  Dalle  definizioni  del  moto,  si  vede  che  la  velocità  è uniforme  nel  molo 
uniforme  e che  essa  è variata  nel  moto  variato. 

Per  misurare  quest1  ultima,  si  considera  un  tempo  infinitamente  piccolo  nel 
quale  possiamo  sempre  considerare  il  moto  come  uniforme,  e si  chiama  allora, 
per  ciascuoo  istante,  velocità  del  corpo,  il  rapporto  dello  spazio  iufìnitamente 
piccolo  percorso  io  quest1  istante  al  tempo  iofinitamenle  piccolo  di  questo  me- 
desimo istante.  Così  indicando  respettivamente  con  e,  p,  « t lo  spazio,  la  velo- 
cità e il  tempo,  avremo  per  l1  espressione  della  velocità 


de 


de  e dt  essendo  le  differenziali  di  e e di  t. 

10.  Quando  la  velocità  aumenta  nella  durata  di  un  moto  variato,  il  moto  si 
dice  accelerato \ nel  caso  contrario,  si  dice  ritardato.  Se  la  velocità  aumenta  o 
diminuisce  sempre  in  tempi  uguali  di  quantità  uguali,  il  moto  è uniformemente 
accelerato  ovvero  uniformemente  ritardato. 

11.  La  velocità  si  distingue  in  velocità  assoluta  e velocità  relativa . La  velo- 
cità assoluta  di  un  corpo  è la  sua  velocità  reale  ed  effettiva  , quella  che  serve  a 
misurare  la  quantità  di  cui  esso  si  avvicina  o si  allontana  dagli  oggetti  che  si 
ronsiderauo  come  fìssi  nello  spazio.  La  velocità  relativa  di  due  corpi , al  contra- 
rio, è quella  che  serve  a misurare  le  quantità  di  cui  questi  corpi  si  avvicinauo 
o si  allontanano  l1  uno  dall'altro  in  un  tempo  dato. 

13.  L1  intensità  della  forza  che  muove  un  corpo,  si  misura  dalla  velocità  del 
molo,  o dall1  effetto  che  essa  produce.  Così  quando  le  velocità  comunicate  ad 
un  medesimo  mobile  e in  un  medesimo  tempo,  sono  conosciute,  il  loro  rapporto 
fa  conoscere  quello  delle  forze. 

13.  Considerando  le  forze,  astrazione  falla  dalla  loro  natura,  come  proporzio- 
nali agli  effetti  che  esse  producono,  si  vede  che  se  due  forze,  che  agiscono  so- 
pra due  mobili  differenti,  producono  la  medesima  velocità , quella  che  avrà  mes- 
so in  moto  il  mobile  di  cui  la  massa  è la  più  grande  sarà  piu  grande  delPaltra; 
essa  sarà  doppia  se  la  massa  è doppia,  tripla  se  essa  è tripla,  ee.  In  generate  il 
rapporto  delle  masse  darà  quello  delle  forze  quaudo  le  velocilà  sono  uguali. 

14.  Le  forze  essendo  proporzionali  alle  velocità  quando  le  masse  sono  uguali, 
e alle  masse  quando  le  velocilà  sono  uguali,  sono  dunque  proporzionali  ai  prò* 
dotti  dello  masse  per  le  velocità,  quando  le  masse  e le  velocità  sono  ineguali. 
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Cosi  la  misura  generale  di  una  forza  è il  prodotto  della  mussa  del  corpo  che 
essa  muove  per  la  velocità.  Per  evitare  la  considerazione  astratta  di  forza  , si  è 
chiamato  il  prodotto  che  la  rappresenta,  quantità  di  moto. 

Il  D'  Alembert  ha  riportato  tutte  le  questioni  che  si  riferiscono  all'azione 
delle  forze  motrici,  a semplici  questioni  di  statica  con  P aiuto  di  un  bel  teore- 
ma, del  quale  si  troverà  P esposizione  alla  parola  quantità  di  moto. 

Vedi  Moto,  Forza,  Castrale,  Statica,  Idrostatica,  Idrodinamica.  Vedi  an- 
cora Macchina,  Leva  , Bilancia,  Piano  inclinato,  ec. , ec. 

MÉCHAIN  (Pietro  Francesco  Andrea),  astronomo  moderno,  nato  a Laon  il  iG 
Agosto  17^,  e morto  in  Spagna  il  20  Settembre  i8o5.  Questo  membro  distinto 
dell1  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  ba  consacralo  P intera  sua  vita  a lavori 
oscuri  ma  preziosi,  che  poco  souo  suscettibili  di  esser  sottoposti  ad  analisi.  Que- 
sto sacrifizio  si  generoso  e si  raro  di  lavori  di  facile  e brillante  reputazione  ad 
occupazioni  più  modeste,  quantunque  più  utili,  merita  almeno  di  esser  rammen- 
talo nella  storia  della  scienza.  Méchain  tratto  a Parigi  da  una  passione  invinci- 
bile per  la  scienza  vi  viveva  ignoralo  c nelle  più  crude  privazioni,  quando  La- 
lande  ebbe  occasione  di  distinguerlo  e di  apprezzarne  appieno  i talenti:  ri  lo 
fece  nominare  astronomo  idrografo  del  deposito  delle  carte  della  marina.  Fu  lun- 
go tempo  occupato  nei  calcoli  delle  osservazioni  che  il  marchese  di  Chabert  fa- 
ceva nel  Mediterraneo,  e mentre  altcudeva  a lavori,  si  lunghi,  sì  oscuri,  si  peno- 
si, trovava  tempo  di  fare  la  notte  delle  osservazioni  astronomiche  di  cui  Lalande 
pubblicava  i resultati.  Méchain  si  applicò  specialmente  alla  ricerca  delle  comete,  le 
quali,  come  gli  ecclissi , sono  un  facile  oggetto  di  studj  per  V astronomo  sprov- 
visto degli  strumenti  che  presuppongono  alcuna  ricchezza  e che  si  trovaoo  sol- 
tanto nei  pubblici  stabilimenti.  Ne!  1761  ebbe  la  fortuna  di  scoprirne  due  di  cui 
calcolò  subito  l'orbila;  ed  in  seguito,  nel  corso  di  diciolto  anni,  ne  scoperse  il 
primo  altre  nove,  delle  quali  calcolò  pure  le  orbite,  come  calcolò  parimente 
quelle  di  altre  tredici  comete  scoperte  da  altri  astronomi,  unendo  così  nella  sua 
persona  i meriti  e i titoli  de1  suoi  due  confratelli  Messier  e Pingcé.  Osservatore 
instancabile  quanto  il  primo,  non  fu  calcolatore  inferiore  al  secondo,  e gli  elementi 
delle  comete  da  lui  determinati  sono  abbastanza  esalti  da  potere  un  giorno  ri- 
conoscerle e stabilire  la  periodicità  del  loro  cammino.  Il  nuovo  pianeta  Urano, 
scoperto  recentemente  da  lierscbell,  fu  in  principio  considerato  generalmente  co- 
me una  cometa,  quantunque  non  ne  avesse  le  apparenze  ; Méchain  gli  tenne  die- 
tro assiduamente  , ne  calcolò  il  corso  in  diverse  parabole,  e in  seguilo  fu  il  pri- 
mo a trattarlo  come  un  pianeta  attribuendogli  un’  orbila  circolare. 

Méchain  concorse  insieme  con  Cassini  e con  Legendrc  a determinare  la  posi- 
zione relativa  degli  Osservatorj  di  Parigi  e di  Greenvvich , e quando  l’ Assemblea 
Costituente  decretò  lo  stabilimento  di  un  nuovo  sistema  di  misure,  fondale  sulla 
grandezza  del  meridiano  terrestre,  fu  uno  dei  due  astronomi  scelti  per  tale 
operazione,  che  doveva  determinare  le  differenze  terrestre  e celeste  Ira  i paral- 
> leli  di  Dunkerque  e di  Barcellona:  a lui  fu  as>egnata  la  parte  che  si  stende  ila 
Rodez  a Barcellona.  Tale  operazione,  e i calcoli  trigonometrici  che  ne  furouo 
la  conseguenza  , hanno  assorbito  interamente  il  resto  della  sua  vita.  Ei  fu  a un 
tempo  osservatore  infaticabile  e calcolatore  esattissimo.  Non  ha  pubblicato  sepa- 
ratamente che  i volumi  dal  1786  al  179$  della  Contini s sance  des  temps , nella 
compilazione  della  quale  era  succeduto  a Jeaurat , ed  alcune  memorie  sulle  co- 
mete da  lui  scoperte  e sopra  alcune  longitudini  geografiche.  Tutti  gli  altri  suoi 
lavori  si  trovano,  o nei  volumi  della  Connaissance  des  tems^o  nella  Base  du  sjr- 
stènte  mctrique  decimai , ou  Alesare  de  V are  du  méridien  compri s entre  les  pa~ 
ratliles  de  Dunkerque  et  Barcelone  faitc  dans  1792  et  années  suivantes  par  Me- 
chain  et  Delambrc  y rcdìgée  par  Dclambrcy  Parigi,  180G,  1807  e 1810,  3 voi.  io-4- 
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MEDIO.  In  astronomia,  questo  termine  ti  applica  a tutte  le  quantità  che  tono 
ugualmente  differenti,  o che  tengono  il  meno,  trai  più  grandi  e i più  piccoli 
valori  di  cui  si  trovano  capaci  i medesimi  oggetti.  Così  si  dice  il  molo  medio , 
il  luogo  medio,  la  parallasse  media,  il  tempo  medio , I'  anomalia  media  , il  dia- 
metro medio , ec.  ( Fedi  Pianeta,  e i diversi  articoli  che  si  riferiscono  a que- 
ste parole.) 

Medio  peopobziosalb  o media  proporzionale  (Alg.).  Quando  in  una  propor- 
zione il  conseguente  del  primo  rapporto  è uguale  all  'antecedente  del  secondo, 
la  quantità  comune  che  forma  questi  due  termini  prende  il  nome  di  media  pro- 
porzionale, aritmetica  o geometrica,  secondo  la  natura  della  proporzione.  ( Pe- 
di PeoPOEZIONB.  ) 

Media  ed  estbema  bacione.  Si  dice  che  una  quantità  è divisa  in  media  ed 
estrema  ragione , quando  uoa  delle  sue  due  parti  è media  proporzionale  geo- 
metrica tra  la  quantità  intera  e l’altra  sua  parie.  ( Fedi  Vedi  applicazione  del- 
l’  Àlgebra  alla  Geometria). 

MELANDERHIELM  (Daniele  Melander,  nobilitalo  solto  il  nome  di),  astronomo  e 
geometra  svedese  , nato  il  9 Novembre  1726,  si  fece  di  buon’ora  conoscere  con 
una  memoria  intitolata:  De  natura  et  meritate  methodi  Jluxionum  , in  cui  di- 
mostrava le  regole  e P esattezza  di  tale  calcolo  in  un  modo  che  alcuni  geometri 
hanno  trovato  preferibile  a quello  dei  celebre  Maclaurin.  Dal  prodursi  con  tal 
lavoro  nel  tnoudo  dotto  sembrava  che  Melander  volesse  applicarsi  unicamente 
s»IP  analisi  trascendente,  allorché  essendo  slato  fatto  nel  1757  supplente  di 
Slromer,  professore  di  astronomia  ad  Upsal , si  dedicò  esclusivamente  a questa 
scieuza , della  quale  divenne  professore  titolalo  nel  1761  alla  morie  di  Slròraer. 
Nel  corso  di  quaranl'  anni  che  occupò  (ale  cattedra,  seppe  infondere  nella  sua 
patria  il  gusto  degli  stndj  astronomici,  ed  ebbe  per  discepoli  i più  distinti  astro- 
nomi e matematici  che  onorino  la  Svezia,  e tra  i quali  si  notauo  principalmente 
Svanberg,  Sjòsten , Ofverbom,  Prosperin.  Melander,  creato  nobile  nel  1778,  cambiò 
secondo  P uso  del  paese  il  suo  nome  in  quello  di  Melauderhielm , fu  creato  ca- 
valiere della  stella  polare  nel  1789,  e consigliere  nel  1801.  Il  peso  dell*  età  lo 
indusse  negli  ultimi  anni  della  sua  vita  a renunziare  alla  cattedra,  ma  non  potè 
ricusare  il  posto  di  segretario  perpetuo  dell' accademia  di  Slockholm,  ufficio  che 
sebbene  ristretto  successivamente  al  solo  carteggio  coi  dotti  stranieri  occupava 
ancora  alPepoca  della  sua  morie  avvenuta  a Stockholm  negli  ultimi  giorni  di 
Gennajo  1810.  Le  sue  opere  sono  : I Isaac i Newtoni  tractatus  de  quadratura 
curvarum,  in  usum  studiosac  juventutis  mathematicae  explicationibus  illustra - 
tus  a Daniele  Melandro , (Jpsal,  1762,  in*4  ; II  Danielis  Melandri  et  Pauti 
Frisii  alterius  ad  alterum  de  theoria  lunari  commentarii , Parma,  1769; 
III  Conspectus  praelectionum  astronomicarum  continens  fundamenta  astrono- 
tniae,  Upsal,  1779,  2 voi.  in-8.  Tale  opera  fu  dallo  stesso  autore  dietro  le  pre- 
mure fattegli  dall’ Accademia  di  Svezia  tradotta  iti  svedese  e pubblicata  con  grandi 
aggiunte  nel  1795,  in  a voi.  in-8  di  circa  900  pag.  IV  Parecchie  memorie  sopra 
soggetti  di  astronomia,  inserite  nella  Raccolta  dell'Accademia  di  Stockholm.  Fu 
per  le  sue  istanze  che  il  governo  svedese  ordinò  che  si  facesse  una  nuova  misura 
del  grado  di  Lappouia,  e tale  operazione  fu  affidata  a Svanberg  e Ofverbom. 

MEMBRO  ( Alg . ).  Si  dà  questo  nome,  in  una  eguaglianza,  alle  parti  separate 
dal  segno  c=  . Così  in  A-+-B  = M , A-t-B,  è il  primo  membro  ed  M il  secondo. 

MENELAO,  geometra  greco  della  scuola  d'  Alessandria,  viveva  verso  l’anno  80 
dell'era  nostra.  È autore  di  un'opera  divisa  in  sei  libri  sul  Calcolo  delle  corde, 
che  è perduta.  Rimangono  tre  suoi  libri  intitolati  Sferici,  di  cui  l'originale 
greco  è egualmente  perduto  , ma  di  cui  si  hanno  due  traduzioni,  P una  araba  e 
r altra  ebraica.  La  versione  Ialina  fatta  sul  primo  di  questi  due  testi  è siala 
Diz.  di  Mat.  Fot,  FI,  67 
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unita  agli  Sferici  «li  Teodosio  nella  bella  edizione  greco-latina  che  di  quest' opera 
fu  pubblicata  adOiford  nel  1707,  in-8,con  questo  titolo:  Theodosii  Sphaericorum 
libri  Irei;  Mene/ai  Alexandrini  Sphacricorum  litri  tres.  L’opera  di  Menelao 
tratta  unicamente  dei  triangoli,  ma  non  insegna  ni  a risolverli  nè  a calcolarli: 
i suoi  teoremi,  ad  eccezione  di  un  solo,  sono  di  pura  speculazione,  e di  un  uso 
pressoché  nullo  in  pratica.  11  teorema  da  noi  eccettuato  è il  primo  del  terzo 
libro;  dagli  Arabi  fu  denominato  regola  d'  inter  selione , ed  esprime  la  relazione 
tra  sei  archi  d’  una  specie  di  quadrilatero  formato  sulla  superfìcie  della  sfera.  Tale 
teorema , che  è l’unico  fondamento  della  trigonometria  dei  Greci,  fu  dimostrato 
da  Tolomeo,  il  quale  come  Menelao  tolto  lo  avea  da  Ipparco.  Nel  riportare  tale 
proposizione  al  pari  di  tante  altre,  Menelao  non  si  ferma  a indicarne  gli  usi. 

MENGOLI  ( Pietro)  , celebre  geometra,  nato  a Bologna  nel  1625 , imparò  le  ma- 
tematiche dal  padre  Cavalieri,  celebre  autore  della  Geometria  degl  indivisibili , 
che  fu  il  primo  passo  alla  scoperta  del  calcolo  differenziale.  Il  Mengoli  ebbe  al 
suo  tempo  fama  di  profondo  matematico,  e annoverò  tra' suoi  amici  e corrispon- 
denti i dotti  più  illustri  di  Europa.  Mori  a Bologna  il  7 Giugno  1G86:  le  prin- 
cipali sue  opere  sono:  I Via  regia  ad  mathematicas  per  arithmeticam  , alge- 
hram  speciosam  et  planimetriam  ornata , Bologna,  iG55,  in-4;  H Geometriae 
speciosae  elemento , ivi,  iG&9,  io*4;  IH  Theorema  arithmeticum , 1674,  in>4; 
IV  Arithmelic.a  realis,  ivi,  1675,  iu-4*  Sopra  Mengoli  si  consulti  la  Storia 
delie  matematiche  di  Moulucla,  Tom.  Il  pag.  9a- 

MENISCO  (Ottica).  Velro  lenticolire  concavo  da  una  parte  e convello  dall’altra. 
Alla  parola  La.vra  abbiamo  dato  una  formula  generale  per  trovare  il  fuoco  in 
qualunque  lente,  formula  che  icuia  difficoltà  li  applicherà  ai  meniichi  facendo 
negativo  uno  dei  raggi. 

MENO.  Parola  che  in  algebra  viene  rappresentala,  col  segno  — , che  iodica  una 
sottrazione.  Coli,  A— B significa  A meno  B. 

MERCATORE  (Niccoli  Kauffvabh  , nome  che  tradusse  in  quello  di),  celebre 
geometra  del  secolo  XVII.  Poche  notizie  si  hanno  sulla  sua  vita.  Nato  nell’Hol- 
stein , si  era  gii  reso  noto  per  alcune  opere,  allorché  passò  in  Inghilterra  nel 
1G60.  Fu  uno  dei  primi  membri  della  Socieli  Reale  di  Londra,  ed  in  seguito 
si  recò  in  Francia,  dove  le  sue  cognizioni  in  idraulica  il  fecero  chiamare  pel 
lavoro  delle  fontane  di  Versailles.  Mori  a Parigi  nel  Febbrojo  del  1G87.  Ecco  i 
titoli  «Ielle  sue  principali  opere:  I Cosmographia  sive  descripfio  coeli  et  tcrraey 
Danzica,  iG5i  , »n-8:  la  trigonometria,  U gnomonica,  ec. , vi  sono  trattate  con 
singolare  concisione;  II  Rationes  mathematicac , Copenaghen,  i653,  in-4  ; 
111  De  emendatione  annua  diat ribes  duae , quibus  exponuntur  et  demonstrantur 
cycìi  solis  et  lunae , ivi,  iu-4  j IV  Uypothesis  astronomica  novay  et  consensus 
e/us  curri  observat  ioni  bus , Londra,  1G64  » in-fol.  ; V Logarithmolechnìa  , sive 
Methodus  construendi  logarithrnos  nova\  cui  accedit  vera  quadratura  Ityper - 
bolae , et  inventio  sttmmae  logarithmorum  , ivi,  1G68-74,  in-4  \ VI  Jnstitutio- 
nes  astronomicae  s ivi,  167G  , in-8;  nuova  edizione,  Padova,  iG85 , in*4;  VII 
Euclidis  elemento  geometrica  novo  ordine  ac  methodo  fere  demonstratay  curri 
introductione  brevi  in  geometriam , ivi,  1G78.  Si  hauno  ancora  di  Mercatore 
parecchie  memorie  interessanti  nelle  Transazioni  filosofiche  del  tempo.  L’  opera 
sua  principale  é la  Logarithrnotechnia  , che  gli  assicura  un  posto  distinto  Ira  quelli 
che  ampliarono  i confini  della  geometria.  In  quest’opera,  di  cui  é stato  parlato 
all'articolo  Leibbitz,  cercando  di  applicare  all’iperbola  le  regole  dell' Aritmetica 
degl ’ infiniti  di  Wallis,  Mercatore  scopri  una  serie  che  applicò  alla  costruzione 
•lei  logaritmi;  Montitela  espose  tale  scoperta  ingegnosa  nella  sua  Storia  delle 
Matematiche , toni.  Il,  pag.  35G  e segg.  Non  sarà  però  discaro  ai  nostri  lettori 
il  darne  qui  un*  idea  succinta.  Fino  dal  1647,  il  p-  Gregorio  da  S.  Vincenzio,  e 
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dopo  di  lui  il  p.  Monetine  , avevano  oneri  ito  che  le  aree  comprese  Ira  I' iper- 
boli e il  suo  asiololo  esprimevano  il  talore  ilei  logaritmi  delle  ascisse  corrispon- 
denti misurale  sull’  asintoto  ; era  pure  nolo  Che  l’ iperboli  equilatera,  il  cui  se- 


miasse è eguale  a itera  per  eqauioae  y*  e Wallis  itera  già  fatto 

vedere,  nella  sua  Arithmetica  infiniloruin , pubblicata  nel  i655,  che  se  una 
curva  aveva  per  equaaione  y ss  i-t-ar-t-a:1-*-  x3  -+-ec. , la  sua  area  era  rappresentata 

!>  xs 

esattamente  dalla  serie  infinita  ar-t-  — -f-  ^-H-ec.  Mercatore,  avendo  eseguita  la 


la  divisione  accennala  nella  equazione  r = , rimise 

i-t-x 


colpito  dall’  analogia 


che  scorse  tra  il  resultato  ottenuto  ysai — x-t-x* — x*-t-ee.,  e l'equazione  consi- 
derata da  Wallis;  cercò  eoa  un  metodo  simile  a quello  tenuto  da  questo  geo- 
metra 1'  area  dell’  iperbola , e trovò  che  era  rappresentata  dalla  serie  infinita 


sr  — — - 1-  ec. , serie  che  conformemente  all'  osservazione  del  p.  da  S.  Vincenzio 


esprimeva  il  logaritmo  di  s-f-x. 

MERCATORE  (Gemano),  nato  a Rupelmonde  nel  i5ia,  si  applicò  con  sommo 
studio  alle  scienze  matematiche  sotto  la  direzione  di  Gemma  Frisio,  e vi  fece 
progressi  si  rapidi,  che  non  appena  uscito  dalla  scuola  fu  in  grado  di  dar  lezioni 
di  geometria  e di  astronomia.  Slette  alcun  tempo  agli  stipendi  dell’imperatore 
Carlo  V,  e quindi  ottenuto  avendo  il  titolo  di  cosmografo  del  duca  di  Juliers  si 
ritirò  nel  i55g  a Duisburg,  ove  mori  nel  i5g$-  Mercatore  è nolo  principalmente 
per  aver  dato  il  suo  nome  al  metodo  di  projezione  geografica  di  cui  allesso  si  fa 
generalmente  uso  nella  costruzione  delle  carte  idrografiche,  e nel  quale  i meri, 
iliaci  sono  rappresentati  da  linee  rette  parallele  tra  loro,  e i paralleli  di  latitu- 
dine, rappresentati  aneh' essi  da  linee  rette,  tagliano  ad  angolo  retto  i meri- 
diani; la  qual  cosa  non  può  ottenersi  che  ingrandendo  la  scala  ed  allungando  i 
gradi  di  latitudine  a misura  che  aumenta  la  distanza  dall'equatore.  Non  sembra 
però  che  Mercatore  abbia  conosciuta  la  legge  matematica  che  regola  questo  pro- 
gressivo allungamento.  L’ eleuco  delle  opere  di  Mercatore  si  trova  uell'  articolo 
biografico  che  lo  riguarda  nella  Biografia  universale. 

MERCURIO  (Astron.).  Nome  di  uno  dei  pianeti  del  nostro  sistema  solare,  ed  il 
primo  nell'  ordine  delle  distanze  dal  sole.  Viene  indicalo  col  seguo  jjf  . 

Mercurio  descrive  intorno  al  sole  un' orbila  ellittica  assai  allungata,  la  cui  ec- 
centricità supera  il  quinto  della  disianza  media.  Esso  compie  la  sua  rivoluziona 
siderale  in  un  periodo  di  circa  88  giorni,  girando  sul  suo  asse  presso  a poco  in 
;; ) ore,  come  la  terra  ; ma  resta  talmente  involto  nei  raggi  solari  ibe  non  offre 
alla  vista  che  un  disco  cosi  brillante  di  luce  da  rendere  impossibile  lo  scoprirvi 
alcuna  macchia  sulla  quale  possa  stabilirsi  qualche  congettura  per  determinare  la 
sua  costituzione  fìsica.  Nulladiineno  , siccome  questo  pianeta  al  pari  di  tutti  gli 
altri  non  ci  apparisce  luminoso  che  in  fosca  dei  raggi  solari  che  esso  ci  riflette, 
«■  di  piti  la  sua  osbila  è racchiusa  interamente  in  quella  della  terra,  cosi  è na- 
turale il  supporre  che  esso  si  trovi  spesso  rapporto  a noi  io  situazioni  tali  che 
il  suo  emisfero  illuminalo  non  possa  esser  veduto  che  in  parte  o anco  rimanga 
totalmente  invisibile;  finalmente,  Mercurio  deve  presentarci  delle  fasi  come  la 
luna,  ed  è infatti  dietro  l'osservazione  continuata  delle  apparenze  di  tali  fasi 
che  Schroeter  £ giunto  a determinare  la  durata  della  rivoluzione  di  questo  pia- 
neta sopra  sé  stesso. 
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Il  diametro  di  Mercurio,  confrontato  con  quello  della  terra,  sla  nel  rapporto  dei 
numeri  o,3y  e i , e per  conseguenza  il  rapporto  dei  volumi  di  questi  corpi  è 
presso  a poco  quello  di  o, 06  a i.  La  massa  di  Mercurio,  dedotta  dalla  teoria  «lel- 
r attrazione,  è espressa  da  0,18,  prendendo  per  unità  quella  della  terra,  donde 
resulta  che  la  sua  densità  media  sta  a quella  della  terra  come  2,78  a 1.  Da  ciò 
può  concludersi  che  i materiali  che  compongono  questo  piccolo  globo  hanno  un 
peso  specifico  medio  superiore  a quello  del  mercufio;  perchè  la  densità  media 
della  terra  è presso  a poco  eguale  a quella  dell’  acqua.  Nessun1  altra  particolarità  si 
conosce  rispetto  a questo  pianeta,  che  si  crede  però  circondalo  da  un1  atmosfera. 

Ecco  i suoi  elemcuti  riferiti  al  i°  Gennajo  1801. 


Semiasse  maggiore,  preso  per  unità  quello  della  terra  . • . 0,3870981 

Eccentricità  in  parti  del  semiasse  maggiore o,  ao55i4<> 

Periodo  siderale  medio,  io  giorni  solari  medj 87^,9692580 

Inclinazione  delPorbila  sull1  ecclittica 70  o'  9",! 

Longitudine  del  nodo  ascendente 45  ^7  3o  ,9 

Longitudine  del  perielio 7$  21  46  .9 

Longitudine  media  dell'epoca 166  o 48  fi 

Diametro,  preso  per  unità  quello  della  terra o,  3q8 

Rivoluzione  sul  suo  asse 24°'  5'  28", 3 


Prendendo  per  termine  di  confronto  la  lega  di  2000  tese,  si  scorge  che  la  di- 
stanza media  di  Mercurio  dal  sole  è di  i5i85465  leghe,  la  minima  di  1206462$, 
e la  massima  di  i83o63o6,  e che  le  sue  distanze  dalla  terra  variano  tra  i limili 
estremi  di  58193567  e di  20264433  leghe.  Il  suo  diametro  ha  1255  leghe. 

Qualche  volta  Mercurio  passa  avanti  al  disco  del  sole  e ci  presenta  un  feno- 
meno analogo  a quello  degli  ecclissi  di  quest1  astro  occasionati  dalla  luna  , ma  a 
motivo  dell1  estrema  sua  piccolezza  esto  ci  comparisce  allora  soltanto  come  una 
piccola  macchia  che  non  può  scorgersi  che  coll1  ajulo  del  telescopio.  La  prima 
osservazione  di  questo  fenomeno  è stata  fatta  da  Gassendi  a Parigi  il  7 Novem- 
bre i63i  •,  in  seguito  è stata  ripetuta  frequentemente. 

MERIDIANO  ( Astron .).  ( Dal  latino  meridie* , mezzo  del  giorno).  Circolo  mas- 
simo della  sfera  celeste  che  passa  per  lo  zenit,  pel  nadir  e pei  due  poli  del  mon- 
do. Questo  circolo,  che  è perpendicolare  all1  equatore,  divide  la  sfera  in  due  parli 
eguali  o in  due  emisferi,  uno  dei  quali  dicesi  orientale  e l1  altro  occidentale. 
Vedi  Abmillarp.. 

In  geografia  si  dice  meridiano  terrestre  un  circolo  terrestre  , corrispondente 
al  meridiano  celeste,  che  si  trova  nello  stesso  suo  piano,  e che  passa  pei  poli 
della  terra.  A parlar  propriamente,  il  meridiano  terrestre  non  è altro  che  I1  inter- 
sezione della  superfìcie  della  terra  col  piano  del  meridiano  celeste. 

Si  veda  alla  parola  Lobgitudinb  l1  uso  dei  meridiani  per  la  determinazione  • 
della  posizione  dei  luoghi  terrestri* 

Si  dice  linea  meridiana , o semplicemente  meridiana , una  linea  Iracciata  sopra 
una  superfìcie  qualunque  nel  piano  del  meridiano  , o più  esattamente  la  inter- 
sezione del  piano  del  meridiano  con  una  superfìcie  qualunque. 

La  meridiana  è di  una  utilità  indispensabile  nell1  astronomia  , nella  gnomo- 
nici, nella  geografìa,  ec. , e di  un  uso  frequente  nella  vita  civile.  La  sua  esalta 
determinazione  è della  più  alta  importanza,  e perciò  per  ottenerla  si  sono  inven- 
tati degli  strumenti  particolari  e diversi  metodi.  All1  articolo  Gnomonica  abbia- 
mo fatto  conoscere  un  metodo  semplicissimo  per  descrivere  una  meridiana  j adesso 
paneremo  ad  esporre  qualche  altro  mezzo  più  esatto. 
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La  stella  polare  non  essendo  lontana  dal  polo  che  di  circa  soli  due  gradi,  essa 
indica  sempre  presso  a poco  il  nord  in  qualunque  istante  si  osservi;  ma  se  si 
sceglie  il  momento  in  cui  è al  meridiano,  quando  ancora  si  sbagliasse  di  qualche 
minuto,  si  otterrà  prr  mezzo  di  questa  stella  la  direzione  del  meridiano  con  una 
grau  precisione.  Basterà  abbassare  nn  primo  filo  a piombo,  il  cui  piede  indicherà 
uno  dei  punti  della  meridiana  sulla  superficie  orizzontale  o inclinata  sulla  quale 
ai  suol  condurre  questa  linea-,  quindi  un  secondo  filo  a piombo,  situato  a qual- 
che distanza  dal  primo  e che  si  porterà  a destra  o a sinistra  finché  la  stella  po- 
lare non  sia  coperta  dai  due  fili,  dark  un  secoudo  punto,  e non  si  tratterà  più 
che  di  condurre  una  retta  che  passi  per  questi  due  punti.  Facendo  questa  ope- 
razione due  volle,  quando  la  stella  è nella  massima  sua  deviazione  verso  l'orien- 
te e nella  massima  deviazione  verso  1’  occidente , e prendendo  il  mezzo  , ai  avrà 
egualmente  la  meridiana  esatta. 

Con  un  solo  filo  a piombo,  segnando  esattamente  due  punti  dell'ombra  che 
questo  filo  projelta  ai  raggi  solari  in  due  momenti  differenti  in  cui  il  sole  si  trovi 
ad  una  stessa  altezza  al  di  sopra  dell’  orizzonte , si  può  formare  un  angolo,  che 
basta  poi  dividere  in  due  parli  eguali  con  una  retta  che  £ la  meridiana.  L’ope- 
razione riuscirà  allora  tanto  più  esatta,  se  le  altezze  eguali  saranno  state  osser- 
vate in  molta  vicinanza  del  meridiano  e con  quarti  di  circolo  ben  graduati,  e se 
il  piano  sul  quale  saranno  stati  segnali  i punti  di  ombra  sarà  perfettamente  oriz- 
zontale. Tracciata  una  volta  la  meridiana  sopra  un  piano  orizzontale,  sarà  fatile 
il  farla  passare  per  un  piano  qualunque  inclinato,  declinante,  ec. , perché  basterà 
ottenerne  la  projezione  per  mezzo  di  perpendicolari  innalzate  sul  piano  orizzontale 
in  due  dei  suoi  punti.  . 

Quando  si  è tracciata  provvisoriamente  una  meridiana  con  uno  dei  mezzi  di 
sopra  accennati,  ponendo  nel  soo  piano  un  quarto  di  circolo  armato  di  un  ca- 
nocchiale, possiamo  rettificarla  osservando  i passaggi  degli  astri  al  meridiano,  e con- 
frontando i tempi  delle  osservazioni  con  quelli  che  danno  le  effemeridi;  ma  al- 
lora è necessario  avere  un  buon  pendolo,  il  cui  moto  sia  ben  noto.  Si  veda  per 
tulle  le  particolarità  occorrenti  in  pratica  l 'Astronomia  di  Lalande. 

Si  dice  meridiana  del  tempo  medio  una  corra  a forma  di  8 , che  si  descrive 
intorno  alla  linea  del  mezzogiorno  in  un  orologio  solare,  e che  indica  il  mezzo- 
giorno in  tempo  medio  in  ciascun  giorno  dell’  anno,  li  metodo  di  costruirla  si 
trova  indicato  in  lutti  i trattali  di  gnomonica/ 

MERSENNE  (Maturo),  religioso  dell'ordine  dei  Miuimi  , occnpa  nn  posto  di- 
stinto tra  i geometri  del  secolo  XVII,  meno  forse  per  la  natura  e per  l’impor- 
tanza de' suoi  propri  lavori,  che  per  aver  servito  di  corrispondente  e d’  interpo- 
sitore Ira  i principali  dotti  del  suo  tempo.  Nato  nel  <588  nel  borgo  di  Oizé  nel 
Maine,  incominciò  gli  studj  nel  collegio  di  Mans  e andò  a terminarli  io  quello 
di  la  Fléche  recentemente  istituito.  Quivi  conobbe  Cartesio,  e preso  d'ammira- 
zione per  quell’  ingegno  sublime,  che  già  si  rivelava  per  1'  ardire  e per  1’  eleva- 
tezza delle  sue  idee , strinse  con  quell’  uomo  sommo  una  di  quelle  amicizie  fon- 
dale sulla  stima  reciproca,  cui  non  possono  modificare  nè  il  tempo  nè  la  diver- 
sità della  posizione  sociale.  Mersenne,  dolalo  di  una  pietà  sincera  che  lo  allon- 
tanava dal  mondo,  si  consacrò  alla  vita  religiosa,  e nel  rfiii  entrò  nell'ordine 
dei  Minimi,  senza  però  abbandonare  lo  studio  delle  scienze.  Fece  diversi  viaggi 
in  Olanda  e in  Italia,  e strinse  quei  molliplici  legami  coi  dotti  che  per  parte  sua 
necessitarono  una  corrispondenza  attivissima,  che  fu  tanto  utile  ai  progressi  della 
scienza , e che  gli  meritò  la  stima  e la  riconoscenza  degli  uomini  celebri  di  quel- 
l’epoca  memorabile.  Difese  con  calore  Cartesio  contro  i suoi  detrattori , lo  ricon- 
ciliò con  Ferraat,  ed  osò  dichiararsi  contro  le  ingiuste  sevizie  che  tormenta- 
vano i vecchi  anni  di  Galileo,  pubblicando  in  Francia  il  Trattato  di  meccanica 
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di  quell*  uomo  straordiaario.  Li  Francia  dorelle  pure  al  p.  Merienne  la  cogni- 
aioiie  delle  belle  scoperte  di  Torricelli  sul  vuoto  ; esperienze  che  ripetute  poi  al 
Pujr-de-Dòme  da  Pascal  e da  Perier  sono  divenute  la  base  della  fisica  moderna. 
II  carattere  e la  dottrina  di  questo  religioso  gli  diedero  un  grande  ascendente 
sui  suoi  contemporanei,  ed  hanno  inseparabilmente  associato  il  suo  nome  a tutto 
le  discussioni  e a tutti  i progressi  scientifici  del  suo  tempo.  Ei  moti  a Parigi  il 
primo  Settembre  1648,  in  seguito  di  una  malattia  per  la  quale  l’ignoranza  di  al- 
cuni medici  gli  fece  subire  una  dolorosa  ed  inutile  operazione. 

Ecco  ciò  che  di  lui  dice  Baillet,  io  storico  di  Cartesio:  ss  Mersenne  era  il 
ss  dotto  del  secolo  che  aveva  il  più  buon  cuore.  Non  si  poteva  avvicinarsegli 
ss  senza  lasciarsi  prendere  dalle  sue  grazie  : nessun  mortale  fu  mai  tanto  curioso 
ss  di  penetrare  i segreti  della  natura,  e bramoso  di  portare  le  scienze  alla  perle- 
si  zione.  Le  relazioni  che  manteneva  con  tutti  i dotti  1’  avevano  reso  il  centro 
» di  tulli  1 letterati  : a lui  inviavano  i loro  dubbj , onde  col  suo  mezzo  fossero 
ss  proposti  a quelli  da  cui  se  ne  attendevano  le  soluzioni La  sua  pas- 

si sione  di  essere  utile  non  si  limitò  alla  sua  vita , ed  aveva  ordinalo  ai  medici , 
ss  morendo , di  fare  I’  apertura  del  suo  corpo  onde  potessero  conoscere  la  causa 
ss  della  sua  malattia  ss.  Mersenne  è autore  di  un  gran  numero  di  opere,  molte  dello 
quali  interessano  le  matematiche.  Noi  citeremo  soltanto  le  principali  di  quelle 
che  a tali  scienze  si  riferiscono  : I Cogitata  physico-mathematica , in  quitti* 
tatti  naturar  quam  artit  effettui  admirandi  certissimi!  demonstratianibus 
explicantur , Parigi,  1644 , in  4 Tale  volume  contiene  i seguenti  trattali: 
i.°  De  mtniuris,  ponderibut  atque  nummit  haebraicil , graecis  et  romanis 
ad  gallica  expentit  ; a.”  Hydraulica  , pneumatica , arsque  navigandi ; 3 * //ar- 
monica theorica , practica  et  medianica  phoenomena\  11  Universa*  geometria*, 
tnixtaeque  mathematicae  synopsis , ivi,  1644,  in-4.  Vi  si  trova:  Eudidis  ele- 
mento; — Dami  geometria ; — Archimedit  opera  ; — Theodosii , Meneìai , 
Maurofyei , Autoìyci  sphaerica  ; — A polloni!,  Mydorgii  conica ; — Mechantco- 
rurn  libri  duo,  et  opticorum  libri  teplem.  Queste  ultime  due  opere  sono  del- 
1'  autore,  e contengono  i principi  fondamentali  dell'ottica  , della  catottrica  , della 
diottrica,  della  parallasse  e delle  refrazioni.  L'Ortica  e la  Catottrica  del  p. 
Mersenne  furono  pubblicate  in  francese  colla  Prospettiva  di  G.  F.  Niceron  , Pa- 
rigi , i65a  , in-fol.  Ili  JVovae  observationes  phytico-mathematicae,  quibur  ac- 
cetti! Ariitarchus  Sarr.ius  de  mundi  syitemate , Parigi,  1647,  <n-4-  Questo  vo- 
lume serve  di  supplemento  e di  continuazione  ai  due  precedenti.  Il  p.  Mersenne 
aveva  pubblicato,  tre  anni  prima,  il  trattato  di  Aristarco  di  Samo:  De  mundi 
ly t ternate , partibut  et  motibus  ejusdem , ex  arabo  latine,  cum  .Egid.  Raber- 
val  notis,  Parigi,  1644 , in-sa.  IV  Lei  Mécaniques  de  Galilei  traduites  de 
r ir  alien,  Parigi,  1634  , in-8.  Mersenne  ebbe  il  merito  di  far  conoscere  il  primo 
tale  opera  in  Francia,  e vi  aggiunse  parecchie  osservazioni  importanti;  V l '/ar- 
monie univertelle,  contenant  la  théorie  et  la  pratique  de  la  musique , ec.  Parigi, 
l636,  in-fol.  Quest'  opera  importante  è divenuta  rarissima:  l'autore  uè  ha  pubbli- 
cato un  compendio  in  latino,  in  cui  si  trovano  delle  figure  di  strumenti  omesse 
nel  testo  francese  : questo  compendio  ha  per  titolo:  M.  Mersenni  Harmonicorum 
libri  X//,  Parigi,  «636,  in-fol. 

MESE  ( Calend .).  È stato  dato  questo  nome  alla  dodicesima  parte  dell’anno.  Vedi 
CsLlZDAllO. 

Comesi  hanno  differenti  specie  di  anni,  rosi  vi  sono  differenti  specie  di  mesi: 
per  esempio,  vi  è il  mete  solare,  il  mete  lunare,  il  mese  civile,  ec. 

Si  dice  mese  solare  lo  spazio  di  tempo  che  impiega  il  sole  a percorrere  un  se- 
gno dell'  eeelitlica  : i mesi  solari  sono  diseguali  , perchè  il  sole  va  più  lentamente 
uè* segni  dell'estate  che  in  quelli  dell' inverno.  Dividendo  per  sa  l’intera  durata 
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(leil'anao,  che  è di  365  giorni,  5 ore,  48  minati  e 5a  fecondi,  >i  ottiene  le  lun- 
ghetta  del  mese  solare  medio,  che  è di  3o  giorni,  io  ore,  29  minuti  e 4 secondi. 
Siccome  però  per  gli  usi  della  \ ila  sarebbero  troppo  incomode  queste  frazioni  di 
giorno,  così  nel  calendario  civile  i mesi  si  compongono  di  un  numero  intero  di 
giorni,  che  è di  3o  o di  3i  , ad  eccezione  di  Febbrajo  che  ne  ha  28  negli  anni 
comuni  e 29  nei  bisestili. 

I mesi  lunari  sono  o sinodici  o periodici  : il  sinodico , che  si  dice  ancora 
semplicemente  mese  lunare , o lunazione , è lo  spatio  di  tempo  compreso  tra  due 
congiunzioni  della  luna  col  sole,  ossia  tra  due  novilunj:  la  sua  durata  è di  29 
giorni,  12  ore,  44  minuti  e 3 secondi;  il  periodico  è lo  spazio  di  tempo  nei 
tfuale  la  luna  fa  la  sua  rivoluzione  intorno  alla  terra  , cioè  il  tempo  che  essa 
impiega  a tornare  allo  stesso  punto  dell'  «eclittica  ; la  sua  durala  è di  27  giorni, 
7 ore,  43  minuti  e 5 secondi, 

MESSIER  (Cablo),  astronomo,  nato  a Badonviller  io  Lorena  nel  *73o,  si  recò  a 
Parigi  in  età  di  venti  anni,  senz’  altro  ajnto,  senz’ altra  raccomandazione  che  nna 
scrittura  nitida  e chiara,  e una  certa  franchezza  nel  disegnare.  Essendo  stato  im- 
piegato come  scrivano  nell*  osservatorio  di  Delisle,  si  accese  in  lui  una  passione 
straordinaria  per  le  osservazioni  astronomiche  che  decise  irrevocabilmente  della 
sua]] carriera.  Dapprima,  seguendo  gli  ordini  ricevuti  da  Delisle,  fu  obbligato  a 
tenere  un  ordine  sistematico  ed  arbitrario  nelle  sue  ricerche,  e non  pubblioò  al- 
cuna delle  sue  osservazioni;  ma  poiché  questo  vecchio  astronomo  ebbe  rinunziato 
alle  scienze  e alla  sua  cattedra  nel  Collegio  Reale,  Messier  libero  di  sé  e de' suoi 
stu^i  si  diede  con  uno  zelo  instancabile  alla  investigazione  del  cielo.  Pel  corso 
di  quindici  anni  quasi  tutte  le  comete  che  furono  scoperte  il  furono  da  lui.  La 
sua  reputazione  si  dilatò  per  tutta  1'  Europa,  le  principali  accademie  furono  sol- 
lecite ad  ammetterlo  nel  loro  seno,  il  suo  titolo  di  scrivano  fu  mutato  in  quello 
di  astronomo , e l1  Accademia  ili  Parigi  gli  aprì  le  sue  porte  nel  1770.  Tali  onori 
non  fecero  che  raddoppiare  il  suo  zelo;  ei  non  abbandonò  più  il  suo  osserva- 
torio, ed  anco  nei  tempi  procellosi  della  rivoluzione,  quantunque  privato  della 
sua  pensione,  continuò  ad  osservare  colla  stessa  perseveranza,  lu  giorni  più  sereni, 
1 ’ Istituto , PUfizio  delle  longitudini,  la  Legione  d'onore  ripararono  le  sue  per- 
dite. Ei  morì  a Parigi  il  12  Aprile  1817:  di  lui  non  esistouo  che  alcune  me- 
morie in  cui  riferisce  diverse  sue  osservazioni , e che  si  leggono  o ueIJa  Raccolta 
dell’  Accademia , o nei  volumi  della  Connaissa4ice  des  temps. 

MESSIER  ( Astron . ).  Costellazione  boreale  introdotta  nelle  nuove  carte  celesti  in 
occasione  della  cometa  del  1774*  scoperta  dall'astronomo  Messier.  Essa  si  com- 
pone di  alcune  stelle  informi  situale  tra  Cassiopea,  Cefeo  e la  Giraffa. 

METODO.  Regola  particolare  che  si  segue  per  acquistare  delle  cnuoscenze. 

N'-lle  Matematiche , s’ indicano  specialmente  sotto  il  nome  di  Metodi , le  proposi- 
zioni ausiliari  ovvero  i processi  con  1'  aiuto  dei  quali  si  giunge  alle  proposizioni 
definitive.  Per  esempio,  se  per  dimostrare  il  teorema  dell’ equivalenza  tra  la  su~ 
perfide  del  circolo  e il  prodotto  della  sua  circonferenza  per  la  metà  del 
suo  raggio,  si  considerano  successivamente  dei  poligoni  regolari  inscritti  e cir- 
coscritti e i quali  si  elevano  per  gradi  approssimativi  fino  alla  superficie  de)  cir- 
colo, ci  saremo  serviti  del  metodo  iodirello  degli  antichi,  chiamato  Metodo  di 
esaustione.  Nel  mentre  che  se  si  considera  immediatamente  il  circolo  come  un 
poligono  regolare  di  un  numero  indefinito  di  lati  per  concluderne  1'  espressione 
della  superficie,  avremo  adoprato  il  metodo  degli  indivisibili. 

La  classazione  dei  melodi  matematici  e la  natura  della  certezza  che  comporta 
la  loro  applicazione  non  erauo  ancora  «tati  oggetto  di  ricerche  filosofiche,  avanti 
la  pubblicazione  dall1  opera  tanto  degna  di  stima  del  signor  Wronski , sopra  la 
Filosofia  dell'  infinito.  Questo  geometra,  i lavori  del  quale  cominciano  un1  era 
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nuova  per  le  matematiche , ha  portalo  nell*  esame  dei  metodi  quelle  alte  conti* 
derazioni  filosofiche,  alle  quali  esso  ha  riattaccato  la  scienza  in  queste  diverse 
opere.  Non  possiamo  meglio  indicare  P estrema  importanza  del  punto  di  vista  su- 
periore ove  egli  si  è posto,  che  riportando  in  questo  punto  parola  per  parola 
i suoi  principali  resultamene. 

Dopo  aver  stabilito,  nel  modo  il  più  rigoroso,  che  V infinito  è non  solamente 
un  islrumeiilo  esatto  per  le  ricerche  matematiche,  ma  ancora  che  esso  è l1  elemento 
il  più  importante  delle  verità  matematiche  esse  stesse,  e che  in  una  parola,  non 
è che  per  mezzo  dell'  infinito  che  la  scienza  delle  matematiche  è possibile,  il 
sig.  Wronshi  divide  i melodi  matematici  in  due  classi;  di  cui  la  prima  si  compone 
dei  melodi  i quali  non  contengono  che  implicitamente  I1  idea  dell’  infinito,  eia 
aeconda  dei  metodi  infinitesimali  ovvero  dei  metodi  che  contengono  esplicita- 
mente T infinito.  Quest1  ultimi  sono  quelli  che  risalgono  fino  ai  primi  elementi 
della  generazione  delle  quantità,  e i quali,  conseguentemente , ci  presentano  il 
più  alto  grado  d1  interesse. 

•n  Ora,  dice  egli,  abbiamo  due  facoltà  intellettuali  distinte  che  possono  con- 
durci, più  o meno  esattamente,  fino  a questi  primi  elementi  della  geuerazioue 
delle  quantità  : queste  sono  il  Giudizio  e la  Ragione  n. 

r>  Il  Giudizio  come  facoltà  transitoria  dell’  Intendimento  alla  Ragione,  può, 
per  una  specie  d’  anticipazione  sopra  quest1  ultima , scoprire  più  o meno  rigoro- 
samente le  determinazioni  dell1  iufinilo  negli  elementi  «Iella  generazione  del- 
le quantità.  La  ragione,  come  facoltà  dell1  infinito,  crea  essa  stessa  queste  de- 
terminazioni indefinite  negli  elementi  della  generazione  delle  quantità.  — Cosi , 
servendoci  in  questo  punto  delle  facoltà  del  Giudizio,  i metodi  fondati  sopra 
questa  facoltà  non  possono  che  presumere  i primi  elementi  della  generazione  di 
cui  v1  è questione  ; nel  mentre  che  servendoci  della  facoltà  della  ragione,  i metodi 
fondati  sopra  quest1  ultima  facoltà  riproducono  o dbtermi.va.vo  essi  stessi  questi 
elementi.  Ed  è per  questo  motivo  che  chiameremo  i primi  metodi  presuntivi , 
e gli  ultimi  metodi  determinativi.  — Tale  è dunque  la  prima  divisione  a priori 
dei  metodi  matematici  che  contengono  esplicitamente  l'idea  dell1  infinito.  — Pro- 
cediamo alla  loro  suddivisione  ss. 

ss  Nei  metodi  presuntivi,  che  sono  fondali  sopra  la  facoltà  del  Giudizio  sem- 
bra da  principio,  non  attaccandoci  che  alla  diversità  delle  funzioni  di  questa  fa- 
coltà, che  si  potrebbe  procedere  per  due  differenti  vie;  poiché  le  funzioni  in 
qualche  sorte  razionali  del  Giudizio,  quelle  che  portano  sullo  transizione  e l'in- 
tendimento , sono  di  due  specie  : l1  induzione  e l1  analogia.  Questi  metodi  pre- 
suntivi presenterebbero  dunque,  sotto  quest’ultimo  punto  di  vista,  due  specie 
particolari:  le  une  fondate  sull'induzione,  che  perciò  chiameremo  metodi  in- 
d azionali ; le  altre,  fondate  sull'analogia,  che,  per  questa  ragione,  chiameremo, 
almeno  problematicamente,  metodi  analogici.  Ma  un  poco  di  riflessione  basta  per 
riconoscere  che  gli  ultimi  di  questi  metodi,  i melodi  analogici,  non  polreb- 
l*ero  esistere.  Infatti  la  funzione  intellettuale,  chiamala  analogia,  sopra  la  quale 
si  troverebbero  fondali  questi  melodi  , porla  essenzialmente  sopra  la  specificazione , 
c non  sopra  la  maniera  di  render  generali  le  nostre  conoscenze,  vale  a dire  che 
questa  funzione  serve  propriamente  a discendere  dalla  Ragione  all1  Intendimento, 
e non  a risalire  «la  quest1  ultima  facoltà  alla  prima;  dimodoché,  col  mezzo  di 
questa  funzione  intellettuale,  non  si  potrebbe  niente  affatto  risalire  ai  primi 
elementi  della  generazione  delle  quantità,  il  che  é l'oggetto  generale  dei  melodi 
infinitesimali.  Non  rimane  dunque  di  possibile,  tra  i metodi  presuntivi,  che  i 
soli  metodi  induzionali.  — Proseguiamo  questa  determinazione  ». 

«I  metodi  induzionali  possono  essere  ndnprati  i.°  nella  geometria,  riferendosi 
lulf  idea  dell’ infinito,  applicata  allo  Sfizio,  e a.®  nell’  algoritmia , riferendosi 
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«il’ idea  dell’  iofinito , applicata  al  Tauro,  che  è il  principio  dei  numeri.  — Ne 
segue  che  questi  melodi,  considerali  rapporto  al  loto  scopo,  formano  due  rami 
(Intinti  il  metodo  induzionale  geometrico  e il  metodo  induzionale  algorit- 
mico. « 

11  Ora , il  metodo  degli  antichi,  conosciuto  sotto  il  uotoe  di  metodo  di  esau- 
stione , del  quale  sembra  che  dobbiamo  la  scoperta  ad  Archimede,  non  è eviden- 
i ementc  altra  cosa  che  il  metodo  iuJuziuuale  geometrico  che  abbiamo  dedotto  da 
principi)  0 priori,  « 

Avendo  fatto  osservare  che,  dalla  natura  della  facoltà  intellettuale  che  agisce 
in  questo  metodo,  il  cui  scopo  è quello  di  risalire  agli  elementi  iudefìmti  del- 
r estensione , esso  non  può,  per  se  slesso,  condurre  che  a verità  presuntive,  di 
una  probabilità  continuamente  maggiore,  ma  il  quale  non  potrebbe  condurre  a 
resultameli  rigorosi  ovvero  giungere  alla  certezza  ; il  signor  Wroushi  prova 
inseguito  che  il  metodo  induzionale  algoritmico  è il  metodo  di  approssimazione 
propriamente  detto,  metodo  del  quale  abbiamo  in  altra  parte  esposto  il  carattere 
distintivo.  ( Vedi  Afpaossimaziozib).  Non  lo  seguiremo  uegli  sviluppi,  e passeremo 
a ciò  che  esso  dice  dei  melodi  infinitesimali  determinativi. 

v*  Abbiamo  già  veduto  di  sopra,  dalla  deduzione  di  questi  metodi,  che  essi 
sono  fondati  immediatamente  sull’  uso  della  Ragione  es«a  stessa.  Ne  segue  che  i 
) esultnroenti  ai  quali  conducono  i melodi  determinativi  di  cui  si  tratta,  sono  di 
una  rigorosa  esattezza.  — Ed  è questo  il  carattere  distintivo  di  questi  metodi;  e 
non  ci  rimane  per  conoscerli  completamente,  che  a fissare  a priori  le  differenti 
vie  per  le  quali  la  ragione  può  risalire  ai  primi  elementi  della  generazione  delle 
quantità,  poiché  queste  differenti  vie  sono  evidentemente  ciò  che  costituisce  la 
specificazione  dei  metodi  dei  quali  parliamo.  « 

«Ora,  siccome  non  si  tratta  in  questo  punto  che  della  sola  funzione  della  ra- 
gione che  produce  l’idea  dell’  infinito , è in  primo  luogo  chiaro  che  le  diffeienti 
vie  delle  quali  vi  è questione,  non  potrebbero  essere  fondate  sopra  la  differenza 
delle  funzioni  di  questa  facoltà  superiore.  Di  più,  ne  segue  che  la  prima  speci- 
ficazione di  queste  vie  della  ragione,  se  essa  è possibile,  dev'essere  fondala  so- 
pra la  differenza  dell'uso  Puao  della  ragione,  nella  produzione  dell’idea  dell'in- 
finito, e sopra  l’uso  di  questa  facoltà  Riomta.  al  l’ intelletto  : da  ciò  resulterebbe 
una  divisione  dei  metodi  infinitesimali  determinativi  di  cui  si  tratta,  iu  metodi 
diretti  e iu  metodi  indiretti.  Questa  divisione  ira  luogo  realmente,  perche  il 
doppio  uso  della  ragione,  sopra  la  quale  si  trova  fondata  questa  divisione,  ha 
luogo  effettivamente.  « 

« I metodi  diretti  i quali  si  riportano  sull’uso  puro  della  ragione  nella  produ- 
zione dell’idea  dell’ infinito;  si  suddividono  naturalmente  in  quelli  che  risal- 
gono agli  elementi  indefiniti  dello  Spazio  ovvero  dell’ estensione,  e in  quelli  else 
i (salgono  agli  elemeati  indefiniti  del  Tbiupo  ovvero  dei  numeri.  1 primi  formano 
il  metodo  conosciuto  sotto  il  nome  di  Metodo  degl'  indivisibili , e gli  ultimi  co- 
stituiscono il  Calcolo  differenziale « 

« Confondendo  le  applicazioni  Geometrichr  del  calcolo  differeuziale  con  la 
natura  medesima  di  questo  calcolo,  che  è puramente  Algobitmico , conte  nel- 
r occasione  del  metodo  di  esaustone  degli  antichi,  i geometri  hanno  creduto,  an- 
fora qui,  che  il  metodo  degl’ indivisibili  e il  calcolo  differenziale  fossero  idenli- 
« i;  ed  è,  infatti,  fondandosi  sopra  questa  pretesa  identità,  che  essi  si  souo  imma- 
ginali che  la  vera  scoperta  del  calcolo  differenziale  risalisse  alla  scoperta  dei  di- 
versi metodi  particolari  degl’ ìndivisibili.  Questo  è un  errore:  il  metodo  degl’ iu- 
»! i visibìli  e il  calcolo  differeuziale  non  hanno  di  comune  che  l'idea  dell’ indefinito 
( he  ne  è il  fondamento;  ma  questi  due  metodi  differenti  essenzialmente  nella  loro 
propria  natura  dei  melodi,  l’uno  porla  sopra  1 iudcfìuito  dello  spazio  o dell'  c- 
Viz  di  Mal.  Voi . Vi.  08 
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stensione,  e l’altro  sopra  l’indeGnito  del  tempo  o dei  numeri;  il  che  certamente 
è una  cosa  differentissima,  e esige  processi  essenzialmente  diversi.  Per  convin- 
cersene, basta  considerare  in  astratto , come  si  deve,  da  una  parte  la  generazione 
puramente  algoritmica  delle  funzioni  differenziali,  e dall’altra  parte  , la  genera- 
zione puramente  geometrica  degli  elementi  detti  indivisibili,  ss 

Abbandoneremo  ancora  qui  gli  sviluppi  per  passare  ai  melodi  indiretti  i quali, 
come  lo  abbiamo  veduto  sopra,  sono  fondali  soli’  oso  delta  Ragione  riunita  al- 
l' Intelletto,  nella  produzione  dell’  indefinito. 

n Nella  riunione  di  queste  due  facoltà  intellettuali,  l’idea  deU'indefmilo,  con- 
siderata obiettivamente,  come  Scoro  dell'Intelletto,  si  trasforma  in  idea  della 
CoisTiituiTÀ  ; e considerata  anbiettivamenle  come  Mazzo  dell’Intelletto,  essa  si 
trasforma  nell’idea  della  Discosti  a oità  isdefihita.  Cosi,  i metodi  indiretti  di 
coi  si  tratta , debbono , secondo  questa  doppia  determinaiione  dell’  indefinito , 
suddividersi  in  due  classi,  una  fondata  sopra  la  legge  di  continuità,  e l’altra  so- 
pra la  legge  di  discontinuità  indefinita.» 

» La  prima  classe  di  questi  metodi  è facile  a riconoscersi:  ed  è , infatti,  il 
metodo  conosciuto  sotto  il  nome  di  Metodo  dei  limiti  o delle  prime  e ultime 
ragioni.  — Quanto  alla  seconda  classe,  bisogna  per  riconoscerla,  cominciare  dal 
sapere  che  la  discontinuità  indefinita  che  ne  i il  fondamento,  dà,  in  fatto  di  al- 
goritmia,  la  sommazione  indefinita  che  costituisce  l'algoritmo  tecnico  delle  se- 
rie (Vedi  Filos.  delle  Matkm.  ) ; dimodoché,  nella  determinazione  della  serie 
indefinita  dei  termini  che  formano  queste  funzioni,  debbono  necessariamente  en- 
trare i primi  elementi  della  generazione  delle  quantità  che  sono  l’oggetto  delle 
serie.  £,  infatti,  come  si  sa  dal  teorema  del  Taylor  e generalmente  dalla  nostra 
legge  delle  serie,  le  funzioni  che  formano  i coefficienti  sono  funzioni  differen- 
ziali o infinitesimali.  Cosi,  la  seconda  classe  dei  melodi  di  cui  si  tratta,  deve 
evidentemente  portare  aopra  i coefficienti  dello  sviluppo  delle  funzioni  in  serie; 
e,  come  possiamo  riconoscerlo  ora  con  facilità,  questa  seconda  classe  di  metodi 
non  è altro  che  il  metodo  conosciuto  generalmente  sotto  il  nome  di  Metodo  di 
derivazione , e particolarmente  sotto  il  nome  di  Teoria  delle  funzioni  ana- 
litiche. » 

» Questa  deduzione  dei  due  ultimi  metodi , cioè,  del  metodo  dei  limiti  e del 
metodo  di  derivazione,  fissa  immediatamente  il  loro  vero  carattere.  Si  vede  in- 
fatti che  in  seguito  di  questa  deduzione  , il  carattere  comune  di  questi  metodi  con- 
siste in  ciò  che  essi  non  raggiungono  l’indefinito  che  nel  suo  R esultasi  erto  ( nella 
sua  applicazione  all'Intelletto),  e non  nel  suo  Peihcipio  (nella  Ragione  essa 
stessa).  Da  ciò  viene  essenzialmente  per  verità,  che  questi  metodi  possono  essere 
sostituiti  al  calcolo  differenziale,  ma  che  io  se  stessi,  essi  non  potrebbero  essere 
concepiti  o spiegali  che  per  mezzo  del  calcolo  differenziale.  » 

I metodi  infinitesimali  primitivi  ai  trovano  dunque  riepilogali  nel  segaenle 
quadro: 
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Ascensione  agli  elementi  indefiniti  dello 
spazio  ovvero  dell' estensione 

Metodo  di  Esacstiosb 
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Subiettivamente  come  mezio  dell'  intelletto 
per  la  legge  di  discontinuità  indefinita. 
Metodo  di  dmivaiiose. 
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Tali  tono  dunque,  coinè  lo  dire  il  signor  Wronski,  i soli  metodi  infinitesi- 
mali primitivi  clic  siano  possibili.  Tutti  gli  altri  metodi  infinitesimali  non  pos- 
sono essere  che  metodi  Dbbivati  da  questi  o metodi  Ebeonsi.  Nella  prima  classe, 
quella  dei  metodi  infinitesimali  derivati,  si  annoverano  l'applicazione  o l'uso 
infinitesimale  del  Metodo  dei  coefficienti  indeterminati  ( per  esempio,  la  dedu- 
zione che  abbiamo  data  con  questo  metodo  del  teorema  del  Taylor)  ( Vedi  Cozr- 
riciepfTì),  V Analisi  residuale  del  Landeo  , e ancora  il  Metodo  delle  flussioni^ 
sotto  la  forma  del  quale  il  Newton  aveva  da  principio  presentato  il  suo  nuovo 
calcolo  Nella  seconda  classe,  quella  dei  melodi  erronei,  ai  trovano  il  calcolo 
delle  ultime  ragioni , 1/  sistema  di  compensazione  degli  errori  del  Carnet,  e 
aurora  la  teoria  delle  funzioni  analitiche  del  Lagrange,  considerandola  nel  suo 
scopo  di  spiegare  il  calcolo  differenziale. 

B1ETOXE,  astronomo  antico,  nato  in  Ateue,  viveva  verso  il  V secolo  prima  di 
G.  C.,  ed  aveva  eretto  nella  pubblica  piazza  uno  gnomone,  col  quale  nelPatino  $3o 
avanti.  G.  C.  osservò  un  solstizio.  Tolomeo,  che  ci  ha  conservalo  tale  osserva- 
«ione  , se  ne  servi,  confrontandola  colle  sue,  per  determinare  la  lunghezza  dell'an- 
no solare,  non  senza  però  avvertirci  che  non  bisognava  contar  mollo  sull' esat- 
tezza di  tale  antica  osservazione.  Melone  è principalmente  celebre  nei  fasti  della 
scienza  pel  ciclo  lunare  di  19  anni,  che  porla  il  suo  nome,  e che  viene  altresì 
chiamato  numero  d'oro.  Diciannove  numeri,  posti  nei  calendarj  accanto  ai  giorni 
del  mese,  servivano  a indicare  i giorni  in  cui  cadeva  il  novilunio:  mutavano  ogoi 
anno,  c ritornavano  i medesimi  in  rapo  a 19  anni.  Gli  autori  ùt\V  Arte  di  veri- 
ficare le  date  dicono  che  si  segnavano  in  caratteri  d'oro,  donde  è venuto  il 
nome  che  loro  è rimasto.  La  scoperta  di  tale  ciclo  , che  riconduceva  i noviluni 
nei  medesimi  giorni  dell'anno  solare,  era  abbastanza  importante  in  quei  tempi 
remoti  da  immortalarne  l'autore.  Questa  gloria  però  è stala  disputata  a Me- 
lone : amico  di  Faino  e di  Eutteraone,  fu  da  alcuni  attribuita  a questi  l'idea 
fondamentale  del  suo  ciclo;  e Gemino  ne  fa  onore  a Filippo  e a Calippo.  Se 
l'idea  non  è di  Melone,  sembra  almeno  che  avesse  il  inerito  di  farla  adottare  in 
Grecia.  Tale  periodo  era  composto  di  19  anni,  che  formano  6940  giorni  o a35  mesi, 
di  cui  sette  erano  erabolismici  o intercalari.  Questi  mesi  erano  o pieni  cioè  com- 
posti di  3o  giorni,  o cavi  cioè  di  29  giorni  soltanto..  In  ciascun  periodo,  questi 
ultimi  erano  1 10  , e gli  altri  125.  Gemino  narra  come  i Greci  giungessero  a 
tale  periodo.  Il  mese  lunare  è realmente  di  39  giorni,  12  ore,  44  raioutl  e 3 se- 
condi circa.  In  principio,  lutti  i mesi  si  fecero  pieni  cioè  di  3o  giorni  : in  breve 
si  conobbe  l’errore  e s’  introdussero  dei  mesi  cavi  ; fu  allora  stabilita  ì'ottae- 
teridey  formata  di  8 anni,  e che  coni  iene  99  mesi  di  cui  3 intercalari,  che  fanno 
in  tutto  2922  giorni,  cioè  8 volte  3G5  giorni  e un  quarto.  Ma  non  si  tardò  * 
trovare  insufficiente  anco  questa  approssimazione:  le  fu  surrogalo  il  periodo  di 
if»  anni  detto  ottodecaeteride , che  non  era  abbastanza  esatto,  c che  fece  luogo 
al  periodo  di  19  anni  detto  enneadecateride , in  cui  l'errore  non  era  che  di  6 
ore  o di  uu  quarto  di  giorno.  Finalmente  Calippo  propose  di  riunire  quattro 
periodi  di  19  anni  in  un  periodo  di  76  anni,  sopprimendo  nn  giorno  intero  p*r 
correggere  i quattro  errori  dei  periodi  parziali.  Quest'  ultimo  ciclo  è più  cono- 
sciuto sotto  il  nome  di  Periodo  calippico , e fu  adottato  principalmente  dagl' 
astronomi,  i quali  se  nc  servivano  per  segnare  le  date  delle  loro  osservazioni. 
nostri  calendarj  moderni,  il  numero  aureo  non  serve  più  che  a trovare  Yepetta. 
e Pepatta,  introdotta  nel  calendario  gregoriano  per  trovare  il  giorno  della  pasquJ. 
non  indica  f età  della  luus  che  per  approssimazione. 

METRO.  Baie  fondamentale  di  tutto  il  sistema  delle  misure  francesi.  Pedi 

MEZIO  (Adbiako),  valente  geometra  olandese,  nato  ad  Àlrmaer  il  9 Dicembre 
i5->i,  si  applicò  di  buon'  ora  alle  n atematirhe.  nelle  quali  fu  suo  primo  in*«lro 
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iuo  padre,  abile  ingegnere  miti  lare.  Studiò  poscia  la  legge  e la  medicina,  andò 
a perfezionarsi  nell' astronomia  sotto  Ticone  Brabé,  e militò  la  Germania,  ove  le 
sue  lezioni  d'  astronomia  gli  attirarono  un  gran  numero  di  allievi  e incomincia* 
rono  a levarlo  in  grido.  Tornato  in  Olanda,  ottenne  nel  i5q8  la  cattedra  di  ma- 
tematiche nell' università  di  Franeker,  ufficio  che  esercitò  con  onore  fino  alla 
sua  morte,  avvenuta  il  26  Settembre  i635.  Mezio  ha  lasciato  le  seguenti  opere: 

1 Doctrinae  sphaericae  libri  V , Franeker,  i5r)8,  in-8,  e in-12;  li  Universae 
astronomiae  iris  litui  io  ; accessit  tractatus  de  novis  auctoris  inst  rumeni  is , ivi, 
1608,  in-8;  ed  ivi,  con  aggiunte,  i63o,  in-4*  HI  Arithmeticae  libri  duo  et  geo - 
metriae  libri  sex  practica , ivi,  1611,  in-4;  IV  Praxis  nova  geometrica  per  _ 
usum  circiai  et  regulae  proportionulis , ivi,  i6a3,  in-4,  dedicata  a Galileo:  Pau- 
tore  vi  propone  alcuni  perfezionamenti  al  suo  compasso  di  proporzione;  V De 
genuino  usu  utriusque  globi  tractatus , ivi,  1611,  in»4;  VI  Problemala  astro- 
nomica geometrice  delineata , Leida,  i6a5 , in-4  ; VII  Astrolabium  y Franeker, 
1626,  in-8;  Vili  Calendarium  perpetuimi  arliculis  digi forum  computandutn  , 
Rotterdam,  1627 , in-8  (in  olandese);  IX  Primum  mobile  astronomice , scia - 
gruphice , geometrice  et  hydrogrophice  nova  methodo  explicatum  y Amsterdam, 
i63i.  Il  noto  rapporto  approssimativo  del  diametro  alla  circoofereuza,  espresso  dai 
numeri  1 1 3 : 355,  é dovuto  al  padre  del  dotto  che  forma  il  soggetto  della  pre- 
sente notizia  biografica,  il  quale  chiamatasi  esso  pure  Adriano. 

MEZIRIAC  (Claudio  Gaspare  Bachrt  di).  Pedi  Bacbkt. 

MEZZALUNA  (Forti/.).  Opera  militare  a foggia  di  freccia,  la  quale  ha  per  linea 
capitale  la  retta  condotta  perpendicolarmente  sulla  metà  della  cortina.  Nel  suo 
interno  si  costruisce  un'altra  opera  simile  che  prende  il  nome  di  Ridotto  della 
Mezzaluna 

Queste  due  opere,  che  si  trovano  separate  dal  ricinto  mediante  il  fosso  del 
corpo  della  piazza,  fanno  parte  delle  opere  esterne  o staccate , le  quali  non  hanno 
altro  oggetto  che  di  dare  una  maggior  forza  al  aistema  di  fortificazione.  V idi 
Fortifica  ziohr. 

MEZZO.  Nome  che  si  dà  in  fisica  ai  corpi  attraverso  dei  quali  altri  corpi  possono 
muoversi;  1’  aria  per  esempio  è il  mezzo  nel  quale  si  muovono  i corpi  terrestri, 
gli  nomini  e molti  animali;  l'acqua  è il  mezzo  nel  quale  si  muovono  i pesci  ; 
i corpi  trasparenti  sono  i mezzi  attraverso  dei  quali  si  muove  la  luce 

MEZZO.  È la  metà  di  un  tutto;  cosi,  si  dice  un  semi-circolo , per  la  metà  di  un 
circolo,  un  semi-diametro  per  la  mela  di  un  diametro,  ec. , ec. 

MEZZOGIORNO  (Astron.).  Si  dà  questo  nome  all'istante  in  coi  il  centro  del 
sole  trovasi  nel  meridiano.  Vedi  Equazione,  del  Tempo. 

Si  dà  talvolta  il  nome  di  mezzogiorno  alla  parte  meridionale  del  cielo. 

MICROMETRO.  Con  questo  nome,  che  deriva  da  pixpo-j  piccolo  e da  fitxpti  mi- 
sura , s'  indica  comunemente  uno  strumento  che  si  pone  in  un  telescopio  nel 
fuoco  dell'  obiettivo,  e che  serve  a misurare  gli  angoli  piccolissimi  o le  piccolis- 
sime distanze,  come  i diametri  dei  pianeti.  La  sua  descrizione  si  trova  in  tutti  i 
trattali  di  astronomia. 

MICROSCOPIO  (Ottica).  Questa  voce,  che  deriva  da  uixooe,  piccolo  e da  aracirii» 
io  esamino,  .erte  a denotare  un  apparecchio  di  diottrie,  destinato  a ingrandire 
gli  oggetti.  Vi  aono  due  specie  di  microscopi,  semplice  e il  composto. 

Il  microscopio  semplice  è formato  di  una  sola  ed  unica  lente  di  una  gran  con* 
vessiti;  il  microscopio  composto  è un  tubo  terminato  alle  tue  estremità  da  due 
lenti,  una  delle  quali,  che  è 1’ obiettivo,  ha  una  distanza  focale  piccolissima , e 
T allra , che  è 1’  oculare , ha  una  distanza  focale  più  lunga.  £ l' inverso  del  tele- 
scopio. Talvolta  questo  strumento  contiene  più  oculari. 

Il  Micaoscorto  Sozzar  non  è che  un' applicazione  della  lanterna  magica:  è 
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coni poilo  di  ano  specchio  che  riceve  i raggi  del  sole  e che  ha  un'  inclinazione 
late  da  rifletterli  parallelamente  all'  orizxunte  sopra  una  gran  lente  : questa 
lente  raccoglie  i raggi  sopra  un  oggetto  trasparente  rinchiuso  in  un  tubo,  avanti 
il  quale  si  trova  uu  microscopio  semplice.  I raggi,  che  partono  dall' oggetto, 
divengono  in  seguito  divergenti  nell' attraversare  il  microscopio,  e vanno  a dise- 
gnare in  grande  sopra  un  muro  bianco  posto  a qualche  distanti  l'immagino  del- 
I’  oggetto.  Questo  apparecchio  deve  esser  collocato  in  una  camera  oscura  io  modo 
che  lo  specchio  si  trovi  si  di  fuori,  e nessun  raggio  luminoso , meoo  che  quelli 
che  attraversano  il  microscopio.  Don  possa  penetrarvi. 

Il  microscopio  a gas,  che  da  qualche  anno  eccita  la  curiosità  del  pubbico,é 
semplicemente  un  microscopio  solare  illuminato  dalla  fiamma  di  uoa  combioa- 
tione  di  gas  in  stato  d'  ignizione. 

MINIMUM.  (Jlg.).  Vedi  M Annosi. 

MINUTO.  (Geom.).  Ciò  significa  la  sessantesima  parte  di  un  grado.  ( Vedi  qcbsta 

PAROLA  ). 

MISTILINEO.  (Geom.).  Si  dà  questo  nome  alle  figure  terminate  io  parte  con  li- 
nee rette  e in  parte  con  linee  curve. 

MISURA.  Quantità  presa  per  termine  di  confronto  e che  serve  a valutare  la  gran- 
dezza di  altre  quantità  della  atessa  natura. 

Misurare  vuol  dire  determinare  il  rapporto  che  esiste  tra  un  oggetto  di  cui 
vuol  conoscersi  la  grandezza  e l'unità  di  confronto.  Cosi,  per  esempio,  avendo 
adottalo  per  unità  una  luughezza  determinata,  come  il  metro,  ti  conoscerà  la 
lunghezza  di  una  linea  qualunque  quando  ti  saprà  quinti  metri  o parti  di  metro 
essa  contiene. 

L'  unità  di  misura  deve  esser  sempre  della  stessa  natura  degli  oggetti  che  essa 
serve  a misurare , vale  a dire  che  la  misura  delle  linee  è una  linea  , quella  delle 
superficie  è una  superfìcie , quella  dei  solidi , un  solido , ec.  Se  in  geometria  si 
misurano  gli  angoli  per  mezzo  di  archi  di  circolo , ciò  ai  fa  perchè  questi  archi 
sono  proporzionali  agli  angoli , e perchè  in  tal  guisa  vi  ha  sempre  un  angolo 
sottinteso  che  si  prende  per  unità.  Vedi  Asgolo. 

Considerate  sotto  il  rapporto  degli  usi  civili  o commerciali,  le  misure  si  divi- 
dono in  misore  di  lunghetta,  di  superficie , di  capacità,  e di  peso.  Presso  tatti 
i popoli , queste  diverte  misure  hanno  sempre  avuto  dei  rapporti  tra  loro;  ma  il 
sistema  il  piti  semplice  e il  più  elegante  è il  sistema  primitivo  delle  misere 
egiziane,  la  cui  invenzione  viene  attribuita  a Mercurio,  ministro  del  re  Osiride. 
1/  unità  lineare  era  il  cubito  reale , lunghezza  presa  nelle  dimensioni  del  corpo 
dell’ uomo:  il  cubo  de)  mezzo  cubito  dava  l'unità  di  volume ; questo  cubo, 
pieno  d'acqua,  l’unità  di  peso-,  e finalmente  questo  peso,  in  argento,  l'unità 
monetaria. 

Per  costruire  il  loro  cubito,  gli  Egiziani  avevano  preso  per  ponto  di  partenti 
la  larghezza  dei  diti  della  mano,  determinando  probabilmente  una  larghezza  me- 
dia conservata  poi  come  campione  fisso.  Quattro  di  queste  larghezze  medie,  o 
quella  di  una  mano,  meno  il  pollice,  formavano  il  palmo-,  tre  palmi  o la  di- 
stanza Ira  l'estremità  del  dito  minimo  e quella  del  pollice,  quando  la  mano  è 
aperta  tenendo  le  dita  discoste  il  più  che  sia  possibile,  componevano  l'empan-,  e 
e due  empsn,  ostie  la  distanza  dal  gomito  all’estremità  del  dito  medio,  formavi:» 
il  cubito  naturale  più  corto  del  cubito  reale  di  quattro  diti  o di  un  palmo. 

L'  origine  del  cubito  reale  pare  che  fosse  I'  uso  che  necessariamente  dovette 
farti  in  principio  della  lunghezza  del  piede  per  misurare  le  dimensioni  dei  terreni, 
prima  di  avere  delle  misure  artificiali.  Il  cubito  reale  infatti  è il  doppio  del  piede 
naturale,  che  è di  quattordici  dita  dalla  estremità  del  calcagno  a quella  del  dito 
grosso.  11  cubito  naturale  era  impiegato  negli  osi  più  ordinar)  ; ma  il  cubito  reale 
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er*  consacrato  a tatto  ciò  che  aveva  un  oggetto  di  utilità  generale,  come  la  misura 
delle  strade , dei  terreni,  ec.  11  campione  ne  era  depositato  nei  templi,  e adulalo 
alla  custodia  dei  sacerdoti. 

Il  sistema  metrico  egiziano,  conservato  in  tolta  la  sna  purezza  dagli  Ebrei  dopo 
la  loro  partenza  dall’Egitto,  subì  poscia  grandi  cangiamenti  presso  i Greci,  i 
Romani,  gli  Arabi,  e i Persiani.  Ma  è facile  lo  scorgere  come  esso  èia  sorgente 
comune  dei  sistemi  di  misure  di  questi  popoli,  e ebe  in  tal  guisa  modificato  si 
è propagalo  nelle  diverse  contrade  dell' Europa,  ove  anche  oggigiorno  ti  ricono- 
scono le  sue  tracce. 

Le  ricerche  più  esatte  intraprese  ai  nostri  giorni  per  trovare  il  rapporto  di 
queste  misure  primitive  colle  nostre  misure  nsuali  hanno  dato  i seguenti  ri- 


sultati : 

millimetri 

Il  Diio  ( theb ) «8,75 

11  Palmo  (choryos)  di  quattro  diti 75 

L’  Empan  (torto)  di  ra  diti aa5 


s,  „ ...  , , { naturale  o di  24  diti 45o 

11  Cubito  (derah)  { ? _ 

| reale  o di  28  diti 5a5 

1 Greci  presero  per  unità  lineare  i due  terzi  del  cubito  naturale  o ìG  diti,  a 
le  diedero  il  nome  di  piede  (iroù{).  Sopra  tale  unità  Fidone  d’Argo,  secondo 
Plinio,  o Palamede  secondo  Aulo  Gellio,  formò  la  serie  seguente  di  misure: 


metri 

Il  Dito  (JàxrvXot) 0,01875 

11  Palmo  (Jùpov  o na\auori) 0,075 

Il  PIEDE  ( iroùc  ) o,  3 

Il  Cubito  (jréjjut)  d’ un  piede  e mezzo o,45 

11  Pasto  (6 epa  àrrXcùv)  di  due  piedi  c mezzo  ...  0,75 

Il  Passo  doppio , o di  5 piedi  (Stipsi  diirloùv)  ...  i,5 

11  Braccio  (opyuii)  di  6 piedi 1,8 

La  Pertica  ( àxaiva  ) di  dieci  piedi 3 

La  Catena  piccola  (xupa)  di  60  piedi 18 

La  Catena  grande  ( rlìOpov  ) di  100  piedi 3o 

Lo  Stadio  (oradiov)  di  600  piedi 180 


Un  quadrato  di  100  piedi  di  Iato  formava  presso  i Greci  1‘  unità  principale 
delle  misure  agrarie  o di  superficie.  Gli  si  dava  il  nome  di  Plettro , iràcOaov.  Il 
piede  cubo  servi  pure  di  punto  di  partenza  per  le  misure  di  capacità  sotto  il 
nome  di  metrelo , pirpyTn;  \ la  centesima  parte  di  questo  piede  cobo  fu  chia- 
mata colilo , xorùlu  , e 72  colili  formarono  V anfora,  auoopta;,  la  cui  grandezza  è 

di  19  litri  e 

100 

Il  peso  dell’  acqua  contenuta  in  un’  anfora  divenne  1’  unità  delle  misnre  di 
peso , e formò  il  talento,  Ttxixvt ov  ; finalmente  questo  stesso  peso  io  oro,  in  ar- 
gento o in  rame,  colle  sue  suddivisioni,  serviva  a comporre  il  sistema  monetario. 
Solone  riformò  in  seguito  i pesi  e le  misure  facendo  uso  dell’  intero  piede 
cubo  di  acqua  per  rappresentare  il  peso  di  un  nuovo  talento  , che  fu  poi  di- 
stinto col  nome  di  gran  talento  attico.  In  seguito  si  stabilirono  delle  differenze 
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nelle  niiiure  delle  diverte  province  greche  : me  le  loro  origine  comune  fu  tem- 
pre il  piede  di  x6  diti  egitiani. 

I Romani  trovarono  in  Italia  le  miture  dei  Greci  dappertutto  in  uto,  ed  essi 
le  contervarono,  almeno  in  quanto  alla  tostanza;  poiché  adottarono  una  classifica- 
zione  più  metodica,  dividendo  ogni  unità,  aia  lineare,  tia  di  peto,  in  dodici  parti 
tuddivitibili  ognuna  in  altre  ?4-  Losi  il  piede  greco  di  16  diti  egiziani  fu  div ito 
iu  12  once,  che  i moderni  hanno  chiamato  pollici.  Nulladimeno il  piede  romano 
era  alquanto  più  piccolo  di  iG  diti  egiziani,  e tembra  «serti  conservato,  senza 
alterazione  nessuna,  in  tutto  il  tempo  della  repubblica,  dell'impero,  e nei  primi 
secoli  del  feudalismo. 

II  sistema  metrico  delle  antiche  nazioni  dell'Asia  è anch'esso  il  tisteraa  egiziano 
leggermente  modificato;  ma  quello  degli  Arabi,  sebbene  basato  sul  cubito,  diffe- 
risce nell'  unità  fondamentale  del  dito,  la  cui  lunghezza  non  é quella  del  dito 
egiziano.  Il  dito  arabo  ti  componeva  di  sei  grani  di  orzo  posti  per  traverso  l'uno 
accanto  all’altro,  e il  grano  d’orzo  ti  divideva  in  6 crini  di  cavallo;  quattro 
diti  formavano  il  palmo,  4 palmi  il  piede,  e a piedi  il  gran  cubito  achemico. 
K di  qui  traggono  la  loro  origine  le  misure  attuali  della  razza  maomettana. 

Il  sistema  delle  antiche  misure  francesi  rimonta  soltanto  fino  a Carlomagno, 
che  lo  sostituì  al  sistema  romano  in  tutta  1'  estensione  della  monarchia.  Il  piede 
di  questo  principe,  chiamato  ancora  piede  del  re  ( pied-de-roi ),  o piede  di  Pa- 
rigi, pare  che  sia  una  copia  alterata  di  quello  degli  Arabi  ; esso  si  divideva  in 
dodici  pollici,  e il  pollice  in  dodici  linee.  Sei  piedi  formavano  uoa  tesa  che  è esat- 
tamente il  passo  degli  Arabi.  Quanto  alle  altre  misure,  traevano  anche  esse  ori- 
gine dalle  misure  arabe. 

Queste  misure  però  subirono  notabili  alterazioni  non  molto  dopo  la  loro  isti- 
tuzione: imperocché,  sotto  il  regno  di  Carlo  il  Calvo,  già  ognuno  dei  grandi  si- 
gnori feudatari  della  corona  aveva  introdotto  nei  suoi  stati  delle  modificazioni 
conformi  ai  proprj  interessi.  Gli  uni  avevano  aumentato  la  grandezza  delle  mi- 
sure per  levare  uua  imposizione  più  forte  sui  loro  vassalli,  gli  altri  al  contrario 
1'  avevano  diminuita  per  attirare  uei  loro  possessi  un  maggior  numero  di  abitanti. 
Invano  molti  sovrani  tentarono  successivamente  di  rimediare  a questo  disordine, 
e di  stabilire  nelle  province  le  misure  medesime  di  cui  si  faceva  uso  a Parigi  : 
eravi  d'uopo  del  braccio  di  ferro  del  governo  repubblicano  per  operare  I' urgente 
riforma  si  lungo  tempo  e si  imperiosamente  richiesta.  Oggi  il  complesso  delle 
misure  francesi  forma  il  sistema  il  più  completo,  il  meglio  collegato  e nel  tempo 
stesso  il  più  semplice  che  sia  stato  inventalo,  e la  sua  superiorità  su  quelli  di 
tutte  le  altre  nazioni  non  può  esser  posta  in  dubbio  un  momento,  quantunque 
sventuratamente  sia  ormai  certo  che  la  sua  base  é inesatta. 

fieli’  8 Maggio  1790,  l'Assemblea  costituente  emanò  un  decreto  in  forza  del  quale 
il  re  di  Francia  doveva  concertarsi  col  re  d’Inghilterra,  acciocché  questi  asso- 
ciasse ai  dotti  fraucesi  scelti  dall’  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  un  numero 
eguale  di  membri  della  Società  Reale  di  Londra  , per  determinare  in  comune  la 
lunghezza  del-  pendolo  semplice  che  batte  i secondi  alla  latidudine  media  di 
45°  e al  livello  del  mare.  Questa  lunghezza  doveva  esser  presa  per  1’  unità  delle 
misure  che  queste  due  nazioni  dovevano  poi  propagare  in  tutti  i paesi  civilizzati. 
Gli  avvenimenti  politici  non  permisero  che  questa  riunione  si  effettuasse,  e la 
commissione  degli  accademici  francesi,  temendo  che  la  scelta  del  pendolo  ai  4^* 
non  venisse  rigettata  dai  popoli  che  non  hanno  questa  latitudine,  volle  scegliere 
piuttosto  una  base  più  larga  e veramente  universale,  prendendo  per  unità  la  dieci- 
millionesima parte  della  distanza  tra  l’equatore  e il  polo,  ossia  del  quarto  del 
meridiano  terrestre.  Questa  scelta  presentava  di  più  un  vantaggio  particolare , 
ed  era  il  rapporto  semplice  e naturale  che  si  stabiliva  tra  le  misure  geodetiche 
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c gli  ardii  celesti,  e cbe  doveva  facilitare  la  pratica  del  pilotaggio  fondala  inte- 
ramente su  questo  rapporto.  Ma,  per  olleoere  la  lunghezza  dell’ unità  di  misura, 
bisognava  determinare  la  figura  della  terra  più  esattamente  di  ciò  che  fino  allora 
si  era  fallo  , e misurare  i gradi  del  meridiano  con  una  precisione  superiore  a 
a quella  delle  misure  che  fino  allora  erano  state  eseguile.  Questo  lavoro  gigante- 
sco non  spaventò  i nostri  dotti.  Delambre  e Méchaio  furono  incaricati  di  misu- 
rare la  meridiana  di  Parigi,  da  Dunkerque  fino  a Barcellona , operazione  che  con 
luaravigliosa  attività  condussero  a termine,  in  mezzo  alle  sanguinose  scene  del 
nostro  più  terribile  periodo  politico,  mentre  Brisson , Borda , Lagrange , Laplace, 
Prouy  e Berlhollet  innalzavano  1'  edifìzio  Jel  nuovo  sistema  creando  una  unità 
provvisoria  basata  sulle  misure  di  La  Caille.  Questa  unità,  sotto  il  nomedi  mc- 

44 

tro  , fu  fusala  iu  443  linee  e della  tesa  di  Parigi. 

IOO 

Calmatesi  le  procelle  rivoluzionarie,  la  Francia  fece  nel  1799  un  nuovo  ap- 
pello alle  nazioni  sue  alleate,  ed  una  numerosa  rommissioi  e fu  creata  per  realiz- 
zare defluiti vamente  tutte  le  parti  del  suleina  metrico,  subordinandole  ad  un  pre- 
teso valore  definitivo  del  metro , stabilito  in  linee  44^»a9**t)^G.  Questa  commis- 
sione fu  composta  di  Borda,  Brisson,  Coulomb,  Parcel,  Delambre , Haùy , La - 
grange,  Laplace,  Lefèvre-Gineau,  Méchuiu  e Prouy  per  la  Francia;  Reneoe  e 
VanrSfviudeu  per  P Olanda;  Balbo  e quindi  Vassalli-Eandi  per  la  Savoia;  Bugge 
per  la  Danimarca;  Ciscar  e Pedrayès  per  la  Spagna;  Fabbroui  per  la  Toscana; 
Francbiui  per  la  Repubblica  Romana  ; Muliedo  per  la  Repubblica  Ligure;  e fi - 
nalmente  Trallès  per  la  Repubblica  Elvetica. 

11  22  Giugno  1799  il  rapporto  dei  lavori  di  questa  commissione  fu  presentato 
da  Trallès  al  corpo  legislativo  unitamente  ai  tipi  modelli;  ma  il  sistema  metrico 
deflnitivo  non  divenne  legale  ed  esclusivo  che  a datare  dal  2 Novembre  1801. 

Recentemente  sono  stati  notati  alcuni  errori  incorsi  nelle  misure  di  Delambre 
e di  Méchain,  e quest'ultimo  prima  della  sua  morte  aveva  scoperto  una  inesat- 
tezza che  non  credè  di  dover  rilevare,  temendo  probabilmente  di  compromettere, 
ed  ormai  troppo  tardi,  tutto  il  lavoro  della  meridiana.  Da  altre  misure  eseguite 
io  seguilo  in  diversi  luoghi,  sembra  resultare  cbe  la  lunghezza  del  metro  detto 
definitivo  è un  poco  troppo  piccola,  e che  determinandola  in  liuee  443,  89  si 
otterrebbe  un'approssimazione  assai  più  grande  alla  verità.  Nulladimeno  siamo  per- 
suasi che  l’ idea  di  prendere  per  unità  una  parte  del  meridiano  è più  brillante 
che  ragionevole;  imperocché  per  rendere  questa  misura  universale  bisognerebbe 
che  tutti  i meridiani  fossero  rigorosamente  eguali,  il  che  fino  ad  ora  é beu  lungi 
dall' esser  dimostrato.  La  figura  della  terra  non  sembra  regolare,  e tutti  i tenta- 
tivi fatti  per  coordinare  i valori  conosciuti  degli  archi  di  diversi  meridiani  non 
hanno  ancora  prodotto  resultalo  alcuno  veramente  soddisfacente. 

Nulladimeno,  considerando  il  metro , non  come  una  parte  aliquota  rigorosa 
della  distanza  invariabile  tra  l'equatore  e il  polo,  ma  soltanto  come  una  parte 
aliquota  della  distanza  media  di  questo  equatore,  qualunque  siano  le  inegua- 
glianze del  globo  terrestre  e la  varietà  delle  distanze  che  possono  produrre,  non 
si  può  considerare  come  impossibile  che  un  giorno  si  giunga  ad  ottenere  questa 
unità  media  ad  un  alto  grado  di  precisione,  e che  così  si  possa  realizzare  la 
graude  e bella  idea  di  un  assiema  di  misure  basato  sulle  dimensioni  del  globo, 
che  sono  esse  pure  mediante  le  ostervaziooi  astronomiche  collegale  con  tutti  gli 
assi  delle  orbile  planetarie,  e colle  dimensioni  dell' universo.  Del  resto,  il  valore 
«lei  metro  attuale  si  trova  stabilito  in  un  modo  invariabile  per  mezzo  del  suo 
confronto  con  quello  del  pendolo  a secondi,  e siccome  la  scella  di  un'  unità  di 
misura  è adatto  arbitraria,  e d'altronde  basta  che  si  possa  sempre  ritrovare  la  gran- 
irla. di  Mat.  Voi.  VI.  69 
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dezza  eiatta  di  questa  unità,  tutte  le  inesattezze  che  abbiamo  notalo  non  vi- 
ziano in  nulla  il  nostro  ammirabile  sistema  metrico,  il  cui  primo  vantaggio  ri- 
posa eridenteroenle  sul  legame  e sui  rapporti  semplici  di  tutte  le  soe  parti. 

Il  metro  è dunque  l’unità  fondamentale:  come  abbiamo  già  detto,  è la  dieci- 
millionesima parte  del  quarto  del  meridiano  terrestre,  o,  più  rigorosamente,  è 
una  lunghezza  il  cui  rapporto  con  quella  del  pendolo  che  balte  i secondi  sotto 
il  ^5*  grado  di  latitudine  è 0,993977,  vale  a dire  che  prendendo  il  metro  per 
unità,  la  lunghezza  del  pendolo  è eguale  a 0°*, 993977  ; il  che  dà  un  mezzo  fa- 
cile per  ritrovare  questo  metro  in  ogni  tempo. 

Un  quadrato  il  cui  lato  è di  dieci  metri,  e che  contiene  per  conseguenza  una 
snperficie  di  cento  metri  quadrati  è l’ unità  delle  misure  agrarie.  A questa  unità 
ai  dà  il  nome  di  aro. 

Un  cubo  il  cui  lato  è la  decima  parte  del  metro  è,  sotto  il  nome  di  litro, 
1’  unità  delle  misure  di  capacità , ed  è la  millesima  parte  del  metro  cubo. 

Il  metro  cubo  applicato  alla  misurazione  del  legname  da  ardere  prede  il  nome 
di  stero. 

Il  peso  di  un  volume  di  acqua  pura,  al  maximum  di  densità,  contenuto  in  oa 
cubo  il  cui  lato  ha  per  lunghezza  la  centesima  parte  del  metro , è l’ unità  delle 
misure  di  peso , e ti  chiama  grammo. 

Finalmente,  per  le  monete,  l’unità  è il  franco , moneta  composta  di  note 
parti  d’argento  e di  una  di  rame,  e il  cui  peto  £ di  cinque  grammi. 

Prendendo  i nomi  di  queste  unità  come  radici  e facendoli  precedere  dalle  pa- 
role: miria  (diecimila),  chilo  o kilo  (mille),  etto  (cento),  deca  (dieci),  deci 
(decimo),  centi  (centesimo),  milli  (millesimo),  si  formano  successi  temente 
tutte  le  altre  misure  usuali  che  sono  multipli  e summultipli  decimali  delle  unità 
primitive:  ecco  il  prospetto  di  queste  misure. 

NOMI  SISTEMATICI.  RAPPORTI  COL  METRO. 

Misure  itinerarie  e di 
lunghezza. 

Miriamelro 

Chilometro.  ..... 

Ettometro  ...... 

Decametro 

Metro 

Decimetro 

Centimetro 

Millimetro 

Misure  agrarie. 

El,aro 10000  metri  quadrali. 

*^ro 100 

Cenliaro  . . j 


10000  metri, 
tooo 
100 
io 
t 

o,  r 

0,01 

0,001 


Misure  di  capacità 
pei  liquidi. 


Decalitro decimetri  cubi. 

Litro 

Decilitro o,  » 
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Misure  di  capacità 
per  le  materie  aride. 


Chilolitro 1000  decimetri  culli. 

Ettolitro too 

Decalitro <•> 

Litro 1 
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Misure  di  solidità. 


Stero 1 metro  cubo. 

Decisero ° , 1 


Pesi. 


Migliajo 1000  chilogrammi  o tonnellata. 

Quintale 

Kilogramrao Peso  di  un  decimetro  cubo  di 


acqua  pura  alla  temperatura 
di  4”  al  di  sopra  del  ghiac- 
cio che  si  fonde. 

Ettogrammo ìoo  grammi. 

Decagrammo io 

Grammo i 

Decigrammo o,  r 

Dopo  il  i8ia  è stato  permesso  I'  uso  di  certe  denominazioni  zotiche  troppo  po- 
polari per  sperare  di  vederle  abbandonate  sollecitamente , cosi  : 

a metri  fanno  uoa  lesa , il  cui  sesto  è il  piede  nuovo. 

G decimetri  formano  un'  auna. 

L’  ottavo  dell'  ettolitro  è uno  stajo. 

Un  mezzo  chilogrammo,  ossiano  5oo  grammi,  fanno  una  libbra, 
che  si  suddivide  in  once , grossi,  ec. 

Ma  non  bisogna  confondere  queste  misure  usate  in  tutte  le  contrattazioni  com- 
merciali colle  antiche  misure  portanti  gli  stetsi  nomi  ed  espressamente  proibite. 
1 rapporti  di  queste  antiche  misure  colle  misura  metriche  sono  i seguenti. 


metri 

i tesa  di  Parigi 1 , 1 

i piede,  o sesta  parte  della  tesa 0,32484 

1 pollice,  o dodicesima  parte  del  piede 0,02707 

■ linea,  o dodicesima  parte  del  pollice o,ooa5fi 

grammi 

1 libbra,  peso  di  marco 4fy)i5o5847 

t oncia,  o sedicesima  parte  della  libbra 3o, 5r> 

1 grosso,  0 ottava  parte  dell'oncia 3, 82 

1 grano,  o %»  del  grosso o,  53 
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Nell’  Annuario  dell’ Ufi  zio  delle  longitudini  si  trovano  delle  tavole  per  ridurre 
tulle  le  misure  antiche  nelle  nuove,  e reciprocamente.  Noi  ci  contenteremo  di  far 
qui  conoscere  i rapporti  del  metro  colle  misure  lineari  d<*i  popoli  antichi  e 


iu  udenti. 

Mise  ai  A imene. 

metri 

Persia Pnrasanga  di  ioooo  cubiti  reali  ....  5a5o 

Se  berta  di  20000  id.  ....  vo5oo 

Statino  di  4°o°°  id.  ....  21000 

Egitto  .....  Catena  gronde  o Plettro  di  100  piedi  . . 36 

Stadio  di  600  piedi 216 

Itomi Miglio 1^72,3 

Chiù» Tchang  o pertica 3,2 

Li  di  180  pertiche  5^6 

Poti  di  10  Li  ..........  . 5760 

Thsan  di  8 Pou  /j6o8o 


M isubk  Moderai. 


Amaterdam  . . . . 

. . Anna 

metri 

0,6903 

Berlino 

. . Anna  antica 

0,6677 

Auna  nuova 

o,6G6y 

Colonia 

. . . Auna 

0,  5702 

Costantinopoli  . . 

. . Misura  grande 

0,6691 

Misura  piccola 

0,6479 

Copenaghen . . . 

. . . Auna 

0,6277 

Drraila 

. . Auna 

0, 5665 

Ferrar»  

. . Braccio  per  la  seta 

o,6344 

Braccio  pel  cotone  e pel  filo  . . 

0,6736 

Firenie 

. . . Braccio 

0,594 a 

Fran efori  .... 

. . . Auna 

0,  5473 

Genova.  ..... 

. . . Palmo 

o,i483 

Giorni 

. . . Auna 

1,1437 

Amburgo 

. Auna  d’  Amburgo 

O, 5730 

Auna  del  Brabante 

0,6914 

Annoyer  . . . : . 

. . . Auna 

0, 58jo 

Lipsia 

. . . Auna 

0, 5653 

I.iibona 

. . . Vara  

>,0929 

Londra  ..... 

. . . Yard  imperiale 

«,9‘44 

Percb  0 pertica  (5,5  yard).  . • 

5, 0291 

Miglio  ( 1 760  yard  ) 

1609,3 149 

Il  Piede  inglese,  diviso  in  12  poi* 
lici,  è il  lerxo  àeW yard  e vale. 

0, 3o^8 

Lucca 

. . . Braccio 

0,595» 

Madrid  ...... 

. . . Para.  Auna  di  Cartiglia  . . . 

0,8^80 
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Milano Braccio 

Monaco Anna . . . 

Napoli Canna  . . . 

Palermo Canna 

Pietroburgo Archino . • 

Riga Auna 

Roma Canna 

Braccio 

Stockholm Auna 

Slaltgaril Auna 

Torino Baso 

Variarla Auna 

Weimar Auna.  . • • 

Venezia Braccio  per  la  lana 

Braccio  per  la  aeta 

Vienna Auna  di  Vienna 

Auna  dell’  Alta  Austria  . . . . 
Zurigo Auna 
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o,  5g4g 

0,8330 
2,  0961 
t,94»3 
o, 71 15 
o,  548a 
*i99ao 

o,  8 |8a 

o, 5937 
0,6143 
O. s9D4 
o,5846 
0,564» 
o,6834 
o,  6387 
°.779a 
o.7997 

o,  6001 


MOBILE.  (Mcc.).  Un  molile  è tutto  ciò  che  può  mettersi  in  molo.  Questo  è"il 
termine  generale  del  quale  ci  serviamo  nella  meccanica  per  indicare  i corpi  che 
si  concepiscono  sottoposti  all’  azione  delle  forze  motrici. 

MODULO  (Alg.).  Per  modulo  s'intende  il  rapporto  costante  che  passa  tra  il  lo- 
garitmo di  un  numero  preso  in  un  sistema  qualunque,  e il  logaritmo  naturale 
di  questo  medesimo  numero.  Vedi  Logabitxo. 

MOESTLIN  (Micbble),  celebre  matematico,  mori  nel  i65o  a Eidelberga,  dopo 
avervi  insegnate  per  lungo  tempo  le  matematiche.  Fu  il  primo  che  scopri  la  ra- 
gione della  luce  cenerina  della  luna,  che  è quel  debole  lume  che  si  vede  nella 
parte  della  luna  non  illuminala  dal  sole,  e che  è l’effetto  della  luce  solare  re- 
flessa su  quel  satellite  dalla  terra. 

M01VRE  ( Abbasso)  , geometra  distinto,  nato  nel  1667  a Vitri  in  Sciampagna, 
fu  inviato  da  suo  padre  all’accademia  di  Sedan  per  farvi  i suoi  sludj.  L'amore 
delle  matematiche  si  sviluppò  in  lui  di  buon’ora;  ma  non  potò  in  principio  col- 
tivarle che  in  segreto  per  riguardo  del  suo  precettore  che  considerava  come  male 
impiegato  tutto  il  tempo  che  sottraeva  alla  lingua  greca.  Passato  poi  a Saumur 
e quindi  a Parigi  a farvi  il  corso  di  filosofia , Moivre  aveva  di  continuo  iu  mano 
le  opere  dei  migliori  matematici,  delle  quali  la  penetrazione  sua  naturale  supe- 
rare gli  faceva  una  gran  parte  delle  difficoltà:  finalmente  suo  padre  cedendo  alle 
sue  istanze  gli  diede  Ozanam  per  maestro  della  scienza  verso  la  quale  con  tanta 
passione  sentivasi  trasportalo.  La  revoca  dell'  editto  di  Nantes  costrinse  Moivre 
ad  espatriare:  egli  passò  in  Inghilterra,  ore  visse  col  prodotto  delle  lezioni  di 
matematiche  che  prese  a darvi.  La  lettura  del  celebre  libro  dei  Principj  di 
Newton  gli  fece  vedere  sotto  un  aspetto  affatto  nuovo  la  scienza  di  cui  credeva 
di  essere  giunto  all’apice.  Questo  libro  divenne  per  lui  l’oggetto  di  nuovi  r 
profondi  sludj:  non  cessava  di  meditarlo,  e ne  portava  sempre  in  dosso  alcuni 
fogli,  che  rileggeva  ne’  suoi  momenti  di  ozio.  Cominciò  allora  a farsi  conoscere 
con  varie  memorie  so  diverse  parti  delle  matematiche,  che  Halle;  comunicava 
alla  Società  Reale  di  Londra  nella  quale  fu  ammesso  nel  1697.  Il  gran  Newton, 
di  cui  si  onorava  di  esser  discepolo,  voleva  che  lo  tenesse  in  conto  d’amico;  ed 
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una  discussione  non  poco  Tifa  che  ebbe  con  Cheync  terminò  di  eateodere  la  sua 
reputazione. 

Leibnitz,  che  are?a  arato  occasione  di  vedere  Moivre  in  Inghilterra , fece  inu- 
tili pratiche  per  ottenergli  una  cattedra  di  matematiche  in  qualche  università  della 
Germania;  nè  meglio  riuscirono  le  premure  de' suoi  amici  per  procurargliene 
una  nell'  accademia  di  Cambridge.  Moivre  fu  uno  dei  commissari  scelti  per  pro- 
nunziare sulla  disputa  insorta  ira  Leibnitz  e Newton  in  proposito  della  scoperta 
del  calcolo  differenziale.  Verso  quel  tempo  comunicò  alla  Società  Reale  un  tratta- 
fello  : De  mensura  sortii , che  accrebbe  1’  opinione  che  avevasi  del  suo  talento. 
Montmort  aveva  prima  di  lui  scritto  sul  calcolo  dei  giuochi  d'azzardo,  ma  aveva 
preso  una  strada  coti  diversa  che  non  poteva  accusarsi  Moivre  di  plagio.  Questi 
perfezionò  in  seguito  il  suo  lavoro,  e ne  fece  ingegnose  applicazioni  agli  usi  della 
vita.  Questo  dotto  giunse  ad  un’estrema  vecchiezza,  e mori  a Londra  il  37  No- 
vembre 1754  in  età  di  87  anni.  Pochi  mesi  avanti  che  morisse  era  stato  rice- 
valo membro  dell'  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi,  e da  lungo  tempo  faceva 
parte  di  quella  di  Berlino.  Oltre  numerose  memorie  nelle  Transazioni  filoso- 
fiche : ha  scritto  : I The  dottrine  of  chances  ( La  dottrina  degli  azzardi  ) , Londra , 
1716;  ivi,  1738;  ivi,  1756,  in-4-  È la  traduzione  inglese  del  suo  trattato  De 
mensura  sortii-.  P edix.  del  1756  è più  compiuta  delle  precedenti.  Lagrange  di- 
visava di  tradurla  in  francese;  tanto  basta  per  dire  quanto  sia  di  rilievo;  Il  Mi- 
scellanea analjtica  de  seriebus  et  quadraturis , Londra,  1730,  in-4-  Tale  ec- 
cellente opera,  divisa  in  otto  libri,  contiene  le  più  dotte  ricerche  di  analisi:  è 
la  raccolta  delle  scoperte  di  Moivre  e dei  melodi  che  aveva  adoperati  onde  riu- 
scirvi; HI  Annmties  on  lives  (Dei  vitalizj),  ivi,  1724,  1742, 1750,  in-8.  E stala 
tradotta  in  italiano  dal  p.  Fontana  ( Vedi  Giacomo  Postava  ).  Su  questo  ma- 
tematico si  consulti  per  maggiori  notizie  la  Biografia  universale. 

MOLIERES  (Giuseppa  Pbiyat  di),  fìsico  e matematico,  nato  a Tarascona  nel  1C77, 
e morto  a Parigi  nel  1742,  ha  pubblicato  parecchie  memorie  nella  Raccolta  del- 
1’ Accademia  delle  Scienze  di  Parigi,  di  cui  era  membro,  e nel  Giornale  di  Tré- 
voux.  È altresì  autore  delle  opere  seguenti:  1 Leeoni  de  mathe'matiques , 1726, 
in-12;  tradotte  furono  in  inglese  da  Husctden;  II  Leeoni  de  physique , Parigi, 
1733-39,  4 voi.  in-12;  tradotte  in  italiano,  Venezia,  1743,  3 voi.  in-8;  III  Élc- 
mens  de  geometrie , Parigi,  174*  , in-12. 

MOLTIPLICANDO.  Nome  che  si  dà  in  aritmetica  a uno  dei  doe  fattori  che  en- 
trano in  un  prodotto , questo  è quello  che  vien  considerato  come  dovendo  esser 
moltiplicato  per  un  altro  fattore. 

MOLTIPLICATORE.  Numero  pel  quale  si  moltiplica  un  altro  numero,  che  riceve 
il  nome  di  moltiplicando.  ( Vedi  Moltiplicaziose). 

MOLTIPLICAZIONE.  (Alg.)  Una  delle  sei  operazioni  elementari  fondamentali 
della  scienza  dei  numeri.  Essa  ha  per  oggetto  di  trovare  il  prodotto  di  due  fat- 
tori ( Vedi  Nozioni  piaLininAai  n.°  3). 

1.  Considerata  nella  sua  origine  e in  un  modo  pnramontc  aritmetico,  la  raoi- 
tiplieaziooe  è un  processo  di  calcolo,  con  P aiuto  del  quale  si  ottiene  la  somma 
di  più  numeri  uguali  in  un  modo  più  pronto  che  mediante  V addizione  di  que- 
sti numeri.  Esaminando  una  tale  addizione,  per  esempio: 

8-t-8-4-8-v-8-t-8  = 4°  1 

ai  vede  che  la  somma  4°  è formata  di  5 volte  il  numero  8,  vale  a dire  che  essa 
i interamente  determinata  dai  due  numeri  5 e 8.  Ugualmente,  l'addizione  suc- 
cessiva di  634,  nove  volle  con  se  stesso  dando  5706,  è evidente  che  quest’  ultimo 
numero  è ancora  interamente  determinalo  dai  due  numeri  G34  e 9.  Ora,  trovare 
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in  un  modo  diretto  il  numero  che  si  trovi  coi!  determinilo  dal  concorso  di  due 
altri  numeri,  sema  passare  per  un' addizione  successiva  ,£  propriamente  lo  scopo 
della  moltiplicazione.  Allora  , non  si  dice  più  che  8 aggiunto  cinque  volte  a se 
stesso  dà  4°  per  comma,  ovvero  che  C34  aggiunto  nove  volle  a se  stesso  dà  5joC 
per  somma,  ma  che  8 moltiplicato  per  5 dà  4°  P®r  prodotto  , e che  634  mol- 
tiplicato per  i)  dà  5jo6  per  prodotto.  Esaminiamo  dunque  come  il  processo  se- 
guito nell’  addizione  potrà  condurci  al  processo  che  bisogna  seguire  nella  mol- 
tiplicazione , quest’  ultimo  non  potendo  essere  che  una  generalizzazione  del  primo. 

A quest' effetto,  avendo  scritto,  come  segue,  nove  volle  634 

634 

634 

634 

634 

634 

634 

634 

634 

634 

Somma  =3  5706 

c procedendo  all  'addizione  , osserveremo  che,  la  colonna  delle  unità  non  essendo 
composta  che  di  una  stessa  cifra  4,  invece  di  dire  fa8,8e4  fanno  13, 

sa  e 4 fanno  16 , ec.  Si  potrebbe  dire  tutto  ad  un  tratto  nove  volte  4 fa  36,  e 
allora  scrivere  6 sotto  la  colonna  dell’ unità  e ritener  3 per  aggiungerlo  alla  somma 
della  colonna  delle  diecine.  Per  la  medesima  ragione , invece  di  effettuare  succes- 
sivamente l'addizione  delle  cifre  della  colonna  delle  diecine,  possiamo  dire  tutto 
ad  un  tratto  nove  volte  3 fa  37,  il  che,  col  3 ritenuto,  fa  3o;  così  ponendo 
zero  sotto  la  colonna  delle  diecine,  si  riterrà  di  nuovo  3 per  aggiungerlo  con  le 
centinaia,  la  cui  somma  può  ugualmente  ottenersi  immediatamente  dicendo  nove 
volte  6 fa  54  e 3 di  ritenuta,  67,  che  si  scrive  per  terminare  1' operazione.  Si 
poteva  dunque  dispensarsi  di  scrivere  nove  volte  il  numero  634  ; bastava  scriverlo 
una  sola  volta,  ponendo  9 al  di  sotto  per  indicare  la  natura  del  processo  che  ab- 
biamo seguito;  in  questo  modo,  ti  sarebbe  avuto  semplicemente, 

634 

9 

Prodotto  ea  5706 

3.  Questo  processo  che  inseguito  estenderemo  a qualunque  numero,  suppone 
che  ti  conosca  immediatamente  nove  volte  4 1 nove  volte  3 e nove  volle  6,  ovvero, 
generalmente,  i prodotti  dei  numeri  semplici  tra  loro,  VBle  a dire  i prodotti  dei 
uumcri  ■ , 3,  3 , 4 , h,  6,  7 , 8,  9.  Cosi  bisogna  cominciare  da  costruire  questi 
prodotti  semplici,  poiché  sopra  questa  sola  costruzione  riposa  la  possibilità  del 
processo  abbreviato  d’  addizione  che  costituisce  la  moltiplicazione. 

11  primo  metzo  che  si  presenta  allo  spirito  per  costruire  il  prodotto  di  due 
numeri  semplici  come  5 e 4 , è di  aggiungere  5 quattro  volte  a se  atesso  ; la 
somma  ao  di  quest'addizione 

54-5+5+5  est  30 , 

essendo  una  volta  fissata  nella  memoria  non  avremo  più  bisogno  di  ricominciare 
quest’operazione.  Laonde  non  si  tratterebbe  dunque  che  di  costruire,  una  volta 
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per  tutte,  tutti  i prodotti  due  a dui  delle  cifre  semplici  del  noitro  sistema  di 
numerazione , o di  qualunque  altro  sistema  del  qualo  si  solesse  servirli.  Ma 
esiste  uu  mezzo  piia  semplice  di  formare  questi  prodotti  gli  uni  per  mezzo  degli 
altri , procedendo  come  segue  : 

Avendo  scritto  le  nove  cifre  semplici  del  noitro  sistema  di  numerazione  so- 
pra una  medesima  colonna  orizzontale,  si  aggiungerà  successivamente  ciascuna  di 
queste  cifre  a se  stessa  e si  scriveranno  i resultameli  al  di  sotto,  sopra  una 
seconda  colonna,  il  che  dark 

z,  a,3,  5,  6,  7 , 8 , jj. 

a,  4,  6,  8,  io,  ia,  i$,  16,  18. 

Ciascun  numero  di  qneita  seconda  colonna  saia  i prodotto  della  cifra  corri- 
spondente nella  prima  per  a. 

Aggiungendo  successivamente  ciascana  cifra  della  prima  colonna  col  numero 
che  gli  corrisponde  nella  seconda,  si  formerà  una  feria  colonna  che  conterrà 
evidentemente  i prodotti  delle  cifre  della  prima  per  3 


« , 

=>,  3, 

4, 

5, 

6, 

7, 

», 

9- 

■v 

4.  6, 

8, 

IO, 

>3, 

■4- 

16, 

18. 

3, 

6,  9, 

13. 

i5, 

i8. 

»•% 

af  v 

a7- 

Aggiungendo  successivamente  di  onoro  ciascana  delle  cifre  della  prima  colonna 
col  numero  che  gli  corrisponde  nella  terza,  si  formerà  una  quarta  colonna  che 
conterrà  i prodotti  per  4 di  queste  cifre  semplici.  Continuando  sempre  nella 
stessa  maniera,  si  costruirà  definitivamente  la  seguente  tavola,  nella  quale  tutti 
i prodotti  due  a due  delle  cifre  semplici  si  trovano  riuniti. 
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36 

45 
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81 

Resulta  evidentemente  dalla  costruzione  di  questa  tavola,  attribuita  a I'ilago- 
ri,  che  per  trovare  il  prodotto  di  due  cifre  semplici  7 e 8 per  esempio,  bisogna 
cominciare  da  cercare  7 nella  prima  colonna  orizzontile  e scendere  verticalmente 
fino  all'  ottava  colonna  orizzontale;  il  numero  56  che  si  trova  al  di  sotto  di 
7 in  quest'ottava  colonna  è il  prodotto  di  7 per  8.  Si  sarebbe  ollenulo  lo  stesso 
resultainento  cominciando  dal  prendere  8 nella  prima  colonna  e scendendo  alla 
settima,  perchè  8 moltiplicato  per  o 7 moltiplicalo  per  8 sono  una  slessa  cosa. 
( Fedi  Alglih  % n.*  7). 

Z.  I prodotti  dei  numeri  semplici  essendo  cosi  conosciuti,  non  vi  è cosa  più 
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facile  cbe  quella  eli  fate  una  moltiplicazione.  Si  abbia  per  esempio  da  moltiplicare 
48654  per  5,  attemo,  servendoci  delle  iudicaxioni  (tabilile, 

48654  ....  moltiplicando 
5 . . . . moltiplicatore 

343270  ....  prodotto. 

Vale  a dire,  che  dopo  avere  scritto  5 lotto  48654 , si  dice:  5 volte  4 fanno 
20,  ii  pone  o e ti  ritiene  a;  5 volte  5 fanno  a5  e 2 di  ritenuta  fanno  27,  li 
pone  7 e li  ritiene  a;  5 volte  6 fanno  3o  e a di  ritenuta  fanno  3a,  ti  pone  a 
e li  ritiene  3 ; 5 volte  8 fanno  40  e 3 di  ritenuta  fanno  43 , »i  pone  3 e li  ri- 
tiene 4;  finalmente,  5 volte  4 fanno  ao  e 4 di  ritenuta  fanno  24,  ti  pone  34. 
Donde  reiulta  che  5 volte  48654  * eguale  a 243270. 

4.  Per  moltiplicare  un  numero  qualunque  per  io,  basta  scrivere  uno  cero  alla  4 
sua  destra,  ed  è così  cbe  48X1°  diventa  480.  La  ragione  di  questa  regola  è evi- 
dente, poiché  ciascuna  delle  cifre  che  compongono  il  numero  proposto  essendo 
tratta  indietro  di  un  posto  verso  la  sinistra,  acquista  un  valore  relativo  dieci 
volte  maggiore  di  quello  che  essa  aveva , e per  conseguenza  il  numero  esso  stesso 
diventa  dieci  volte  pih  grande  ovvero  si  trova  moltiplicato  per  io.  Per  la  mede- 
sima ragione,  per  moltiplicare  per  100,  o per  tooo,  o per  10000,  ec.,  si  scrive 
alla  destra  del  moltiplicando,  due,  o tre , o quattro , o ec.,  ieri.  Duoque 

48X 100  e=  4800  ; 48X  tooo  ss  48000  , ec. 

5.  Se  si  avesse  da  moltiplicare  54  per  3o,  si  moltiplicherebbe  semplicemente 
54  per  3 e si  metterebbe  uno  lero  davanti  il  prodotto  162,  che  diventerebbe 
così  1620,  poiché  è evidente  che  operando  in  questo  modo,  il  numero  54  si 
trova  moltiplicato  per  3o,  poiché  1620  è 10  volte  i6a,  che  è tre  volte  54  , ov- 
vero 10  volte  3 volte  54 , vale  a dire  3o  volte  54. 

Si  avrebbe  ugualmente 

54X3oo=i62oo,  54X3ooo  sa  162000 , ec. , 
e così  di  seguilo.  In  generale , per  moltiplicare  per  una  cifra  semplice  prece- 
duta da  un  numero  qualunque  di  aeri,  si  comincia  dafar e l' operazione  come 
se  la  cifra  non  esprimesse  che  unità  ; e quindi  si  scrivono  alla  destra  del 
prodotto  tanti  zeri  quanti  ve  ne  sono  avanti  questa  cifra- 
to. Quando  il  moltiplicatore  conlieue  più  cifre  significative,  l' operaiione  è 
più  complicala  , ma  il  processo  si  deduce  ancora  facilmente  da  quello  dell'  addi- 
zione. 

Per  moltiplicare,  per  esempio,  5634  per  4a3,  bisogna  osservare  che  quell'ope- 
razione equivale  ad  aggiungere  5634,  volte  4a5  a se  stesso;  ora,  prendere  4a5 
volte  5634 1 * la  stessa  cosa  come  : se  si  prendesse  separatamente  4uo  volte  , 20 
volle  e 5 volte,  e che  quindi  si  aggiunge>se  le  tre  somme  parziali  per  ottenere 
la  somma  totale  ovvero  4*3  volte  5634.  Moltiplicare  per  4*5  equivale  dunque  a 
moltiplicare  successivamente  per  5,  per  ao  e per  4°°>  e si  opererà  perciò  nella 
seguente  maniera  : „ 

5634 

28170 
: 1 2680 

22536oii 

231)4450. 

lhc.  di  ilat.  fot.  VI.  io 
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Dopo  avere  scrino  4^5  solfo  5(134,  **  comincerà  da  moltiplicare  per  5 e si 
scriverli  il  prodotto  formandolo  come  sopra  ( n.°  3).  Si  moltiplicherà  quindi  per 
la  cifra  a delle  diecine,  ma  siccome,  da  quello  che  precede,  bisogna  scrivere 
zero  avanti  questo  prodotto,  si  cominccrk  da  scrivere  zero  alla  colonna  dell' unità , 
e alla  sinistra  di  questo  zero  si  metterà  il  prodotto  di  5634  per  2,  il  che  reti* 
dcrà  questo  prodotto  non  quello  di  2,  ma  bensì  quello  di  20.  Finalmente,  si 
moltiplicherà  5634  per  la  cifra  4 delle  centinaia  , scrivendo  precedentemente  due 
zeri  alla  destra.  Si  avià  dunque 

5634  X 5 = 281-0 

563  4 X 20  = 11 2680 
5G34x4°°  = 2253Goo  ' 

c la  somma  di  questi  tre  prodotti  dark 

5G34X425  = 23q^5o. 

7.  Senza  arrestarci  di  più  sopra  esempli  particolari , possiamo  concludere  che 
la  regola  generale  della  moltiplicazione  è: 

i.°  Scrivere  il  moltiplicatore  sotto  il  moltiplicando . 

2.0  Moltiplicare  successivamente  tutte  le  cifre  del  moltiplicando  per  ciascuna 
cifra  del  moltiplicatore , il  che  dà  tanti  prodotti  parziali  quante  cifre  ha  il 
moltiplicatore . 

3.°  Far  precedere  da  uno  zero  il  prodotto  parziale  della  cifra  delle  diecine 
del  moltiplicatore , da  due  zeri  il  prodotto  parziale  della  cifra  delle  centi - 
naia  ; da  tre  zeri , quello  della  cifra  delle  migliaia  ec. , cc. 

4-°  Scrivere  tutti  questi  prodotti  parziali  gli  uni  al  di  sotto  degli  altri , 
in  modo  che  le  cifre  della  medesima  specie  si  corrispondano , vale  a dire, 
che  le  unità  siano  sotto  le  unità , le  diecine  sotto  le  diecine , ec. 

5.°  Addizionare  tutti  i prodotti  parziali,  ha  somma  sarà  il  prodotto  do- 
mandato. 

8.  Possiamo  indifferentemente  prendere  per  moltiplicando  uno  qualunque  dei 
due  numeri  proposti  poiché  in  generale 

A;<  B = BX  A ; 

il  che  somministra  un  mezzo  di  verificare  i calcoli  o di  fare  la  prova  della  mol- 
tiplicazione. Basta  infatti,  per  questa  prova,  di  ricomiociarc  P operazione  pren- 
dendo per  nuovo  moltiplicatore  il  uumero  clic  in  principio  si  era  preso  per 
moltiplicando;  siamo  assicurali  dell*  esattezza  dei  calcoli  se  i reiullamenli  som* 
identici.  Abbiamo  dato  alla  parola  Aritmetica , un'altra  prova  ricavala  dalle 
pioprictà  del  numero  9,  della  quale  troveremo  la  deduzione  alla  parola  Nove. 

9.  Fintanto  che  il  moltiplicando  e il  moltiplicatore  sono  numeri  astratti,  il  pro- 
dotto è esso  stesso  un  numero  astratto,  ed  è perfettamente  indifferente  il  consi- 
derarlo come  il  resultamcnto  della  moltiplicazione  del  moltiplicando  pel  molti- 
plicatore, o come  quello  della  moltiplicazione  del  moltiplicatore  pel  moltipli- 
cando, inverlendo  l’ordine  di  questi  fattori;  ma  non  segue  lo  stesso  quando  il 
moltiplicando  è un  numero  concreto,  ovvero  che  esso  indica  una  specie  di  oggetti 
determinati,  poiché  in  questo  caso  il  prodotto  dev' esser  sempre  di  questa  me- 
desima specie;  per  esempio,  3 metri  moltiplicati  per  4»  0 4 ™lte  3 metri  fan- 
no 12  metri \ 8 chilogrammi  moltiplicati  per  5,  fanno  ijo  chilogrammi,  cc.  y cc. 
Possiamo  bensì  sempre  dire  indifferentemente  3 volte  4 1 0 4 '°'l«  3»  8 volto 
5,  o » volte  8;  i prodotti  sono  sempre  » medesimi;  ma,  siccome  questi  pro- 
dotti debbono  essere  della  stessa  natura  che  i moltiplicandi  , divieti  necessario 
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'li  non  perdere  di  vista  quali  sono  i veri  moltiplicandi , e il  miglior  mezzo  è 
quello  di  non  invertire  I’  ordine  dei  fattori. 

so.  Se  i fattori  souo  tulli  due  numeri  concreti,  la  natura  sola  della  questio- 
ne può  far  conoscere  di  quale  specie  dev’essere  il  prodotto.  Sia,  per  esempio, 
proposto  di  moltiplicare  3 metri  per  4 franchi.  Questo  problema  enunciato  in 
questo  modo  non  presenta  alcun  senso  , poiché  non  c1  indica  per  nulla  a quale 
specie  di  unità  deve  riferirsi  il  prodotto  12,  di  3 per  4*  Ma  se  si  domanda 
quanto  costeranno  3 metri  a ragione  di  4 franchi  il  metro,  si  vede  che  il  pio- 
dotto  domandato  dev1  essere  un  numero  di  franchi  , ovvero  che  4 franchi  è il 
moltiplicando,  vale  a dire  il  numero  che  dev’ esser  preso  3 volte;  poiché  3 me- 
tri non  fauno  in  questo  caso  che  indicarci  il  moltiplicatore  astratto  3.  In  que- 
sto caso,  il  prodotto  12  esprime  12  franchi. 

Al  contrario,  se  si  domandasse  quanti  metri  si  debbono  avere  per  \ franchi, 
3 metri  costando  1 franco,  il  senso  della  questione  esige  che  il  moltiplicando  3 
inetri  sia  preso  tante  volte  quante  unità  vi  sono  in  4 franchi,  vale  a dire  4 
volte;  4 franchi  non  fanno  dunque  in  questo  caso  che  indicarci  il  moltiplica- 
tore astratto  4 1 o in  questo  caso  il  prodotto  12  esprime  metri. 

Si  vede  quauto  è importaute  non  confondere  nell’  applicazioni  il  moltiplican- 
do col  moltiplicatore. 

11.  Moltiplicaziohb  dkllb  FRAZIONI.  Per  moltiplicare  una  frazione  per  un'al- 
tra, bisogna  formare  separatamente  il  prodotto  dei  numeratori  di  queste  due  fra- 
zioni e il  prodotto  dei  loro  denominatori;  il  primo  prodotto  sarà  il  numera- 
tore della  frazione  del  resu! lamento,  e il  secondo  il  suo  denomiualore. 

Per  esempio: 

£ 5 _ 3X5  _ i5 

4 6 4xc  24  * 

Le  ragioni  di  questa  regola  sono  esposte  all’articolo  Algebra  n.°  17. 

12.  Quando  si  tratta  di  frazioni  decimali,  P operazione  si  rende  più  semplice 
perchè  i denominatori  sono  sottinlesi,  poiché  in  luogo  di  scrivere 

3 x 4 _ 3X4  = ia 

IO  IOO  jlOX  IOO  1000’ 

si  ha  semplicemente 

o,  3 X o,  o4  = o,  012  ; 

il  che  equivale  a moltiplicare  i numeri  decimali  3 e 4 come  se  essi  fossero  nu- 
meri interi,  e quindi  dare  al  prodotto  il  posto  che  esso  deve  avere;  in  questo 
caso  il  prodotto  deve  esprimere  dei  millesimi . 

La  regola  generale  per  moltiplicare  due  numeri  qualunque  composti  d’  interi 
c di  decimali  o solamente  di  decimali  , consiste  nell’ eseguire  la  moltiplicazione 
come  se  si  dovesse  fare  con  numeri  interi,  senza  fare  alcuna  attenzione  alla  vir- 
gola che  regola  il  posto  delle  cifre  decimali.  Quando  la  moltiplicazione  è com- 
pita si  separano  dal  prodotto,  sulla  destra,  tanti  decimali  quanti  ve  ne  sono  nei 
due  fattori  presi  insieme.  Se  si  ha,  per  esempio,  5G,34  da  moltiplicare  per 
0,425,  si  sopprimono  le  virgole  e si  moltiplica  5634  per  4*5  , come  al  numero 
6,  il  che  dà  per  prodotto  a3<)445o.  Ma  sopprimendo  la  virgola  nei  due  fattori  si 
è reso  il  primo  cento  volle  più  grande,  e il  secondo  mille  volte  più  grande; 
per  ridurre  dunque,  al  suo  giusto  valore,  il  prodotto  che  ne  resulta  e che  si 
trova  necessariamente  centomila  volle  troppo  grande,  bisogna  renderlo  cento 
mila  volte  più  piccolo,  il  che  si  eseguisce  ponendo  nna  virgola  in  modo  che  cjsa 
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separi  cinque  cifre  decimali:  cioè  quante  re  ne  erano  nei  Jue  fattori  riuniti.  Il 
aero  prodotto  è dunque  23,  y \ \ 5 o . 

Seguendo  questa  regola,  succederà  spesso  che  il  prodotto  arra  meno  cifre  signifi- 
cative, del  numero  dei  decimali  che  si  avranno  da  separare.  In  questo  caso , ci 
suppliremo  scrivendo  alla  sinistra  del  prodotto,  abbastanza  zeri  perchè  dopo  aver 
sottratto  il  numero  dei  decimali  prescritto  dalla  regola,  rimanga  ancora  uno  zero 
per  indicare  il  posto  dell’unità.  Cosi,  nel  caso  in  cui  i numeri  proposti  fossero 
o,5C34  e 0,0425,  dopo  avere  ottenuto  il  prodotto  a3y44!>o  1 considerandoli  co- 
me nomeri  interi , bisogna  separare  otto  decimali  conformemente  alla  regola.  Sic- 
come non  ei  sono  che  sette  cifre , si  aggiungeranno  due  zeri  alla  sinistra  del 
prodotto  e si  otterrà,  o,oa3g445o  pel  vero  prodotto  delle  due  frazioni  proposte. 

■ 3.  Moltiplica? ione  complessi.  Si  dà  questo  nome  alla  moltiplicazione  che  si 
tratta  di  effettuare  sopra  numeri  composti  d’interi  e di  frazioni  ordinarie.  Si 
presentano  due  casi:  1°  uno  solo  dei  fattori  è complesso;  a*  i due  fattori  tono 
complessi.  Esaminiamoli  successivamente. 

■ °.  Si  abbia  da  moltiplicare  22°'  3 2'  42",  per  36.  3a  minuli  e 4a  secondi  so- 
no frazioni  dell’  unità  che  in  questo  caso  è I’  ora. 

Passiamo  moltiplicare  separatamente  22, 3a  e 42  per  36,  il  che  darà  tre  pro- 
dotti parziali,  di  cui  il  primo  esprimerà  ore  , il  secondo  minuti  e il  terzo  se- 
condi. Avremo  in  questo  modo 

22°*  X 36  =>  792’", 

32r  X 36  = 11 52' 

4a"  X 36  = 1620" , 

ma  siccome  1’  unita  alla  quale  si  riporla  il  prodotto  è I’  ora , bisogna  ridurre 
in  ore  i n5a  minuti  e 1620  secondi.  Cominciando  dal  ridurre  1620"  in  mi- 
nuti, il  che  ti  eseguisce  dividendo  per  Co,  abbiamo  1620"  5=27',  cosi  il  nu- 
mero dei  minuti  diventa  n5a'  -a- 27'  ss  1179'.  Riducendo,  ora,  1179'  in  ore,  il 
che  ti  fa  ancora  dividendo  per  Co,  si  trova  i^g'essig0'  39'.  Cosi  aggiungendo 
190'  * 792°',  abbiamo  defini  li  vameute  81 1°'  39'  pel  prodotto  di  22°'  3a«  45” , 
per  36. 

Si  eseguisce  ancora  la  medesima  operazione  prendendo  ciò  che  si  chiama  le 
parti  aliquote  del  prodotto  dell’  unità  ; il  che  in  certi  casi,  c molto  più  spedi- 
tivo del  formare  i diversi  prodotti  parziali  e quindi  ridurli.  Non  postiamo  indi- 
care questo  processo  che  con  un  solo  esempio.  Proponiamoci  di  moltiplicare 
■ 4 libbre  (francesi)  i5  once  5 grossi,  per  26. 


lib.  «me.  Pro*. 

14  i5  5 
26 


84 

38 


Per  8 once i3 

Id  4 6 8 

ld  2 3 4 

ld  1 ■ io 

Per  4 grossi — i3 

ld.  1 _ 3 


Prodotto  Libbre  38y  6 


a 


a 
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Dopo  aver  disposta  I'  operazione  come  precede,  ai  com ideerà  dal  formare  il 
prodotto  di  14  per  26;  poi  per  moltiplicare  per  i5  ooce  si  osserverà  che  i5  once 

,5  ,5 

sono  — di  una  libbra,  tale  a dire  che  Insogna  moltiplicare  26  per  — . Ma  i5 
10  io 

15 

si  decompone  in  8-4-4+24-1;  cosi  intece  di  moltiplicare  per  — , possiamo  co- 
minciare dal  moltiplicare  per  quindi  per  4: , 4-  e ~ ; ora  — sono  la  metà 

io  16  16  16  ib 

g 

di  una  libbra,  cosi  il  prodotto  di  — dev'essere  la  metà  di  quello  di  una  libbra 

quest'  ultimo  essendo  semplicemente  2(1  se  ne  prenderà  la  metà  che  è |3,  e si 
scriverà  i3,  facendolo  corrispondere  con  le  cifre  della  medesima  specie  del  pro- 
dotto di  26  per  14. 

/ / g 

Per  moltiplicare  ora  per  4-,  poiché  —,  è la  metà  di  —,  si  prenderà  la  metà  del- 
16  ib  io 

l'ultimo  prodotto  i3,  il  che  darà  6 libbre  8 once,  che  si  scriverà  come  si  è 
a 4 

fatto.  — , essendo  ancora  la  metà  di  —,  si  prenderà  di  nuovo  la  metà  dell’ultimo 
16  ib 

prodotto,  6 libbre  e 8 once  , il  che  darà  3 lib.  e 4 once.  Finalmente  per  moltiplicare 
per  1'  ultima  frazione  della  libbra  si  prenderà  ancora  la  metà  del  prodotto  di 
a 

— , ovvero,  la  metà  di  3 libbre  e A once,  che  è i libbra  e io  once.  Si  avranno  in 

10 

i5 

questo  modo  quattro  prodotti  parziali  la  cui  somma  formerà  il  prodotto  di  —, 

ovvero  di  i5  once.  Passando  alla  frazione  5 grossi,  si  osserverà  che  5 grossi 

sono  ~ di  un'oncia,  il  che  può  decomporsi  in  4-  + ^-;  ma  il  prodotto  di  26 
o 00 

per  di  un'oncia  dev'essere  la  metà  di  quello  di  26  per  un'  oncia,  che  ab- 
o 

biamo  trovato  essere  1 libbra  e 10  once,  si  prenderà  dunque  la  metà  di  1 libbra 
e io  once,  e si  scriverà,  per  4 grossi o libbre  i3  once.  Per  terminare 

11  operazione  bisogna  ancora  moltiplicare  per  ~ d1  oncia  ; ma  ~ è il  quarto  di 

o o 


1 

-j-  il  cu»  prodotto  è di  o libbre  e i3  once,  si  prenderà  dunque  il  quarto  di  que- 

st' ultimo  prodotto  che  è 3 once  e 3 grossi,  quindi  addizionando  tutti  i prodotti 
parziali  si  troverà  389  libbre  6 once  e 2 grossi,  che  è il  prodotto  domandato. 

2.0  Se  il  moltiplicando  e il  moltiplicatore  sono  tutti  dne  complessi,  possiamo 
ancora  eseguire  la  moltiplicazione  col  metodo  delle  parti  aiiif  uote  ; ma  è gene. 
Talmente  più  semplice  ridurre  questi  due  fattori  in  dne  numeri  frazionari 

2 5 x 3 

semplici.  Sia  per  esempio  3+  ~ •+-  — da  moltiplicare  per  4 •+- “ -t* 
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cenilo  quelle  due  quantità  ciascuna  in  una  sola  frazione,  ai  troverà  (Vedi  Ann i* 
ziotri  ) ; 

_ _a_  _5_  54  «a  i5_8i 

"**  3 6 ==r8"+'78*+’  18  r8’ 

. I 3 3a  4 6 4a 

’ a 4 8 8 8 8’ 


8(  £2 

c l'operazione  sarà  riportala  a moltiplicare  — per  — , il  che  pel  n.°  11  dà 


81J2  34o2  _ no  ^5 

78xb=^33^iw=  a3‘4“» 


Per  abbreviare  i calcoli  bisogna  sempre,  nelle  ridazioni,  ottenere  il  più  piccolo 
coraun  denominatore. 

Proponiamoci  ancora  di  moltiplicare  a giorni  i80r  i5r  22"  per  3°  i5r  16".  Si 
ridurrà  il  moltiplicando  in  secondi  di  tempo,  e il  moltiplicatore  in  secondi  di 
grado,  e siccome,  da  una  parte,  un  giorno  vale  86400";  un’ora  36oo"  ; e un 
miuuto,  60",  sì  troverà 

2X86400"  = 172800" 
t8x36oo"  = 64800 
i5X6o"  = 900 


gior.  a i80'  i5'  23"  =j  a385aa" 

da  nn’ altra  parte;  siccome  un  grado  vale  36oo"  e un  minuto  60",  si  avrà 

3X36oo"  = 10800" 
iSX^'  «sa  900 
16 

3°.  i5".  16"=  11716" 


coll  l’operazione  sarà  riportata  a moltiplicare  a3852a"  per  11716".  Una  volta 
trovato  il  prodotto,  questo  prodotto  dovendo  essere  di  secondi  di  tempo,  si  ri- 
durrà in  minuti , ore  e giorni , dividendolo  successivamente  per  60. 

14.  MoLTrvLicazioirn  Ai.gbbeica.  Il  prodotto  di  a per  b si  esprime,  come  l’ab- 
biamo  di  già  detto  per 

aXb,  ovvero  per  a . A,  o finalmente  per  ab. 

Quello  di  a per  A-t-c,  si  esprime  eoo  ni-t-ac,  poiché  a dovendo  essere  aggiunto 
A-f-c  volte  a se  stesso,  cominciando  dal  prenderlo  b volte  e quindi  c volle,  s< 
hanno  due  prodotti  parziali  ab,  ac  la  cui  somma  ab-hac  è a presa  A-t-e  volle. 
Cosà 

oX(i-K)  — oi+ic. 

11  prodotto  di  due  binomi  a-t-A  , e-t-rf  è ac+ad-\-bc-i-bd , vale  a dire,  la  somma 
dei  prodotti  due  a due,  dei  termini  che  gli  compongono. 

Infatti;  facendo  tH-isffl,  si  ha 

m(e-+-d)  = mc~+.md 


Digitized  by  Google 


539 


MOL 

e,  rimettendo  a-\-b  io  luogo  di  m , 

= (a-\rb)c~ì-(a+b)d 

= ac-hbc-Htd+bd. 

Il  prodotto  di  due  trinomi  d-tmc-+J'  sarà  similmente  uguale  a 

n rf-+-ae -+-q/*-+-£c/-*-£  e+bf-h  ct/-f-ce-f*c/\ 

vale  a dire,  alla  somma  dei  prodotti  di  due  a due  dei  termini  che  compongono 
questi  trinomi.  Si  dimostrerebbe  come  sopra. 

lu  generale  il  prodotto  di  due  polinomi  qualunque  è uguale  alla  somma  dei 
prodotti  di  due  a due  di  tutti  i termini  che  gli  compongono. 

i5.  Per  moltiplicare  due  quantità  algebriche  V una  per  V altra  si  dispongono 
in  modo  che  i loro  termini  siano  il  più  possibile  nell’ordine  alfabetico,  e ebe 
essi  sieoo  ordinati  per  potenze  decrescenti  ( da  sinistra  a destra } di  una  stessa 
lettera,  quando  una  stessa  lettera  si  trova  in  più  termini  elevata  a potenze  dif- 
ferenti. Si  moltiplica  inseguito  tutti  i termini  del  moltiplicando  per  ciascun  ter- 
mine del  moltiplicatore  , seguendo  per  i segni  dei  prodotti  parziali  le  regole 
date.  ( Vedi  Algebra  n.°  9).  L’addizione  di  tutti  questi  prodotti  dà  il  prodotto 
generale  domandato. 

Esksipio  i.°  Si  domanda  il  prodotto  di  a-hb  per  a — 5,  vale  a dire,  il  prodotto 
della  somma  di  due  quantità  qualunque  per  la  loro  differenza.  S»  avrà 

a-\-b 
a — b 


a%-*-ab 
— ab  — bx 


Prodotto  . . . d1 — bx 

I due  prodotti  parziali  -+-a£,  — ab  distruggendosi,  il  resultaraento  a1 — b*  c’in- 
segna che  la  somma  di  due  numeri  moltiplicata  per  la  loro  differenza  dà  la 
differenza  dei  quadrati  di  questi  numeri , il  che  è una  proprietà  generale  ov- 
vero una  legge  dei  numeri. 

Esempio  2.0  Moltiplicare  a*b — 2aa£a-f-3£3  per  a2 — 3 ab~+-b*.  Mediante  lu  regola 
stabilita  bisogna  formare  i prodotti  parziali , 

a3£X«a  « — 2 fl*AaXaa,  3 

o*óX — 3 ab  ^ — 2 a%bxX — 3 ab,  3 £5X — 3a£ 

a3$X**,  — 2aa^aX^a,  ZPX**- 

Ora,  riducendo  tutti  questi  monomi  alla  loro  più  semplice  espressione  , si  ha 

a*bX<*%  =abbt  —2  uxbxXa%  =—2  a*b\  3 A3X<*a  t=;3oa43 

aT,bX — 3a5  = — 3a4Aa , —2  a*b%X — 3a£  = -*-Ga3A3 , 343X— 3a£  = — Qui4 
a'bXb*  =fl3£3,  —2  a'b'Xb*  =—2 aH\  ZV'Xb*  = 36* 

e,  siccome  possiamo  eseguire  immediatamente  queste  riduzioni,  V operazione  si 
scrive 
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a3A— -a«*A*-t-  3 A* 
o*-3a  A -t*A3 

o‘A — aa*Aa-t-3a1A' 

— Sa'A^-HsaW- — go  A1 

■+■  a3A3 — aa1A4-+~3Ai 

Prodotto  o‘A — 3uiA1-4-7a’Z':'-f-3aaA3  — aa4A4 — gaA4-+-3A3. 

Per  ordinare  questo  pro<lotto  secondo  le  potenze  di  a,  gli  si  dà  la  forma 

alb — Sa'A^-t-jaV-t-^IA3— aA4)a3— gaA4-t-3A*. 

16.  Termineremo  quest'articolo  esaminando  la  composizione  del  prodotto  di 
più  binomi  i cui  primi  termini  sono  gli  stessi,  come  x-t-a,  x-t-A,  x-4-c,  ec.  : 
composizione  della  quale  abbiamo  fatto  uso  altrove.  (Pedi  Equazione  e Fatto- 

II  IELLA . ) 

Se  indichiamo  con  A la  somma  dei  secondi  termini  a.  A,  c,  d,  ec. , che  sup- 
poniamo nel  numero  di  m;  con  B,  la  somma  dei  prodotti  di  due  a due  di  que- 
sti secondi  termini;  con  C,  la  somma  dei  loro  prodotti  di  tre  a tre , ee 

E,  finalmente,  con  M,  il  prodotto  di  tatti  questi  secondi  termini,  avremo 

(x-+-a)(x-t-A)(x-t-c) (x-t-/n)=a 

xm-4-Ax’"-|-+-Bx’”~:l-+-Cx'~":,-t-  er.  . . . -4-M (i). 

A questa  forma  generate  ci  siamo  condotti,  per  analogia,  formando  i projolli 
successivi  : 

(x-t-o)(x-4-A)  = x1H-('M-A)x-t-oA , 
(x-4*a)(x-4"A)(x-t-c)=ax3-t-{a-t-A-l-e)x1-4-(aA-*aac-+-Ac)x-t-uA«, 


Cosi  si  tratta  di  dimostrare  che  questa  composizione  ha  generalmente  luogo. 
A quest’ effetto,  ammettiamo  che  l'eguaglianza  (1)  sia  rigorosamente  verificata 
nel  caso  di  m fattori,  e moltiplichiamo  i suoi  due  membri  per  un  nuovo  bino 
mio  x-t-n,  otterremo 

(x-fm)(x-t-A)(x-t-c) (x-t-m)(x-4-n)=a 

i"+,4-Ax”+Bz,,,-'4-Cx”,-1+  ec -t-Mx 

M-ax’"4-nAi'"",+nBx”"J  -+-  ec +nMe= 

x'n+,H-(A-t-/!)x’"-*-(B-4-nA)xm-,>4-(C-t-nB)x’"-:4-+i  ec m-«M 

Ora  , esaminando  quest’  ultimo  prodotto  , si  riconosce  facilmente  che  A-t-n  è 
la  somma  di  m-4-i  secondi  termini  dei  binomi;  che  B-t-isA  è la  somma  dei  pro- 
dotti di  ilue  a due  di  questi  m-t-i  secondi  termini  ; che  C-hiB  è la  somma  dei 
loro  prodotti  di  Ire  a tre  e cosi  di  seguito;  e che  finalmente  nM  è il  prodotto 
di  tutti  questi  secondi  termini.  Cosi  il  prodotto  di  rn-t-i  biuomi  segue  la  stessa 
legge  di  quella  di  rn  binomi,  e basta  che  questa  legge  sia  vera  per  due  binomi 
perchè  essa  lo  sia  generalmente,  dunque,  ec. 

Moltiplicazione  per  Eoo»* imi.  ( Pedi  Logaritmo. ) 

MOMENTO.  (Afre.)  Nella  statica,  si  chiama  generalmente,  momento  di  una  forti 
il  prodotto  di  questa  forza  per  una  retta. 
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Vi  tono  differenti  tpecie  di  momenti,  secondo  li  naturi  della  retta  che  terre 
di  fattore.  Coti,  quando  il  momento  di  una  forza  è riferito  ad  un  piano  o ad 
una  retta,  qoetlo  fattore  i la  perpendicolare,  abbattala  dal  ponto  d'applicazione 
■Iella  forza,  tal  piano  o sulla  retta;  quando  il  momento  è riferito  ad  un  punto, 
e allora  ti  chiama  centro  dei  momenti,  questo  fattore  è la  perpendicolare  abbas- 
sata dal  centro  dei  momenti  sopra  la  direzione  della  forza. 

§ I.  Dei  momenti  rapporto  ud  un  punto.  Come  abbiamo  detto  sopra  , il  mo- 
mento di  nna  forza  rapporto  ad  un  punto  i il  prodotto  di  questa  forza  per  la 
perpendicolare  abbattala  da  questo  punto  sopra  la  tua  direzione.  Sia,  per  esem- 
pio, una  forza  P rappresentala  dalla  parte  AP  della  sua  direzione  ( Tav.  CXCVIH, 
Jig.  l).  Se  da  un  punto  qualunque  O si  abbassa  sopra  AP  o sul  suo  prolunga- 
mento una  perpendicolare  OB=p,  il  prodotto  ^PXOB  osterò  Pp  sarà  il  mo- 
mento della  forza  P rapporto  al  punto  O.  Il  punto  donde  si  abbassa  la  perpen- 
dicolare si  chiama  centro  dei  momenti. 

i.  Questi  momenti  godono  di  una  proprietà  degna  di  osservazione  che  fa  l’og- 
getto della  seguente  proposizione. 

Il  momento  della  resultante  di  due  forte,  dirette  in  un  medesimo  piano, 
preso  rapporto  ad  un  punto  qualunque  del  loro  piano,  i uguale  alla  somma 
ovvero  alla  differenta  dei  momenti  delle  componenti , preso  rapporto  al  me- 
desimo punto : alla  somma,  quando  il  centro  dei  momenti  i al  di  fuori  del- 
l angolo  delle  componenti  e del  suo  opposto  al  vertice  ; alla  differenta , quando 
questo  punto  i compreso  nell'  angolo  delle  componenti,  o nel  suo  opposto  al 
vertice. 

Siano  dunque  P e P'  due  forze,  AP  ed  AP'  {Tav.  CXCVIH,  a),  le  loro 
direzioni;  R la  loro  resultante,  AR  la  sua  direzione.  Cominciamo  dal  prendere 
il  centro  dei  momenti  in  O fuori  dell’angolo  PAP',  e abbassiamo  le  perpendi- 
colari Ops=p,  Ormar,  Op'aap*,  avremo 

Reca  Pp-t-P'p'. 

Infatti,  conduciamo  una  retta  OA  che  unisca  il  centro  dei  momenti  e il  punto 
d’  applicazione  delle  forze,  e si  chiami 

a , la  retta  OA, 
x , I’  angolo  RAO , 
a'  , 1’  angolo  PAO , 
x"  , I*  angolo  P'AO  ; 

i triangoli  rettangoli  ApO , ArO,  Ap'O  ci  daranno 

p = a cosa',  r=a  cosa,  p'asacotz" (e). 

Premesso  ciò,  decomponiamo  le  tre  forze  P,  P' , R,  seguendo  due  assi  rettan- 
golari AX,  AT,  facendo,  per  maggior  semplicità,  coincidere  1’ sue  AX  con  la 
retta  OA;  le  componenti  che  seguono  1’  atte  AX  ci  daranno  P equazione  ( Vedi 
Resultaste  )■ 

R cot  x =a  P coi  i'-t-P'  cos 

Moli  plicando  tulli  i termini  per  a,  e sostituendo  in  luogo  di  a eoa*,  acosa', 
ocosa",  i loro  valori  r,  p,  pi,  verrà 

RraaPp+Py, 

il  che  dimostra  la  prima  parte  della  proposizione. 

Dii.  di  Mat.  Voi.  VI.  71 
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a.  Prendiamo  ora  il  centro  dei  momenti  nell’  interno  dell'  angolo  PÀP'  delle 
forze  P e Pf  (Tav.  CXCVIU,  fig.  3)  errerò  nell’angolo  dei  loro  prolunga- 
menti  p'Kp  (Tav.  CXCVIII , Jìg,  4 ),  e conserviamo  le  precedenti  denominazioni, 
arremo  sempre  le  relazioni  (a);  ma  le  componenti  rettangolari  delle  tre  forze 
P , P* , R che  aeguono  I’  asse  AX  ci  daranno 

R cos  z = P cos  a ' — P'  coi  a " , 

e per  conseguenza 

Rr  es  P/s— P'/s*  ; 

il  che  dimostra  la  seconda  parte  della  proposizione. 

In  quest’ultimo  caso,  le  perpendicolari  abbassale  dal  centro  dei  momenti  non 
sono  tutte  situate  dalla  stesa£  parte  della  retta  OA,  che  unisce  il  centro  dei  mo- 
menti al  ponto  di  applicazione  delle  forze,  dimodoché  possiamo  abbracciare  le 
due  parti  della  proposizione  in  una  sola,  dando  dei  segni  differenti  alle  perpen- 
dicolari , secondo  che  esse  sono  alla  destra  o alla  sinistra  dalla  retta  OA.  Mediante 
questa  convenzione , la  perpendicolare  O p'<=sp'  che  è positiva,  per  esempio, 
nella  (Tav.  CXCVIII , Jìg.  a),  sari  negativa  nella  (Tav.  CXCVIII,  Jìg  3 e 4) 
o viceversa.  L’enunciato  del  teorema  diventa  allora  semplicemente: 

lì  momento  della  resultante  di  due  forze,  rapporto  ad  un  punto  qualunque 
preso  nel  loro  piano,  i uguale  alla  somma  dei  momenti  di  queste  due  forze. 

3.  Bisognerà,  nelle  diverse  applicazioni  di  questo  teorema,  dare  il  segno  •+- 

0 il  segno  — , a piacere,  alle  perpendicolari  situate  da  una  medesima  parte  della 
retta  che  unisce  il  centro  dei  momenti  col  punto  d’ applicazione  delle  forze, 
e dare  un  segno  contrario  a quelle  che  sono  situate  dall’  altra  parte. 

4-  Sì  di  ordinariamente  al  teorema  in  questione  un  altro  enunciato  il  quale 
dispensa  dal  considerare  i segni  delle  perpendicolari.  Ecco  il  fatto:  se  si  suppone 
che  il  punto  O sia  fìsso  e che  le  perpendicolari  O p.  Or,  O p'  siano  rette  infles- 
sibili , possiamo  immaginare  che  le  forze  F,  R,  P'  agiscano  aH’estremità  di  que- 
ste rette,  e siccome  allora  esse  non  possono  produrre  che  un  moto  di  rotazione 
intorno  del  punto  O,  si  vede  che,  quando  il  punto  O è nell’  interno  dell'an- 
golo PAP'  o del  suo  opposto  al  vertice  (Tav.  CXCVIII,  fig.  3 e 4)i  1*  forza  P 
e la  resultante  R tendono  a far  girare  i loro  punti  d’  applicazione  p ed  r io  un 
senso,  e I’  altra  forza  P'  tende  a far  girare  il  suo  p',  in  un  senso  opposto;  nel 
mentre  che  quando  il  punto  O é fuori  di  questi  angoli  (Tav.  CXCVIII,  fig.  2), 
le  tre  forze  P,  P* , R'  tendono  a far  girare  i loro  punti  d’  applicazione  nel  me- 
desimo senso.  Osservando  che,  nel  primo  caso,  la  resultante  R agisce  nel  mede- 
simo senso  della  potenza  il  cui  momento  è il  piti  grande,  ti  ha  il  seguente  enun- 
ciato generale  : 

Il  momento  della  resultante  di  due  forze  é uguale  alla  somma  o alla  dif- 
ferenza dei  momenti  di  queste  forze,  secondo  che  esse  tendono  a far  girare 

1 loro  punti  <T  applicazione  ( supposti  ai  piedi  delle  perpendicolari  ) nello 
stesso  senso  o in  sensi  differenti. 

Si  deve  osservare  che  il  moto  di  rotazione  introdotto  in  questo  principio  non 
è che  un  mezzo  indiretto  per  determinare  i segni  dei  momenti. 

5.  Ciò  che  abbiamo  detto  per  la  resultante  di  due  forze  si  estende  facilmente 
alla  resultante  di  un  numero  qualunque  di  forze  che  agiscono  nel  medesimo 
piano.  Siano  P,  P',  P",  P"r,  ec.,  delle  forze  dirette  in  uno  stesso  piano  e ap 
plicatc  a differenti  punti  situati  sopra  questo  piano,  indichiamo  cou 

R,  la  resultante  delle  due  forze  P e P', 

R,  la  resultante  delle  due  forze  R,  e F" , 
llj  la  resultante  delle  due  forze  R*  e P"' , 

re ec. 
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e rappresentiamo  inoltre  con  p,  p' , p" , p'" , ec.,  r,,  rx,  r3 , ec. , le  perpendi- 
colari abbassale  reipctliramente  dal  centro  dei  momenti  sopra  le  direzioni  di  que- 
ste forze.  Avremo,  in  viriti  del  principio  dimostrato,  le  equazioni 

R,'\‘=P/>  -+-P  y , 

H1ra=R,r,-t-P”p"  , 

B^.zsR^-s-P'V", 

ec.  = ec.  ; 


quindi  sostituendo  ciascun  valore  in  quello  ebe  lo  segue, 
R,r1c=P/H-P'p'+P'y', 
RJr3=Pp+P'p'-t-l,,V'-t-P"V" . 

ec.  s=  ec. , 

e in  generale 

Rr  = P/M-P'/>'-+-P"p"-t-  ec.  . . . . . (A), 

R essendo  la  resultante  di  tutte  le  forze  P,  P',  P",  ec.,  e r la  perpendicolare 
abbassata  dal  centro  dei  momenti  sulla  sua  direzione.  S’ intende  bene  che  oel- 
I'  equazione  (A)  bisogna  dare  il  segno  •+■  ai  momenti  delle  forze  che  tendono  a 
far  girare  il  sistema  nel  medesimo  senso  della  resultante  R,  e il  segno  — ai  mo- 
menti di  quelle  che  tendono  a farlo  girare  nel  senso  opposto. 

6.  1/  equazione  (A)  diventa 


Pp+P'p'+V"p',+  ee.  = o (c), 


nel  caso  di  Rrsso.  Ora,  questo  caso  può  avere  luogo  in  due  circostanze  diffe- 
rentissime, cioò:  quando  R = o,  vale  a dire  quando  le  forze  P,  P',  P"  , ec., 
non  hanno  veruna  resultante  o sono  in  equilibrio,  e quando  reso,  il  che  ha 
luogo  quando  si  prende  ii'centro  dei  momenti  sulla  direzione  della  resultante. 
Cosi,  quest' equazione  (c)  non  è generalmente  sufficiente  per  determinare  le  con- 
dizioni d'equilibrio  di  un  sistema  di  forze  concorrenti,  ed  è necessario  aggiun- 
gerle le  due  equazioni 

P cos  a -+•  P'  cos  a'-t-P"  eoa  a"-t-  ec.  sa  o , 

Piena  -+-P'sen  af-+.P"sen  a"-t-  ec.  = o, 


( fedi  Resultaste  ),  nelle  quali  gli  angoli  a,  a',  a",  ec.,  sono  quelli  che  for- 
mano respettivamente  le  forze  P,  P',  P",  ec. , con  uno  degli  assi  rettangolari 
ai  quali  si  riportano  le  direzioni  di  queste  forze. 

Si  osserverà  ancora,  per  tutto  quello  che  riguarda  l’equazione  (A),  che  se  si 
aveste  qualche  forza  la  cui  direzione  passasse  pel  centro  dei  momenti,  il  suo  mo- 
mento sarebbe  nullo. 

j.  11  teorema  generale , di  cui  P equazione  (A)  non  A che  P espressione  alge- 
brica, avendo  luogo  per  delle  forze  le  quali  fanno  tra  loro  degli  angoli  qualun- 
que, deve  necessariamente  sussistere  quando  tutte  queste  forze  sono  paralelle , 
poiché  delle  rette  paralelle  possono  sempre  essere  considerate  come  concorrenti 
all’  infinito.  Non  ci  arresteremo  dunque  alle  dimostrazioni  particolari  che  si  pos- 
sono dare  di  questo  caso. 

8.  Le  proprieU  dei  momenti,  rapporto  ad  un  punto,  danno  il  mezzo  più  lem- 
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plico  per  determinare  le  condizioni  dell'  equilibrio  dell*  leva,  macchina  tinto 
pia  importante  in  quanto  che  pouiamo  riportare  ad  csm  quali  tutte  le  altre. 

Sia  BAC  ( Tav.  CXCVIII , fig.  5)  una  leva  curva  alle  estremili  B e C della 
quale  sono  applicale  delle  forte  P e Q , è evidente  che  1'  equilibrio  Don  può  aver 
luogo  tra  queste  forte  che  quando  esse  agiscono  nello  stesso  piano , e che  la  loro 
resultante,  passando  sul  punto  d’appoggio  A,  si  trova  distrutta  dalla  resistenti 
di  questo  punto.  Ora  prendendo  il  punto  d'  appoggio  per  centro  dei  momenti  e 
conducendo  le  perpendicolari  Kp  e Kq  sopra  le  diretiuni  delle  forte  P e Q,  il 
momento  della  resultante  è nullo,  e si  ba,  in  virtù  del  precedente  teorema. 


o piuttosto 


o = Pp  -t-  Qq , 


o = P p — Q? , 


poiché  le  forte  P e Q tendono  a far  girare  la  leva  intorno  al  punto  A in  sensi 
opposti.  Quest'  eguaglianta  dò  la  proporzione 


P : Q ” V : Ps 


vale  a dire  che,  nel  caso  dell'equilibrio,  la  polenta  e la  resistenza  stanno  in 
ragione  inversa  delle  perpendicolari  abbassale  dal  punto  d’ appoggio  sopra  le 
loro  diretioni. 

9.  Se  la  leva  é retta  ( Tav.  CXCVIII,  Jìg.  6 ) e le  forte  P e Q paralelle,  le 
perpendicolori  A p ed  Kq  sono  tra  loro  come  le  lunghette  AB  ed  AC  dei  bracci 
della  leva  , e ai  ha 

P : Q ea  AB  : AC  ; 

donde  si  conclude  che  il  rapporto  delie  forte  è C inverso  di  quello  dei  bracci 
alle  quali  esse  sono  respettivamente  applicate. 

so.  Queste  condizioni  dell'equilibrio  noo  hanno  luogo  che  supponendo  la  levi 
una  linea  inflessibile  senza  gravità.  Se  vogliamo  avere  quelle  che  convengono  ad 
una  leva  fìsica  , bisogna  considerare  il  suo  peso  come  una  terza  forza  che  agisce 
al  suo  centro  di  gravità.  In  generale,  qualunque  sia  il  numero  delle  forze  P, 
P',  P'1,  cc.,  Q,  Q',  Q",  ec.,  applicate  ad  una  leva,  e che  agiscono  nel  suo 
piano,  bisognerà,  per  l'equilibrio,  che  queste  forze  abbiano  una  reaisteoza  uni- 
ca che  venga  a passare  pel  punto  d'appoggio;  dimodoché  prendendo  aempre  que- 
sto punto  per  centro  dei  momenti  , si  avrà  1'  equazione  d’  equilibrio 


o = Pp  -4-  Py  -t-  P "pi'  -+-  ec. . — Qq  - QV  — Q'Y'  — cc. 


P,  P',  P",  ec. , indicando  le  forze  che  tendono  a far  girare  la  leva  in  un  dato 
senso,  Q,  Q',  Q'' - ec. , quelle  che  tendono  a farla  girare  nel  senso  opposto,  e 
p,  p\  p",  ec.,  ?,  q',  q",  ec.,  le  perpendicolari  respeltive  abbassate  dal  punto 
d’  appoggio  sopra  le  direzioni  delle  forze. 

$.  II.  Dei  momenti  rapporto  ad  un  piano.  Il  momento  di  una  forza  rapporto 
ad  un  piano  differisce  essenzialmente  dal  suo  momento  rapporto  ad  un  punto  ; 
quest’  ultimo  dipende,  come  l'abbiamo  veduto,  dalla  direzione  della  forza,  e ti 
trova  indipendentemente  dal  tuo  punto  d'applicazione,  nel  mentre  che  il  pri- 
mo é indipendente  dalla  direzione  e dipende  dal  ponto  d’  applicazione  : ed  i il 
prodotto  della  forza  per  la  perpendicolare  abbassata  dal  suo  punto  d' applica- 
zione  sopra  un  piano  qualunque. 
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il.  Sii  AP  (Tao.  CXCVHI,/tg.  7),  U direzione  di  uni  forti  applicata  id  un 
punto  A,  M.N  un  piano  diretto  in  un  modo  qualunque  nello  sputo;  se  si  ab- 
bassa dal  punto  A sul  piano  MN  la  perpendicolare  AB  = p,  e che  si  rappresenti 
la  grandetta  della  fona  per  P,  il  prodotto  P p sari  il  moment»  della  fona  P 
rapporto  al  piano  MN.  • 

La  proprietà  principale  di  questa  specie  di  momenti  è enunciata  in  questo 
teorema  : 

Il  momento  della  resultante  di  un  numero  qualunque  di  forte  paralelle, 
rapporto  ad  un  piano  scelto  arbitrariamente  , i eguale  alla  somma  dei  mo- 
menti di  queste  forte  rapporto  allo  stesso  piano. 

Cominciamo  dal  considerare  due  forte  (7W.  CXCV111,  fig.  8 ) P=AP, 
P'=BP'  applicate  ai  punti  A e B;  la  loro  resultante  R ss  CR  sarà  uguale  alla 
foro  somma  P.+.P',  e si  determinerà  il  suo  punto  d'applicaxione  C ( Vedi  Rt- 
sultakts)  mediante  la  proportene 

R : F ss:  AB  : AC (rf). 

Dai  tre  punti  d’  applicatione  A,  B,  C,  abbassiamo  sopra  un  piano  qualunque 
YOX  le  perpendicolari  Aacst,  Bi  =s  *' , Coese,,  e conduciamo  la  retta  Am 
paralella  ad  ab,  irremo,  mediante  le  proprietà  delle  paralelle 

AB  : AC  = Bm  : C n (e), 

e potremo  concludere  dalle  due  proporzioni  (d)  ed  (e) 

R X Cn  = I”  X Bm (/); 

ma  Au  sa  nc  css  mb,  così  il  prodotto  R X nc  o stero  (Ph-P')iw  é la  stessa 
cosa  di 

R X nc  = P X *u  ■+■  P'  X mb (g). 

Aggiungendo  le  due  uguaglianze  (f)  e (g) , verrà 

R X(C  n + ik)  = P X Aa  + PX(B™  + mb) , 

ovvero 

Rs,  ss»  P*  -+•  F*' (A) . 

Ora,  i prodotti  Rt, , P* , F*',  souo  i momenti  respettivi  delle  forte  R,P,Pf 
rapporto  al  piano  YOX,  dunque,  ec. 

ia.  Se  le  forte  P e F non  fossero  dirette  nel  medesimo  senso  , ovvero  te  i 
punti  d’ applicatione  A , B , C non  fossero  situati  tutti  tre  da  una  stessa  parte 
del  piano  YOX,  l’equazione  (A)  avrebbe  tempre  luogo;  bisognerebbe  solamente 
distinguere  con  segni  opposti  quelle  delle  quantità  P , P'  , R,  le  cui 

direxioni  ti  trovassero  opposte.  Cosi,  i momenti  cbe  consideriamo  possono  essere 
positivi  o negativi  ; positivi  quando  la  forza  e la  perpendicolare  tono  dello  stesso 
segno;  negativi  quando  essi  tono  di  segni  differenti. 

i3.  Procedendo  come  l'abbiamo  fatto  sopra  (n.°  5)  , è facile  vedere  r.be  pos- 
siamo estendere  1’ equatione  (A)  ad  un  numero  qualunque  di  forze  paralelle  P, 
P',  P",  ec. , e che  indicando  tempre  con  R la  resultante  generale,  e eoo  a,  la 
perpendicolare  abbassata  dal  suo  punto  d’ applicatione,  ti  ba 

Ri,  t=  F*  -+•  PV  -t-  P"*«  -f  P'"»'"-*.  ec (s). 

Se  ti  prendessero  nella  stessa  maniera  i momenti  delle  forte  P , P'  , P".  ec.. 
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rapporto  ai  piani  7, OX,  ZOY  coordinati  rettangolarmente  col  primo  piano 
YOX,  i evidente  che  ai  avrà  ancora 

Rri  = pr-+-py-f-p,y,'+-  er 

> (<)■ 

Rx,  = Px-t-P  V-t-P"*"-t-  ec t 

Le  tre  equazioni  (i)  determinano  il  punto  d'  applicaiione  della  resultante,  ov- 
vero, ciò  che  c la  sterra  cosa,  il  centro  delle  forte  pomicile  ^ in  un  modo  sem- 
plicissimo; poiché,  ossrrrnndo  che 

R = P-s-P'-t-P"-t-  ec. , 

si  ottiene,  per  i valori  delle  tre  coordinate  a,,  ]r, , r, , di  questo  centro,  le 
espressioni 

P«-t-PV-+-P"*"-t-  ec. 

1,_  p^-pr^p"^-  «.  ' 

p^-t-py-t-Fy'-t-  ec. 
r'~  P^-P'-é-P"-^  ec.  ’ 

Px-t-PV-t-P'y'-t-ec. 

X‘~  P-t-P'-+-P"-+-  ec.  ’ 


iij.  Se  uno  dei  piani  coordinati,  quello  delle  /x,  per  esempio,  passasse  pei 
centro  delle  forre  para  Ielle,  il  momento  della  resultante  Rz,  diventerebbe  nullo, 
a motivo  di  z,a=o,  e si  avrebbe  per  la  somma  dei  momenti,  rapporto  a questo 
piano,  l’equazione 

Pz-t-P*  z,-t-P"a',-+-  ec.  = o (*). 

i5.  Ciò  che  precede  basta  per  trovare  le  condizioni  generali  dell’equilibrio  <li 
un  sistema  di  forze  paralelle  P,  P' , P''  , ec.,  applicate  a punti  situati  in  un 
modo  qualunque  nello  spazio,  e legati  tra  loro  in  un  modo  inseparabile.  Infatti, 
perchè  un  tal  aistema  stia  in  equilibrio,  bisogna  che  una  qualunque  delle  forze 
sia  uguale  e direttamente  opposta  alla  resultante  di  tutte  le  altre;  cosi  facendo 

R'  = P'-t-P"-t-P"-H  ec., 

si  ha  per  prima  condizione 

P+R'=«, 

ovvero 

P-+-P'-*-P"-+-  ec.  = o (i); 

e si  tratta  di  esprimere  che  le  due  forze  P ed  R'  sono  direttamente  opposte. 
Ora,  indicando  con  a,  (S,  y le  coordinate  del  punto  d’ applicazione  della  forza 
Rr,  ovvero  del  centro  delle  forze  paralelle  P' , P",  P'" , ec. , si  deve  avere,  in 
virtù  dell*  equazioni  (i) 

R'  «e=PV+P"zrt+  ec.  1 

R'  ,5  = Py4-P'V'+  ec.  > (/>  ; 

R'y  = PV-t.P"z"H-ec.  ) 
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tua  il  punto  il’  applicazione  della  forza  R'  deve  troiani  sulla  direzione  della 
forza  P;  poiché  in  caso  di  serio  queste  due  forze  non  potrebbero  essere  diretta- 
mente opposte-,  dimodoché  se  ai  prende,  per  render  la  cosa  più  semplice,  il 
piano  delle  xy  perpendicolare  a questa  direzione , le  coordinate  « e y saranno 
sopra  una  stessa  retta  perpendicolare  al  piano  xy,  e si  avrà  di  più 

tesi,  6 —y. 

Sostituendo  perciò  x per  a , y per  jS  e — P per  R'  nelle  due  prime  equazioni  (/), 
si  otterrà 

Px-+-P'x'-+-P"*"-4-  ec.  b=  o 

P^Py+r/'-H  ec.  = o 

equazioni  le  quali,  insieme  con  I’ equazioni  (1),  racchiudono  tutte  le  condizioni 
dell’  equilibrio  di  un  sistema  di  forze  paralelle.  Queste  due  ultime  indicano  che 
la  somma  dei  momenti  delle  forse  P , P'  , P"  , ec. , i nulla  rapporto  ai  piani 
delle  zz  e delle  jrz , i quali  sono  paratelli  alla  loro  direzione. 

Cosi,  perchè  un  sistema  di  forze  paralelle  sia  in  equilibrio,  è necessario  e 
basta  : 

i.°  Che  la  somma  di  queste  forse  sia  uguale  a zero; 

a.®  CAe  la  somma  dei  loro  momenti  sia  nulla,  rapporto  ai  due  piani  para- 
tela alla  loro  direzione. 

iG.  Un  sistema  di  forze  dirette  in  un  modo  qualunque  nello  spazio  potendo 
sempre  decomporsi  in  due  sistemi,  di  cui  1’  uno  non  contiene  che  forze  para- 
lelle,  e l’altro  forze  dirette  io  uno  stesso  piano,  le  sue  condizioni  d’equilibrio 
dipendono  dalle  due  specie  di  momenti  delle  quali  abbiamo  esposti  i principii 
fondamentali.  Vedi  Resoltastk  per  tutto  ciò  che  ha  relazione  alla  composizione 
e alla  decomposizione  delle  forze. 

MOMENTO  DI  ATTIVITÀ,  Vedi  Qiuszrri  ni  Aziobe. 

MOMENTO  D’INERZIA.  (Dinamica).  Si  dà  questo  nome  alla  somma  dei  pro- 
dotti di  tutti  gli  elementi  materiali  di  un  corpo,  per  i quadrati  delle  loro  di- 
stanze respettive  all'asse  di  rotazione  di  questo  corpo;  ed  essa  è l’integrale 
dell'espressione 

Jr*dm , 

nella  quale  dm  indica  l' elemento  della  massa  del  corpo  , ed  r la  sua  distanza 
all’  asse  fìsso  di  rotazione. 

In  questo  punto  ci  limiteremo  ad  iudicare  i mezzi  di  ottenere  i valori  nume- 
rici di  questi  momenti,  che  dobbiamo  considerare  nelle  questioni  relative  al  moto 
di  un  corpo  solido  intorno  di  un  asse  fisso  (Vedi  Moto),  e i quali  hanno  im- 
portanti applicazioni  nella  teoria  delle  macchine. 

i.  Il  caso  più  semplice  è quello  di  un  solido  omogeneo  di  rivoluzione;  il  mo- 
mento d' inerzia  essendo  preso  rapporto  all’asse  medesimo  della  figura  generatri- 
ce. Sia  perciò  ( Tao.  CXCIX  , fig.  i ) ACH  una  curva  qualunque  la  cui  rivolu- 
zione intorno  della  retta  AB  genera  il  solido,  del  quale  si  vuole  determinare  il 
momento  d'inerzia  relativo  a questa  retta.  Immaginiamo  questo  solido  diviso  in 
in  un’infinità  di  strati,  di  una  grossezza  infinitamente  piccola,  per  mezzo  di 
piani  perpendicolari  all'asse  AB,  e ciascuno  di  questi  strali  diviso  in  un’infi- 
nità di  anelli  circolari  concentrici  di  una  larghezza  infinitamente  piccola;  sia 
abm'  la  sezione  di  uno  di  questi  anelli,  o il  suo  centro,  om  il  suo  raggio  in- 
terno , c om'  il  suo  raggio  esterno.  Si  chiami  r il  raggio  om  , dr  la  larghezza 
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mm'  d«U’  «nello , e prendendo  A per  origine  dell'  «sciite  contate  tuli'  use  AB  , 
facciamo  Aotsx;  dx  tari  la  grossezza  dell' «nello. 

È evidente  che  1’  anello  in  questione  è la  differenza  di  due  cilindri  che  hanno 
per  altezza  comune  dx,  per  raggi  reipettiai  r e r-t-dr,  e i volumi  dei  quali 
tono  conseguentemente  ir  r*dx  , tt  (r-y-dr)*dx  ; il  volume  dell'anello  sari  perciò 
rappresentato  da 

ir  (r-+-dr)*di  — ir  r%dx  , 

il  qual  volume,  sviluppando  il  quadralo  e trascurando  il  termine  xdr*dx  infi* 
ultamente  piccolo  del  lerz1  ordine,  si  riduce  a 

a ir  rdrdx. 


Se  ora  indichiamo  la  densità  del  corpo  con  e,  la  massa  dell'anello  sarà 


a ir  o rdrdx  , 


e siccome  lutti  i suoi  ponti  sono  a tali  disianze  dall'asse  AB  che  possiamo  con- 
siderare come  uguali  ad  r , poiché  la  disianza  delle  più  lontane  non  differisce 
da  r che  della  quantità  infinitamente  piccola  dr , il  prodollo 

a ir  a rdrdxXr*  ovvero  a ir  e » *drdx 


sarà  il  momento  d'  inerzia  dell'  snello. 

L'integrale  di  questa  quantità  preso,  rapporto  ad  r,  tra  i limili  r=.o  e 
r = oC,  darà  il  momento  <T  inerzia  di  uno  «Irato  elementare  del  solido,  ovvero 
la  somma  dei  momenti  d'  inerzia  di  tolti  gli  anelli  dei  quali  questo  strato  è 
composto. 

Indichiamo  oC  con  y , quest'  integrale  è 


ir  f.  r*drdx  = 


■ 


ir  y*dx. 


Ma  il  momento  d'inerzia  del  solido  è eguale  alla  somma  dei  momenti  d' iner- 
zia di  tutti  i suoi  strati  elementari,  dunque  integrando  quest' ultima  quantità 
rapporto  ad  x,  e tra  i limiti  x = o,  x—  AB  , si  otterrà  definitivamente  l'espres- 
sione di  questo  momento. 

L.t  questione  si  riduce  perciò  a dedurre  il  valore  di  y in  funzione  di  x dal- 
1’ equazione  della  curva  generatrice,  e dopo,  averlo  sostituito  nella  formula 


— ir  r,  yldx 
a ' 


(*)- 


a integrare  questa  formula  da  xsso  fino  ad  xssAB. 

a.  Sia , per  primo  esempio,  la  generatrice  una  semplice  retta  CD  ( Tav.  CX.CIX, 
.fis-  a ) £he  giri  intorno  dell’asse  MN  condotto  nel  sno  piaoo , la  sua  equazione 
sarà  della  forma 


y ss  ax-t-b. 

Prendiamo  il  ponto  A per  origine,  e AB  per  asse  delle  ascisse,  avremo 
i es  AC , a s=  tang  BSD  ; 

e sostituendo  il  valore  di  y nell’ equazione  (i),  il  momento  d' inerzia  domandato 
aarà 
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radicando  AB  con  li,  e integrando  tra  i limiti  x = o,  x=s/s,  otterremo , per.  il 
momento  d’ inerii»  del  cono  troncato  CBO,  generato  dalla  rivoluiione  del  tra- 
pezio ABDC  intorno  della  retta  AB 

^•^L{(a/i-A)~4‘ì (0)- 

3.  Quando  la  retta  CD  è paralella  all’asse,  si  Ita  acso  e il  cono  diventa  un 
cilindro.  Il  momento  d'  inerzia  di  un  cilindro  rapporto  al  suo  asse  è dunque 

— ir  o . A4 * (à)  ; 

a r 

h essendo  1' allena  del  cilindro,  e b il  raggio  della  sua  base;  se  si  decompone 

questa  quantità  in  Ire  fattori  — à*,  p e r.  hb* , e che  si  osservi  che  p X n Aà* 

è il  prodotto  della  densità  p pel  volume  n ài*  , ne  potremo  concludere  else  , il 
momento  tf  inerzia  di  un  cilindro  che  gira  intorno  del  suo  proprio  asse , i 
uguale  alla  metà  del  prodotto  della  sua  massa  pel  quadrato  del  suo  raggio. 

4.  Possiamo  dedurre  dall'espressione  (à)  il  valore  del  momento  d’inertiadi  un 
anello  ciliudrico,  rapporto  al  suo  asse,  osservando  che  questo  momento  dev'es- 
sere la  differenza  di  due  cilindri,  che  avessero  respettivamente  per  raggi  il  più 
grande  e il  più  piccolo  raggio  dell’anello.  Se  (Tao.  C XCIX,  jlg.  3)  Kmzssr  e 
il  raggio  più  grande,  e A ni'  cur'il  più  piccolo,  il  momento  d'inerzia  dell’ anello 
cilindrico  rnps  sarà  dunque 


/j  esprimendo  I'  altezza  mp. 

Indichiamo  con  H il  raggio  medio  , e con  e la  grossezza  mm!  = r — r1 

dell’anello,  quest'espressione  diventerò 

il  che  significa  che  il  momento  <T  inerzia  di  un  anello  cilindrico  che  giri  in- 
torno del  suo  proprio  asse,  i uguale  al  prodotto  delta  sua  massa  per  la 
somma  del  quadralo  de!  roggio  medio  e del  quadrato  della  metà  della  gros- 
sezza dell'  anello. 

Supponiamo,  per  una  seconda  applicazione,  che  la  curva  generatrice  ACB 
( Taf.  CXC 1 X,  Jlg.  1)  sia  una  semicirconferenza  di  circolo,  la  sua  equazione  ri- 
ferita agli  assi  Ax,  Ky  sarà  ( Vedi  Appliczzioiis  dill'  Algsbks  set*.  Geo  sia  Tati), 

X*~  aax — x * 

za  indicando  il  diametro  AB.  Quest’equazione  dà 

j"‘s=  4 a*'*1 — ; 

e,  sostituendo  uell'  espressione  (1),  la  formula  da  integrare  diventa 

— r.  p ^ — 4 a*5-*-  1 

Diz.  di  Mot.  Voi.  VI.  7» 
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il  cui  integrale  è 


MOM 


r"'0 


4<iV 


0 


Tale  è il  momento  il*  inerzia  della  porzione  di  sfera  generata  dal  settore  AoC; 
per  aver  quello  della  sfera  intera,  bisogna  prendere  icao,  e si  oltieue 


75*'“ 


osservando  che  -jj-n-pa3 


esprime  la  massa  della  sfera  , si  coaclude  che  il  momento 


d' inerzia  della  sfera  rapporto  ad  un  asse  che  passa  pel  suo  centro,  è eguale 
al  prodotto  della  sua  massa  per  i due  quinti  del  quadrato  de I suo  raggio. 

5.  Allorquando  il  solido  del  quale  si  cerca  il  momento  ri1  inerzia  non  è un  so- 
lido di  rivoluzione,  il  valore  di  questo  momento  non  può  determinarsi  che  me- 
diante un’integrazione  tripla  Questo  è ciò  che  il  seguente  esempio  renderà  più 
chiaro. 

Sia  BE  ( Tav.  CXC1X  , fig.  4)  un  paralellepipedo  rettangolo  c composto  di  una 
materia  omogenea , il  solida  di  cui  si  tratta  di  determinare  il  momento  d’ iner- 
zia rapporto  ad  una  delle  sue  costole  AB,  per  esempio,  presa  per  asse.  Si  chia- 
mino a,  6 , c le  tre  costole  AC,  AD,  AB  di  questo  solido,  e supponiamolo  di- 
viso in  un'  infinità  di  parti  elementari  da  piani  perpendicolari  a ciascuna  delle 
costole;  prendiamo  AB  per  asse  delle  z,  AD  per  asse  delle  y , ed  AC  per  asse 
delle  x.  Ciascuna  parte  elementare  m , corrispondente  alle  coordinate  x,  y , *, 
sarà  un  piccolo  paralellepipedo  rettangolo  avente  per  costole  dx , dy,  dz\  il 
suo  volume  sarà  espresso  con  dxdydz,  e la  sua  massa  con 


p dxdydz  ; 

p indicando  la  densità. 

La  distanza  A p di  quest'  elemento  all’  asse  delle  z è uguale  a 


-^[a q s 


ovvero  a 


y%\ 

cosi , il  suo  momento  d-  inerzia  ha  per  espressione 

p (x*-t-y*)dxdydz , 

e I'  espressione  del  momento  d’  inerzia  del  solido  è 

f SS  ^ (x'+y^dxdydz  .....  (a); 


il  triplo  segno  J indicando  che  bisogna  integrare  successi vameote  rapporto  a eia- 

scuna  delle  variabili,  considerando  in  ciascuna  operazione  le  due  altre  come  co- 
stanti. 

Perchè  l'integrale  comprenda  tulli  gli  elementi  del  paralellepipedo  BK,  biso- 
gna cominciare  da  integrare  rapporto  a s,  tra  i limili  z=o,  tmABsc,'  poi. 
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rapporto  ad  y ira  i limili/ sa  o,  r = AD  = £,  e finalmente  rapporto  ad  x,  tra 
i tìntati  rso,  rtsACssa. 

La  prioia  integrazione  dà 

ic  $ 

la  seconda 

(c  -py*  > 


e la  terza 


asb 

,~T~ 


ab J \ 


espressione  che  poniamo  mettere  sotto  la  forma 


ma  ubc  è il  volume  ilei  paralellepipedo , e g abe  la  sua  massa;  dunque,  il  mo- 
mento d'  inerzia  di  un  paralellepipedo  rettangolo  rapporto  ad  una  delle  sue 
costole,  è eguale  al  terzo  del  prodotto  della  sua  massa  per  la  somma  dei 
</aadrati  delle  dot  altre  costole. 

6.  Cerchiamo  ancora  il  momento  d’  inerzia  dello  atesao  paralellepipedo  rapporto 
ad  un  asse  OZ  che  passi  pel  centro  delle  due  facce  opposte  BE,  DC  ( Tav.  CXC1X  , 
fig.  5).  Si  scelga  quest' asse,  che  è uguale  e paraletlo  alla  costola  AB,  per  ette 
■Ielle  z,  prenderemo  gli  assi  delle  y e delle  x rcspeltivamenle  paralelli  alle  co- 
stole AD  ed  AC  , e mediante  gli  stessi  ragionamenti  fatti  sopra,  troveremo  per 
I'  espressione  del  momento  d'  inerii*  , 

S5s*(f-*^y  xdyds  ; 

ma,  in  questo  caso,  è evidente,  che  la  prima  integraiione  , rapporto  a s,  deve 
rllcltuarsi  tra  i limiti  caro,  x = c;  la  seconda,  rapporto  ad  y,  tra  i limiti 


y =z  On,  = — A , yxs. — On'  ss  — — b ; e la  terza  , rapporto  ad  x.  Ira  i limili 
x = Omf  sa — o,  .rea — Om' = — — a.  Effettuando  le  operazioni,  la  prima  in- 


tegrazione dà 


si  ottiene  per  la  seconda 


e per  la  terza , 


pejj  dx,iT , 

pcb^^x*  -t-  —b%  ^</r  , 


Laonde,  il  momento  d*  inerzia  di  un  paralellepipedo  rettangole , che  giri 
intorno  di  un  asse  che  passi  per  i centri  di  due  facce  opposte  e che  è . per 
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conseguenza , pa rateilo  ad  una  delle  Sue  dimensioni , è ugual • a/  dodicesimo 
del  prodotto  della  sua  massa  per  la  somma  dei  quadrati  delle  due  altre  di- 
mensioni. 

7.  I momenti  in  nenia  di  tutti  i soliti»  rapporto  ad  assi  qualunque  sono  espres- 
si! per  metto  dell' integrale  triplo  (a) ; poiché  possiamo  concepire  un  solido,  qua- 
lunque sia  la  sua  forma,  come  composto  di  un  numero  infinito  di  paralellcpi- 
pedi  rettangoli  infinitamente  piccoli;  la  sola  difficoltà,  consiste  dunque  nel  deter- 
minare i limili  tra  i quali  debbono  effettuarsi  V integrazioni , perchè  1'  ottima 
comprenda  tutti  i punti  del  solido,  il  che  generalmente  non  è possibile  che 
quando  la  superficie  del  solido  è capace  di  essere  rappresentata  mediante  un1  equa- 
zione. Ecco  il  metodo  che  in  questo  caso  dobbiamo  seguire. 

Consideriamo  un  solido  AOCB  ( Tao.  CXCI \^Jig.  6)  compreso  fra  tre  piani 
coordinati  rettangolari  e una  superficie  curva  dota  dall'  equazione 

(c). 

Il  momento  d1  inerzia  di  un  elemento  m di  questo  solido  rapporto  all'  asse  02 
sarà  f per  quello  che  precede 

p{x*-4-jr%)dx dydz [d)  ; 

e integrando  quest*  espressione,  rapporto  a t,  da  z = o fin  al  valore  di  z d*1o 
dall*  equazione  (c) , si  avrà  il  momento  d'inerzia  di  un  paraleliepi  pedo  elemen- 
tare pq  il  quale  comincia  al  piano  ar/,  e va  a terminare  alla  superficie  curva. 
Se  indichiamo  con  f{x , y)  il  valore  di  z ricavato  dall' equazione  (c) , il  resulta- 
rnento  della  prima  integrazione  sarà  della  forma 

. y)dxdr. 

Considerando  x e dx  come  costanti,  è evidente  che  l’integrale  di  quest*  eiprta- 
•ione,  rapporto  ad  y , sarà  il  momento  di  uno  strato  elementare  rst  paralello  al 
piano  zy\  ma  affinchè  questo  strato  vada  a terminare  alla  superficie  curva,  bi- 
sogna prendere  l'integrale  tra  i limiti  jr  t=zo  c /c=Oi»;  questo  valore  Ou  non 
'è  che  l'ordinata  y del  punto  e , di  cui  l'ascissa  è x,  e che  appartiene  alla  serfoue 
CfB  della  superficie  curva,  col  piano  xy\  si  otterrà  dunque  Ou  facendo  * = o 
nell' equazione  (c),  e risolvendola  rapporto  ad  y.  Il  momento  d'inerzia  dello 
strato  elementare  rst  diventerà  defioitivaruenle 

? * • àx  ; 

*x  indicando  una  funzione  della  sola  variabile  x.  L'integrale  di  quest' al  ti  ma 
quantità  , preso  tra  i limiti  x=o  e ar  = OB,  sarà  la  somma  dei  momenti  d'ùier- 
lia  di  tutti  gli  strati  elementari  che  compongono  il  solido,  e per  conseguenza  il 
momento  d'inerzia  del  solido.  lì  limite  OB  è il  valore  dato  dall'equazione  ('). 
dopo  averci  fatto  j-  = o,  z =:  o. 

8.  L'ordine  dell' integrazioni  è del  lutto  arbitrario;  ma  1' integrale,  rap- 
porto a z,  essendo  sempre  il  più  semplice  a determinarsi,  sarà  bene  cominciare 
da  questo,  poi  integrare  rapporto  ad  x o ad  y,  secondo  la  maggiore  o minore 
facilità  che  potrà  resultarne  per  i calcoli.  Se  si  prende  il  secondo  integrale  rap- 
porto ad  x , i limili  saranno  xso  e x = al  valore  che  si  deduce  dall’equazione 
(e),  dopo  averci  fallo  zs o;  i limili  del  terzo  integrale  saranno  allora  y^o  e 
V = al  valore  dato  dall'equazione  (c)  dopo  aver  fatto  s = o,  xso.  Il  seguente 
esempio  sarà  allattato  a render  più  chiaro  questo  processo. 

Sia  il  solido  AOCB  un  quarto  di  ellissoide  a tre  assi  riferito  ai  suoi  seraidta- 
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rmi ri  principali  OBs=a,  OC=i,  OA  = c,  avremo,  per  1’  equazione  della  iu- 
perlirie  curva  Avpucaxionb  dell  Alobbba  alla  Geometria) 


£ 

61 


a 

~é*~' 


prendendo  per  limite  juperiore  dell’  integrale,  rapporto  a *,  dell' espressione 

? (x*-i-y^dxdydt , 

il  valore  di  t ricavato  dall' equazione  (e),  cioè: 

WD-5-3- 

troveremo,  per  quell'  integrale, 

jj(C  (*»**») 

il  quale  può  metterai  sotto  la  forma 

$$*' [ 1 - - ir»]^ + f' e / JW  [ ' - $ - i ~\dxdr 

Cominciamo  ad  occuparci  del  primo  termine  di  quest’ ultima  espressione.  L’ in- 
tegrazione rapporto  ad  y dovendo  effettuarsi  come  se  * e dx  fossero  quantità  co- 
stanti , poniamo,  per  abbreviare, 

i**1 

* il  primo  teimine  dell’ equazione  (f)  diventerà,  astrazione  fatta  dai  segni  d in- 

tegrazione 


o cx*dx 


.^r»-y'.dy 


(g)- 


Facendo,  nell’equazione  della  superficie,  teso,  e ricavando  il  valore  di  y% 
verrà 

y'  = b'~t±-=,r>. 

'Cosi,  i limili  dell’integrale  rapporto  ad  y sono  /aro,  jcc=r;ora,  l'integrale  di 
dTyJ  i* — preso  tra  questi  limiti,  è uguale  al  quarto  dell’area  del  circolo  il 
cui  raggio  è r ( Vedi  Quadbatuba),  dunque 


o cx'dx 


b 


■jdyyj  /»-/ 


p cx*dx 


Trr*’ 


ir  indicando  il  rapporto  della  circonferenza  al  diametro.  Rimettendo  per  r%  il  suo 
valore,  quest’ integrale  diventa 


r.  bc  r 

4" 
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quintili  che  essendo,  integrata  rapporto  ad  x tra  i limili  x sso,  xc=a,  dà 
^ fi  bea1?: (*); 

tale  è,  conseguentemente,  il  valore  del  primo  membro  dell'  espressione  (c),  ed 
abbiamo 

p 'Sf-'yJ  [ ' - 7*  " yl}^r=75  f ** * • 

Osserviamo  ora  ebe  il  secondo  membro  dell'  equazione  (f)  farebbe  identico  c<d 
primo  se  ti  cangiaste  y iu  * e A io  a,  e per  conseguenza  batta  operare  questo 
cangiamento  nel  valore  del  primo  membro,  per  ottenere  immediatamente  quello 
del  secondo,  laonde  esso  è: 

p C/JVV  [ 1 - Xà*-£\dxdr  ™ rg  ■ 

Aggiungendo  questi  due  valori,  otterremo  pel  momento  d'  inerzia  del  quarto  di 
ellissoide  a tre  assi,  che  girano  intorno  del  suo  semi-diametro  e ovvero  dell' asse 
delle  a,  I’ espressione 

— abe  fi  ir  ^a*-t-è’^ . 

Possiamo  concluderne  che  il  momento  d' inerzia  dell'  ellissoide  intera  rapporto 
all'  asse  delle  a , é 


abe  f n ; 


poiché  le  relazioni  di  distanza  delle  molecole  elementari  con  1'  asse  delle  z sono 
le  medesime  in  ciascun  quarto  di  questo  solido. 

Un  semplice  cambiamento  di  lettere  fa  conoscere  i momenti  d’  inerzia  dell' el- 
lissoide rapporto  agli  assi  delle  y e delle  x;  il  primo  è: 

^ abe  f ir  , 

c 1'  ultimo 


^dlCf  r(c'+b*y 


ir 

CWrvando  che  il  volume  di  questo  solido  è uguale  abe,  e che  )>erci<>  la 

4 ^ 

quantità  — abe  rappresenta  la  sua  massa , i valori  dei  tre  momenti  d'inerzia 
diventeranno,  indicando  la  massa  con  M - 


Rapporto  all'  asse  delle  x 


Rapporto  all'  asse  delle  y 


Rapporto  all'  asse  delle  z 
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donde  ti  ve<le  ohe  il  più  gran  momcnlo  corriipnndc  al  più  piccolo  diametro  prin- 
cipale e reciprocamente. 

<>.  Se  si  fa  ostar,  1’  ellissoide  diventa  una  sfera,  e i tre  momenti  d'iner- 
zia li  riducono  alla  stessa  quantità 


che  è il  valore  che  abbiamo  trovato  di  sopra  n.°  4- 

to.  Tutte  le  precedenti  determinazioni  dei  momenti  d'inerzia  suppongono  che 
i solidi  siano  omogenei,  vale  a dire  che  tutte  le  loro  parti  abbiano  una  alessa 
densità;  se  questa  circostanza  non  avesse  luogo,  bisognerebbe  cercare  separata- 
tamente  il  momento  d'inerzia  di  ciascuna  parte  omogenea,  e la  tomnia  di  lutti 
i momenti  parziali  darebbe  il  momento  d' inerzia  totale.  Nel  caso  in  cui  la  den- 
ailà  variasse  da  un  elemento  all'altro,  si  avrebbe  una  quarta  integrazione  da  ef- 
fettuare, per  la  quale  diventerebbe  essenziale  di  conoscere  la  legge  che  segue  la 
densità  negli  strali  successivi  del  solido.  Consideriamo,  per  esempio,  un  cilindro 
di  un'altezza  /(che  giri  intorno  del  suo  proprio  asse;  il  suo  momento  d’ inerzia 
è,  come  l'abbiamo  trovato  di  sopra  (n.°3),  nel  caso  di  una  densità  costante  g, 


— >r  p Ai*, 
a 

Se  1’  altezza  A aumenta  di  una  quantità  infinitamente  piccola  e diventa  h+dh  , 

l’accrescimento  corrispondente  — AVA  del  momento  d’ ioerzia  , esprimerà  il 

momento  d’  inerzia  di  uno  slrato  cilindrico  perpendicolare  all’  aste.  Ora, se  il  ci- 
lindro non  è omogeneo,  ma  composto  di  nn' infinità  di  strati  omogenei,  la  den- 
sità f sarà  funzione  dell'altezza  A,  e bisognerà,  per  ottenere  il  momento  d'iner- 
zia del  cilindro,  integrare  la  formula 

— 7t  a b*dh  , 
a 1 


la  quale  esprime  il  momento  d’  inerzia  di  uno  strato  qualunque.  Donde  si  vede 
che  il  momento  d’  inerzia  di  un  cilindro  composto  di  strati  circolari  omogenei  è 
uguale  a 

■J  rr  i'J’frf/j, 

espressione  nella  quale  p è una  fumione  di  h.  Nel  caso  io  rui  la  densità  dimi- 
nuisse come  r altezza  aumenta,  si  avrebbe,  indicando  con  p la  densità  del  primo 
slrato , 

»"T* 

e,  per  conseguenza, 

— 7r  f dh  ss  —•  rr  b%  % Log  h , 

a motivo  di 


T integrale  ilo  vendo  prendersi  di  h = o fino  ad  ftssz/i. 

ir.  Se  il  cilindro,  invece  di  avere  una  densità  variabile  nel  senso  della  sua  al- 
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lena  //,  foste  composto  di  strati  cilindrici  omogenei  v la  variazione  si  effellue- 
rebbe  nel  senso  del  suo  raggio  b%  e per  comeguema  il  momento  d'inerzia  di 
uno  qualunque  di  questi  strali  sarebbe  la  differenziale  del  momento  d’  inerzia 

— jt  t hbA  % 

2 

presa  rapporto  a b , vale  a dire 

-i-  ir  o hbldb  ; 

(limoli oche  il  momento  d' inerzia  del  cilindro  ■ densità  sal  iabile  dii eu (crebbe 


— r Affibbi. 


Fieli' ipotesi  di  una  densità,  cariando  dall'asse  alla  superficie  con veasa , in  rap- 
porto inverso  del  raggio  dello  strato  cilindrico,  si  porrebbe 

J 

fi  indicando  la  denaità  dell’  asse,  e ti  avrebbe,  pel  momento  d’  i nenia v 
ir  h $ ^b%db  =s  — ir  è 4*; 


)’ integrale  essendo  preso  tra  i limiti  b — o,  bc=b. 

sa.  Si  abbia  ancora  una  sfera  composto  di  strati  omogenei  concentrici.  Si  tro- 
verà, mediante  considerazioni  simili  alle  precedenti,  che  il  momento  d’  inerzia 
•li  uno  strato  elementare  é uguale  alla  diQéreuziale  di  quello  della  sfera  omoge- 
nea presa  rapporto  al  raggio,  vale  a dire  a 

& 

— ir  fi  alda , 


dimodoché  p essendo  uua  funzione  di  rz , il  momento  d’  inerzia  di  questa  sfera 
a densità  variabile  è 


8 

7 


r J fi  a* da. 


Ammettiamo  che  la  densità  diminuisca,  dal  centro  alla  superficie,  proporzio- 
nalmente ai  quadrati  dei  raggi  degli  strati  concentrici , e indichiamo  con  ò la 
densità  al  centro,  avremo,  per  la.  densità  di  imo  strato  qualunque, 


9 


t per  conseguenza,  pel  momento  d’inerzia  della  sfera. 


Questi  esempii  sembrano  sufficienti  a indicare  il  metodo  che  bisognerebbe  se- 
guire per  qualunque  altro  solido  e per  qualunque  altra  legge  delle  densità. 

■ 3.  Quando  il  momento  d’  inerzia  di  un  corpo,  rapporto  ad  un  asse  che  passa 
pel  suo  centro  di  gravità,  è conosciuto,  è facile  dedurne  il  suo  momento  d’iuer- 
zia  rapporto  a qualunque  altro  asse  paralello  al  primo. 

Infatti , prendiamo  il  primo  asse  per  asse  delle  * , il  centro  di  gravità  per 
origine,  e facciamo  x = a,.y=*,  le  coordinate  del  punto  ove  il  nuovo  asse  di 
rotazione  taglia  il  piano  delle  xy  al  quale  esso  è ancora  perpendicolare.  Indi- 
chiamo di  più  eoo  a la  distanza  dei  due  assi,  con  r la  dislauza  di  uua  molecola 
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elementare  al  primo  ili  qnesti  ani,  e con  r'  la  iliilanza  della  stessa  molecola  al 
aecondo.  Il  raoioenlo  d'inerzia  che  si  riferisce  al  primo  asse,  e che  é supposto 

conosciuto,  sari  ^ r*dm , e £r'*dm  sarà  quello  che  si  rapporta  al  secondo  asse. 

Ora , abbiamo 

r'^lx-r^-S)* 

= x*A-y* — a * a:— a 6y 


e , di  piti , 
dunque 


r1  = x*+y*  ; aJ=  **•+•  ;$*, 

r'1  = r*-ha%— 2 * x— 2 iy. 
Moltiplicando  tutto  per  dm  e integrando.  Tiene 

J'/-'Vwi  = fr%dm-t-fa1dm — 2 z jxdm — 2 fijydm. 

Ma  l'asse  di  grazila  essendo  sull'asse  delle  t , ne  resulta 

JrJeco,  ^ydm  = o ; 


isq.M 
di, Is 


poiché  x ed  y indicando  le  coordinate  di  un  elemento  dm  della  massa  M,  i uso- 
menti  ( Vedi  Mosi  arerò,  § II)  di  quest’  elemento , rapporto  agli  assi  delle  x e 
delle  y , sono  respellivararnle  xdm.ydm  , e coosrguenlemrnle  le  coordinale  x, 
e y, , del  centro  di  grazila  di  M debbono  essere  determinate  dall'  equazioni 


Mx,  = J'xrf/n  , My,  <=  J ydm 

[Vedi  CziiTao  di  caaziTÀ);  ora,  io  questo  caso,  le  coordinale  x, , y , sono 
nulle,  poiché  il  ceulro  di  gravità  é all'origine:  dunque  ^xdm=.o  , ^ydm  — ». 

Li'  integrale  J< Im  non  essendo  altra  cosa  che  la  massa  intera  del  corpo  thè  ab- 
biamo indicato  con  AI,  abbiamo  dunque  definitivamente 
£r'*dmc=  J"  r*dm  -+■  aJM  . 


■ v> 


vale  a dire  che  «7  momento  tC,  inerita  riferito  oì  nuovo  asse  i uguale  al  mo- 
mento d'  inerzia  riferito  al  primo , più  il  prodotto  della  massa  del  corpo  pel 
quadrata  della  distonia  del  centro  di  gravità  al  nuovo  asse. 

■ 4-  K stata  adottala  la  notazione  le1  per  rappresentare  il  rapporto  del  momento 


d' iuenia  JrV/n  alla  massa  Al  dei  mobile,  il  che  dà  all*  espressione  (/)  la  forma 


J/ldnt=  Al(W«.^. 


Diventa  cosi  czidenle  i.°  che  il  momento  il*  inerzia  riferito  ad  no  asse  qua- 
lunque, clic  passa  pel  centro  di  gravità,  é sempre  più  piccolo  di  quello  che  si 
Dii.  di  Mal.  V vi.  VI.  jl 
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riferisce  a qualunque  altro  asse  paralello  al  primo;  a.°  che  i momenti  J'  mer- 
sia,  presi  rapporto  a assi  pitale  Hi  tra  loro  ed  ugualmente  disiami  dal  centro  di 
grafita  sono  uguali , e 3.°  finalmente  che  il  ralore  di  questi  momenti  aumenta 
eoo  la  distinta  degli  assi  al  centro  di  gravità  del  corpo. 

Dobbiamo  rimanderei  per  ulteriori  particolarità  , al  Trattato  di  Meccanica 
del  signor  Poiison. 

MOMENTUM.  Fedi.  QcarriTA’  di  isoto. 

MONGE  ( Gasraaa ),  ano  dei  più  celebri  e dei  più  dotti  geometri  moderni,  nacque 
a fieaune  nel  17^6.  Li  storia  della  scienza  poche  site  rammenta  contrassegnate  da 
tanti  lavori,  da  tanta  attività, sta  tanti  successi  come  quella  di  questo  illustre  pro- 
fessore, il  cui  nome  si  conserverà  sempre  popolare  io  hrancia.il  padre  di  Mongc, 
semplice  mercante  foraneo,  ma  nel  tempo  stesso  uomo  di  molta  intelligenza,  non 
trascurò  nulla  per  l'istruzione  de' suoi  tre  figli,  cui  disposizioni  non  comuni  trae- 
vano allo  studio  delle  scienze.  La  superiorità  che  ben  presto  manifestò  il  giovine 
Gaspare,  e la  celebrità  che  in  seguito  acquistò,  hanno  fatto  dimenticare  i suoi 
fratelli,  uno  dei  quali  è stato  esaminatore  della  marina,  e l'altro  professore 
d' Idrografia  ad  Anversa.  Dal  collegio  deil'Oralorio  di  fieaune,  ove  ricevette  le 
prime  nozioni  delle  matematiche,  Mongc  fu  invialo  a quello  di  Lione  diretto  dai 
religiosi  dello  stesso  ordine,  per  compiervi  i suoi  studj.  All'età  di  sedici  anni, 
prete  posto  accanto  ai  suoi  stessi  maestri,  ed  occupò  una  cattedra  di  fisica.  Un 
ufiziale  superiore  del  corpo  del  genio,  avendo  veduto  la  pianta  di  Beaune  le- 
vata da  Munge  io  grandi  dimensioni,  senza  il  aoccorao  degli  atrumenti  più  ne- 
cessari, lo  raccomandò  al  comandante  della  scuola  di  Mézières  fondala  per  gli  ufi- 
zia  li  di  quell'arme.  Sventuratamente  le  istituzioni  di  quel  tempo  non  per- 
mettevano a Munge  d' esservi  ammesso  come  alunno.  Gli  umili  natali  e la  povertà 
di  questo  giovine,  ebe  aveva  già  manifestato  i più  grandi  talenti,  erano  allora 
ostacoli  invincibili.  Nondimeno  egli  acconsenti  ad  entrarvi  come  alunno  ajulo 
dei  lavori  e come  disegnatore.  L' ingegno  di  Monge  ai  sdegnava  della  oscurità 
alla  quale  lo  condannavano  i lavori  speciali  ai  quali  era  addetto.  Ma  anco  io 
questa  situazione  nou  tardò  a trovare  un  mezzo  per  entrare  luminosamente  nella 
carriera  delle  scoperte.  Ai  lunghi  calcoli  che  richiedeva  una  operaaione  di  diifi- 
lamenlo  sostituì  un  metodo  geometrico  e generale,  non  meno  sicuro,  ma  infini- 
tamente più  spedito,  per  giungere  alla  aoluzione  del  problema.  Non  aveia  allora 
che  diciannove  anni:  Bossut , che  professava  le  matematiche  a Mézières,  lo  ri- 
chiese per  suo  supplente,  e poco  dopo  successe  alt'  abate  ftollet  nella  cattedra 
di  fisica.  Fin  da  tale  momento  il  giovine  Monge,  sciolto  ormai  dalle  condizioni 
umilianti  che  inceppalo  arcano  i primi  suoi  passi  nella  carriera  della  scienza, 
libero  del  suo  avvenire,  si  abbandonò  a tutte  le  ispirazioni  del  suo  ingegno.  Tra 
lui  e l’illustre  Leibnilz  havvi  questo  punto  di  conformità  che  ambedue  sdegnando 
di  seguire  nei  libri  dei  loro  predecessori  o dei  loro  contemporanei  il  cammino 
della  scienza,  ai  esposero  a vedersi  rapire  « disputare  l’anteriorità  di  non  poche 
verità  da  loro  scoperte.  Cosi  Monge  scopri  la  produzione  dell’acqua  per  mezzo 
della  combustione  dell'  aria  infiammabile  senza  sapere  di  essere  stalo  prevenuto  da 
Cavendish  in  questa  importante  acoperta.  Nel  tempo  stesso  si  occupava  di  curiose 
ricerche  sui  gas,  sull’  attrazione  molecolare  , sugli  effetti  ottici , sull’  elettricità, 
bulla  meteorologia,  e gettava  nelle  matematiche  i primi  fondamenti  di  quella 
teoria  nuova  e feconda  che  ha  ricevuto  poi  il  nome  di  Geometria  descrittiva , 
e che  è uno  dei  principali  suoi  titoli  all'  ammirazione  della  posterità. 

Il  talento  di  Monge  era  essenzialmente  sintetico , e tale  è il  carattere  delle  sue 
opere  e delle  sue  scoperte.  Compendiar  tallo  per  afferrar  tutto  ad  un  sol  colpo 
d'occhio,  riepilogar  ludo  per  tutto  esprimere  in  una  sola  idea,  tale  è stata  la 
formula  costante  che  improntala  vediamo  in  tulli  i suoi  lavori.  Uua  tale  tlisposi- 
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tinne  di  ({tirilo  gli  renderli  quali  lojosa  I'  esposizione  scritta  delle  ine  ricerche 
scientifiche , e fu  soltanto  la.  necessità  di  formarsi  dei  titoli  agli  onori  accademici 
che  lo  determinò  dapprima  a pubblicare  diserte  memorie  sul  calcola  integrale. 

Fu  soltanlo  nei  17H0  che  Monge,  il  cui  nome  era  direnuto  già  celebre,  renne 
nominalo  membro  deli’  Accademia  delle  Sciente.  Questo  spirilo  ardente  e.  fiero , 
che  Della  sua  giotinetsa  arerà  dovuto  soffrire  I'  ingiustizia  dei  pregiudizi  e «tei 
ria)  delle  antiche  istilutioni  del  suo  paese,  accolse  coll' entusiasmo  che  gli  era 
proprio  le  alterante  cui  ne'  suoi  ptimordj  la  rivoluzione  francese  fece  nascere  nelle 
metili  meglio  intenzionate.  Non  dobbiamo  qui  occuparci  della  carriera  politica 
di  Monge,  quantunque  l'uomo  pubblico  non  abbia  mai  fatta  dimenticare  in  lui  il 
dotto  profondo;  basii  però  il  dire  che  nelle  grandi  circostanze  in  cui  trorosii  la 
Francia  quando  Monge  fu  chiamato  al  potere  , ei  si  mostrò  costantemente  degno 
della  venerazione  della  quale,  oggi  che  il'  tempo  comincia  a cancellare  le  imprer- 
sioni  lasciato  dalle  passioni  politiche,  viene  onorata  la  sua  memoria.  Non  « vero 
che  Monge  abbia  cooperato  00I  suo  roto  alle  morte  di  Luigi  XVI.  Nominato  mi- 
nistro della  marina  nella  insurrezione  del  to  Agosto,  egli  lo  era  ancora  al- 
I’ epoca  di  quella  deplorabile  catastrofe;  ma  fu  soltanto  come  membro  del  go- 
verno eh'  ei  dovette  concorrere  insieme  co'  suoi  colleghi  alla  esecuzione  della 
sentenza  della  Convenzione.  Gli  atti  personali  però  di  questo  dotto,  in  quell’epoca 
terribile  diilruggnno  interamente  le  ingiuste  accuse  che  in  seguita  gli  attirarono 
le  sue  funzioni  politiche,  e lo  dimostrano  degna  «otto  tutti  i rapporti  della  ri- 
conoscenza della  Francia.  Alla  sua  attività  e ai  suoi  talenti  dovette  larepubblica 
il  ristabilimento  della  marina;  ma  d'altronde,  disingannato  di  buon'oca  delle  spe- 
ranze che  lo  avevano  trascinato  nel  vortice  della  rivoluzione,  diede  la  sua  dimis- 
siono nel  mese  di  Aprile  1793.  Ei  si  affrettò  però  o rispondere  all'  appello  che 
lo  Convenzione  fece  ai  dotti,  quando  il  territorio  della  Francia  fu  minacciato  da 
un'  invasione  europea.  Ei  contribuì  grandemente  a quello  «viluppo  straordinario 
di  forze,  che  farà  lo  stupore  della  posterità  e che  salvò  alloca  il  paese  da  sven- 
ture maggiori  di  quelle  »he  ebbe  a soffrire.  Munge  passava  i giorni  t le  notti 
nelle  officine  delle  armi,  nelle  fonderie,  nelle  fabbriche  delle  polveri,  a sorve- 
gliare i lavori , a renderne  più  semplice  )'  esecuzione.  In  tale  periodo  della  sua 
vita,  di  cui  è quasi  incredibile  1' attività,  trovò  il  tempo  di  pubblicare  VArte  di 
fabbricare  i cannoni,  una  Istruzione  sulla  fabbricazione  dell  accia/o,  e final- 
mente la  sua  Geometria  descrittiva.  A Monge  è dovuta  il  ristabilimento  della 
istruzione  pubblica  in  Francia  , e fu  per  la  sua  influenza  e secondo  i suoi  piani 
cho  vennero  successivamente  fondale  le  scuole  normale  e politennira.  Alla  sua 
esperienza  negli  arlifizj  meccanici  fu  dovuto  il  trasporto  dei  capo-lavori  dell' Italia, 
che  fecero  per  alcun  tempq  il  principale  ornamento  dei  Musei  della  Francia.  Que- 
sti lavori  tanto  diversi , ed  i cui  resultati  esano  cosi  facili  ad  apprezzarsi,  (rutta- 
rono a Monge  una  grande  inQuenia  politici,  e al  suo  nome  una  popolarità  senza 
esempio:  due  volte  in  quell’epoca  ei  fu  portato  come  candidata  al  Direttorio.  Ma 
allora  l’ eutuaiasmo  di  Monge  area  cangiato  di  oggetto;  ei  si  era  affezionalo  al 
giovine  conquistatore  dell'  Italia  con  una  sincerità  che  non  si  smentì  mai.  Fere 
paste  dell’  Istituto  ih  Egitto,  e dopo  essersi  distinto  in  quella  memorabile  spedi- 
zione pel  suo  zelo  per  la  scienza  , tornò  a riprendere  pacificamente  il  tuo  posto 
di  professore  nella  scuola  politennica  i cui  alunni  lo  salutarono  col  titolo  di  pa- 
dre. Fu  per  lui  un  dispiacere  amarissimo  1'  organizzazione  militare  che  sotto 
Napoleone  cangiò  lo  spirito  e lo  scopo  di  quella  gloriosa  istituzione.  In  quella 
circostanza  ei  lottò  coraggiosamente  contro  la  volontà  del  ano  eroe,  e uon  polendo 
trionfare  della  sua  ostinazione,  rilasciò  il  soo  appuntamento  di  professore  agli 
aluuni  poco  favoriti  dalla  fortuna,  cui  assurdi  regolamenti  avrebbero  allontanato 
dalla  scuola.  L'ammirazione  di  Monge  per  Napoleone  non  fu  uua  di  quelle  pa- 


Digitize 


ly  Google 


580  M 0 N 

linodie  vergognose  e servili  che  segnano  tante  macchie -nella  storia  moderna.  Il  suo 
carattere  nobile  c disinteressato  non  si  smentì  mai,  e Tu  soltanto  in  nome  della 
loro  antica  amicizia  che  I*  imperatore  giunse  a trionfare  della  sua  abnegazione  c 
a fargli  accettare  gli  onori  dei  quali  lo  ricolmò.  Mnuge  fu  successivamente  pro- 
mosso alla  dignità  di  senatore,  a quella  di  conte  di  Pèlusio , ricevè  il  cordone  di 
grande  ufficiale  della  Legione  d'Onore  e della  Riunione,  e fu  provvisto  di  un 
ricco  majorascato  in  Vestfalia.  La  caduta  deir  impero,  lo  smembramento  della 
scuola  politennica,  il  bando  dato  ai  convenzionali,  la  cancellazione  non  meno 
ingiusta  che  arbitraria  del  suo  nome  dall’  Istituto , lo  colpirono  nel  più  profondo  del 
cuore:  ei  cadde  in  una  tetra  malinconia,  e non  fece  che  condurre  un’esistenza  pe- 
nosa e languente  fino  al  28  Luglio  1818,  giorno  in  cui  morì  portando  nella  tomba  il 
dolore  il  piu  vivo  dei  suoi  amici  e la  stima  dei  suoi  nemici  politici.  I limili  che 
ri  sono  imposti  non  ci  permettono  di  dare  una  maggiore  estensione  a questi  rapidi 
cenoi  sulla  vita  e sulle  opere  di  Monge*,  egli  è fortunatamente  di  quel  ristretto  nu- 
mero di  uomini  il  cui  nome  basta  a rammemorarne  la  fama, e che  facendo  parte  della 
gloria  di  un  paese  non  ha  bisogno  che  di  esser  pronunziato  per  fare  conoscere  i 
suoi  titoli  alla  celebrità.  Le  opere  che  Monge  ha  pubblicato  separatamente  sono  : 

I Traitt i dldmentaire  de  statique  , Parigi,  178G,  in-8;  ivi , «83$  , in-8,  7.*  edrz. 

II  Description  de  rari  de  Jnbriquer  ìes  canon s , ivi,  anno  II,  in-4  ; IH  Lecons 
de  geometrìe  descrittive , ivi,  anno  VII  ; ivi,  i8i3,  in-4 , 3.*  edit.;  ed  ivi,  1814  , 
4-"  edrz.,  con  un  supplemento  di  Hachetle,  che  pubhlicò  poi  separatamente  un 
secondo  supplemento  nel  1818;  IV  Application  de  Vanalyse  à la  geometrie  des 
surfaces  du  premier  et  du  deuxième  degré , 4**  ediz.  » Parigi,  *809,  in-4«  Si 
leggono  inoltre  numerose  ed  interessanti  memorie  di  Monge  sopra  diverse  parti 
delle  scienze  matematiche  e fisiche  nella  Raccolta  dei  socj  stranieri , e nelle  Me- 
morie dell’  Istituto  e dell'Accademia  delle  Scienze.  Su  questo  dotto  può  consul- 
tarsi ancora  V Elogio  che  ne  ha  scritto  Berlhollet , e P Essai  historique  sur  les 
Services  et  les  travaux  scientifiques  de  Monge , del  barone  Duftin. 

MONOCORDO  ( Acust . ).  Strumento  composto  di  una  sola  corda  sonora  di  cui  si 
servivano  gli  antichi  per  determinate  i rapporti  numerici  dei  suoni.  All*  articolo 
Armonica  abbiamo  esposto  questi  rapporti. 

MONOMIO  ( Alg . ).  Quantità  composta  di  una  sola  parie  o di  un  solo  termine,  co- 
me a% . ax , a%bx  , ec.  ( Vedi  Binomio). 

MONTANARI  (Grminiaro),  celebre  astronomo  italiano,  nato  a Modena  nel  iG32, 
professò  lungo  tempo  e con  molto  grido  le  matematiche  nelle  università  di  B«» 
logna  e di  Padova,  e mori  in  quest' ultima  città  il  i3  Ottobre  1687.  Le  opere 
sue  principali  sono:  I Discorso  accademico  sopra  la  sparixione  di  alcune 
stelle , ed  altre  novità  scoperte  nel  cielo , Bologna,  1672,  in-4  ; II  Ephemerir 
Lansbergiana  ad  anttum  16G6;  item  de  solis  hypotesibus  et  refractionibns  si- 
derum\  III  II  Mare  Adriatico  e sue  correnti  esaminate , e la  natura  dei 
fiumi  scoperta  e con  nuove  forme  di  ripari  corretta ; opera  imperlante  e re- 
putatissima,  inserita  nella  Raccolta  di  autori  che  trattano  del  moto  delle  acque . 
stampata  a Parma,  tom.  1.  Per  altre  particolarità  sulla  vita  e sugli  scritti  di 
questo  dotto  deve  ricorrersi  alla  di  lui  vita  inserita  da  Fabroni  nelle  sue  f^tae 
I tn/orum , ed  alla  Biblioteca  modenese  di  Tiraboschi. 

MONTMORT  (Pietro  R£mond  di),  dotto  matematico,  nato  a Parigi  nel  1G78  da 
nobile  famiglia , fu  destinato  dapprima  alla  magistratura  ; ma  l'inclinazione  sua  alle 
scienze  esatte  gli  fere  abbandonare  Io  studio  della  legge  per  dedicarsi  onninamente 
a quello  delle  matematiche.  L'ardore  suo  per  tali  scienze,  di  cui  apprese  gli  elementi 
da  Carré  e da  Guisnée,  gli  fece  fare  rapidi  progressi.  Strinse  amicizia  coi  dotti  piu 
illustri  del  suo  tempo  e Ira  gli  altri  col  sommo  Newton.  Intrapreso  avendo  a colti- 
vare in  particolare  la  teoria  delie  probabilità,  di  cui  fiuo  allora  nessun  geometra 
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eveva  trillato  con  una  corta  estensione,  pubblicò  nel  1708  il  suo  Saggio  sui  giuochi 
d' azzardo , opera  che  ebbe  meritamente  un  grande  incontro,  non  solo  per  la  novità 
del  soggetto,  ma  ancora  per  i bei  teoremi  che  ivi  per  la  prima  volta  si  trovano 
espiteli  e dimostrati  sul  calcolo  delle  corabinaiioni  e delle  probabilità.  Di  tate  opera 
Montatori  pubblicò  in  seguilo  una  nuova  edizione  col  titolo  di  Essay  d' analyse  sur 
Ics  jeux  de  haiard , Parigi,  1713,  in-4,  cou  grandi  aggiunte.  Egli  è pure  autore  di 
un  trattato  delle  serie  infinite , che  Taylor  suo  amico  fece  stampare  nel  1717  nelle 
Transazioni JilosoJiche.  Questo  geometra  morì  a Parigi  il  7 Ottobre  1719. 

MONTUCLA  (Giovanni  Stefano  ).  Questo  dotto  storico  delle  scienze  matematiche 
nacque  a Lione  nel  1725,  fece  i suoi  studj  nel  collegio  dei  Gesuiti  di  questa 
città,  e di  buon  ora  vi  si  distinse  per  la  sua  applicazione  allo  studio  e per  U 
rapidità  dei  suoi  progressi.  Manifestò  soprattutto  disposizioni  particolari  per  la 
scienza  della  quale  imprese  in  seguilo  a scriver  la  storia,  c per  le  lingue  stra- 
niere chn  con  roaravigtiosa  facilità  apprendeva.  Montucla,  di  famiglia  povera , ri- 
mase orfano  all*  età  di  sedici  anni,  e si  recò  a Parigi  non  tanto  per  terminarvi  la 
sua  educazione  che  per  procacciarsi  dei  mezzi  di  sussistenza.  L*  eccellente  suo  ca- 
rattere, e 1*  estensione  delle  sue  cognizioni  in  età  così  tenera,  risvegliarono  a »un 
favore  1*  interesse  di  vari  dotti,  tra  i quali  si  contano  d' Alembert,  Cochin,  Le- 
blond  , ec.  : i loro  consigli  non  meno  che  l’appoggio  loro  gli  furono  gli  gran 
vantaggio.  Ammesso  nel  numero  dei  collaboratori  della  Ga zzet ta  di  Francia,  gior- 
nale che  godeva  allora  di  una  grande  celebrità  letteraria,  ed  al  coperto  ormai 
dal  bisogno,  cominciò  a raccogliere  i materiali  per  la  sua  Storia  delle  matema- 
tiche , opera  uon  meno  vasta  che  importante,  che  P erudizione  sua  e le  profonde 
sue  cognizioni  delle  teorie  le  più  elevale  della  scienza  lo  rendevano  atto  a com- 
porre. La  prima  edizione  comparve  nel  1758.  In  questo  libro  si  ammira  l’esten- 
sione delle  ricerche  e la  chiarezza  colla  quale  sono  esposte  le  scoperte  successive 
fatte  nei  diversi  rami  della  scienza.  Ciò  non  ostante  il  piano  generale  dell'opera, 
la  migliore  e la  più  compiuta  che  ancora  si  abbia  su  tale  interessante  argomento, 
non  é al  coperto  Ja  qualunque  rimprovero.  Il  racconto  troppo  spesso  si  trova 
interrotto  da  lunghe  dissertazioni  e dalla  esposizione  di  teorie  delle  quali  ba- 
stava che  1*  autore  stabilisse  I*  origine,  il  cammino  e i progressi.  Vi  si  deside- 
rano pure  delle  vedute  generali  più  filosofiche  ed  una  classificazione  più  cronolo- 
gica e più  metodica  dei  falli:  imperocché  è troppo  interessante  ed  istruttivo  il 
seguire  gli  svilup(»c  dello  spirito  umano  net  loro  complesso;  e la  gran  lezione 
che  deve  ricavarsi  da  questo  quadro  maraviglioso  riesce  meno  facile  a cogliersi 
quando  si  deve  risalire  il  corso  dei  secoli  in  ciascun  ramo  del  sapere.  Moulucl* 
lavorava  sulla  seconda  edizione  di  quest'opera,  quando  dopo  lunghe  vi« issit uditi i 
moli  a Versailles  il  18  Dicembre  1799.  Fu  Lalande  che  s'incaricò  di  terminare 
l'opera  di  Montucla,  ma  deve  confessarsi  che  non  è sempre  stalo  così  felice  come 
il  suo  amico:  gli  ultimi  due  volumi  ai  quali  ebbe  parte  sono  mollo  inferiori  ai 
due  primi  sotto  tutti  i rapporti.  Nulladimeno  la  Storia  delle  Matematiche  «li 
Montucla  rimarrà  come  un  raro  monumento  di  erudizione  e di  sapere,  finché 
questo  importante  soggetto  non  venga  trattato  di  nuovo  da  qualche  abile  scrit- 
tore , cui  non  spaventino  le  difficoltà  inoumerubili  di  un  simile  lavoro.  Monlucl.i 
era  membro  dell*  Accademia  di  Berlino  e dell*  Istituto  fino  dalla  sua  creazione. 
Oltre  l'opera  di  cui  abbiamo  parlato,  si  ha  di  lui:  I ffistoire  des  recherchet 
sur  la  quadrature  du  cercle , Parigi,  1754,  in-ia;  ivi,  i83o,  in-8;  11  Rtcréa- 
tions  mathematiques  d'Ozanam,  nuova  ediz.  Parigi,  1778,  \ voi.  in-8.  Il  titolo 
di  quest’opera  porta  le  lettere  iniziali  C.  G.  F.  che  significano  Chanla  Geome- 
tra Foresinno , dal  nome  di  una  piccola  tenuta  clic  la  famiglia  di  Montucla  aveva 
posseduto  nel  Forez.  Su  questo  dotto  si  cousuiti  il  quarto  volume  della  Storia  delle 
Matematiche,  che  contiene  uu  estratto  del  suo  elogio  scritto  da  Saviniauo  Lcbloud. 
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MOTO.  { Mtc Si  chiama  coli,  lo  italo  di  un  corpo  la  cui  dialanta  rapporto  ad 
un  punto  fisso  cangia  continua  nenie.  (V edi  Meccanica). 

La  materia  inorganica  non  essendo  capace  di  del  erm  inazioni  interne,  qualun- 
que molo  suppone  una  forza  esterna  che  lo  produca;  come  pure  qualunque  in- 
terruzione di  moto  suppone  una  forza  contraria  che  lo  distrugga;  poiché  la  ma- 
teria non  può  da  se  stessa  cangiare  il  ano  stato.  Questi*  perseveranza  dei  corpi 
materiali  nel  loro  stato  di  riposo  o di  moto,  dipende  dalla  legge  d' inerzia,  U quale 
non  solamente  resulta  dall'  indifferenza  della  materia  per  uuo  stato  qualunque, 
ma  ancora  dalle  forze  primitive  che  la  costituiscono.  ( V odi  Natoia). 

Qualunque  moto  può  considerarsi  sotto  il  rapporto  della  sua  direzione. , cioè; 
lotto  il  rapporto  dello  spazio  descritto  come  tendenza  verso  uno  slesso  punto.  Se 
il  corpo  in  moto  non  obbedisce  che  ad  una  sola  lorza  o a più  similmente  dirette  » 
esso  si  muove  con  un  moto  semplice  ^ o la  sua  direzione  è una  linea  retta*  Se 
il  moto  è prodotto  dall'azione  simultanea  di  più  forze  differentemente  dirette, 
esso  diventa  composto  , e segue  una  direzione  media  tra  tutte  quelle  delle  forze 
concorrenti,  e questa  direzione  è ancora  una  lineo  retta  , quando  il  rapporto  delle 
forze  non  cangia  in  tutto  il  tempo  del  moto,  ma  se  questo  rapporto  varia,  la 
direzione  varia  ancora;  il  molo  si  effettua  allora  in  linea  curva,  o secondo  por- 
zioni’di  linee  rette,  che  formano  insieme  angoli  più  Q rneuo  ottusi.  Per  render 
ciò  più  sensibile,  consideriamo  un  punto  materiale  A { Tav.  CLXV1  , Jig.  i) 
sottoposto  all'azione  di  due  forte;  di  cui  una  tende  a fargli  prendere  la  direzione 
AM,  e l’altra  la  direzione  AN.  Se  rappresentiamo  con  AC  intensità  della  prima 
forza  o lo  spazio  che  essa  tende  a far  percorrere  al  punto  A nell’  unità  di  tem- 
po, eoo  AD,  P intensità  della  seconda  forza,  e che  si  costruisca  il  paralello- 
graramo  ACBD,  la  direzione  reale  del  punto  A sarà  la  diagonale  AB,  la  cu»  gran- 
dezza rappresenterà  nell'istesso  tempo  V intensità  della  forza  unica  che  possiamo 
supporre  sostituita  alle  due  forte  in  questione.  ( Vedi  Fotta).  Ora,  se  il  rap- 
porto delle  due  forte  primitive  è invariabile,  il  punto  A continuerà  a muoversi 
nella  direttone  AP,  cioè  sempre  in  linea  retta:  ma  se,  al  contrario,  il  rapporto 
delle  forze  varia  e che  al  punto  B , P intensità  della  prima  forza  essendo  Sempra  BC' 
o AC,  quella  della  seconda  diventi  BlV  , dovremo  contiderare,  in  questo  punto 
B,  il  pnnto  materiale  come  sottoposto  all'  azione  delle  due  forze  BC'  e BD' , ov- 
vero solamente  a quella  della  loro  resultante  BB',  cosi  la  direzione  del  molo  che 
aveva  luogo  seguendo  la  retta  AB,  si  spezzerà  in  B per  diventare  BB'  e così  in 
seguito.  Diviene  dunque  evidente  che  nel  caso  in  cui  il  rapporto  delle  due  forze 
cangiasse  ad  ogni  istante,  la  direzione  varierebbe  ugualmente  ad  ogni  istante  e 
lo  spazio  descritto  sarebbe  una  linea  curva;  ciò  che  abbiamo  detto  per  due  forze 
si  applica  con  facilità  ad  un  nomerò  qualunque  di  forze. 

Il  molo  in  lìnea  curva  non  peò  dunque  mai  essere  1’  effetto  di  una  sola  forza  : 
non  basta  anche  che  vi  siano  più  forze  che  agiscano  nello  stesso  tempo,  bisogna 
di  più  che  queste  forte  cangino  di  rapporto  tra  loro. 

Premesso  ciò  passiamo  a considerare  il  moto  rettilineo,  e quindi  il  curvilineo. 

i.  Moto  rettilineo.  Quando  un  mollile  , che  provvisoriamente  considereremo 
come  un  punto  materiale,  si  muove  nello  spazio,  esso  percorre  una  linea  reità 
o curva  chiamata  la  sua  traiettoria.  Se  la  traiettoria  è una  linea  retta,  il  moto 
dicesi  rettilineo  ; se  està  è un»  linea  curva,  il  moto  dicesi  curvilineo. 

Il  moto  rettilineo  è uniforme  o variato , secondo  che  il  mobile  percorre  o non 
percorre  porzioni  uguali  della  sua  traiettoria  in  intervalli  uguali  di  tempo. 

a.  Si  chiama  velocità , nel  moto  uniforme,  lo  spazio  percorso  dal  mobile  in  un 
intervallo  di  tempo  preso  per  unità. 

3.  L'unità  di  tempo  è interamente  arbitraria;  ed  è solamente  essenziale  d'im- 
piegare sempre  lo  stesso  tempo  quando  vogliamo  paragonare  i moli  di  più  tno- 
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bili.  Siccome,  quali  generalmente  è italo  adottalo  il  secondo  sessagesimale  per 
unità,  quando  parleremo,  in  quello  che  segue,  della  velocità  di  uo  mobile,  tu- 
tenderemo  sempre  lo  spaxio  die  esso  percorre  uuiformemcnle  in  uu  secondo  di 
tempo . 

4.  Se  indichiamo  con  V la  velocità  di  un  mobile  , vale  a dire  lo  spaxio  che 
«io  percorre  nell’  unitli  di  tempo,  lo  spaxio  percorso  in  due  uniti  sari  aV  ; lo 
spaxio  percorso  in  tre  uniti,  3V,  e cosi  di  seguito.  In  generale  lo  spaxio  per- 
corso dallo  stesso  mobile  io  un  tempo  T sari  TV , dimodoché  indicando  cou  E 
quest'  ultimo  spaxio  , avremo  1’  equaxione 

E = TV (.), 


la  quale  racchiude  tutta  la  teoria  del  moto  uniforme. 

5.  V equaxione  (1)  di  le  due  relaxioni  particolari. 


la  prima  delle  quali  significa  che  la  velocità  i eguale  allo  Spatio  diviso  per  il 
tempo , e la  seconda  che  il  tempo  i uguale  allo  spatio  diviso  per  la  velocità. 

È essenxiale  oiserrare  che  con  queste,  parole  spatio,  tempo , velocità , bisogna 
sempre  intendere  i numeri  astratti  che  indicano  il  rapporto  di  ciascuna  di  que- 
ste quintili  con  l’unità  delta  sua  specie.  Per  esempio,  se  si  domandasse  qual' è 
la  velociti  di  uu  mobile  che  percorre  uniformente  xao  metri  in  3o  secondi  , si 
avrebbe 


V 


120 

3o 


4. 


e questo  resullamenlo  4,  riferito  all’  unità  di  spaxio  che  in  questo  Caso  è il 
metro , farebbe  conoscere  che  la  velociti  cercata  è di  4 metri  per  secondo.  Ugual- 
mente, se  si  trattasse  di  trovare  il  tempo  che  bisogna  ad  un  mobile,  la  cui  ve- 
lociti è di  5 metri  per  secondo,  per  percorrere  2000  metri,  si  avrebbe 


T ES 


2000 

_=4oo, 


e il  resullamenlo  4°°  > riportato  all’unità  di  tempo,  farebbe  conoscere  che  il 
tempo  domandalo  ì di  400  secondi,  ovvero  di  6 minuti  « 4°  secondi. 

6.  1/ equaxione  (1)  di  il  roexxo  di  risolvere  facilmente  tutti  i problemi  relativi 
al  moto  rettilineo  e ooiforme  dei  corpi.  Ci  contenteremo  di  darne  un  solo  esempio. 

Conoscendo  le  velocità  di  due  mobili  che  partono  nel  medesimo  tempo  da 
due  punti  differenti  della  stessa  retta  che  essi  percorrono , trovare  il  tempo 
del  loro  incontro. 

Siano  A e B ( Tav . CXC1X,  fig.  7)  i punti  di  pxrtraxa,  C quello  d’ineootro, 
e V e V'  le  velociti  respetlive.  Nell’ intervallo  di  tempo  cercato  T , il  primo  mo- 
bile avendo  percorso  lo  spaxio  AC,  e il  secondo  lo  spaxio  BC , si  ha,  in  virtù 
della  legge  (1) , 

AC=VT,  BC  = V'T. 

Esprimiamo  con  a la  distanta  AB  dei  due  mobili  all'istante  donde  s’ incomin- 
cia a contare  il  tempo  T,  e facciamo  BC  = m,  il  che  di  AC  = a — m,  e per 
conseguente 

u-ataVT,  msaV'T. 
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Si  deduce  da  queste  uguaglianze 

a — V'T  = VT  ; 

e,  da  questa  si  ha 

T °L 

V -hV'1 


vale  a dire  che  il  tempo  cercato  è uguale  alla  distanza  iuiziale  divisa  per  I* 
somma  della  velocità. 

Se  i due  mobili,  invece  di  andare  incontro  l'uno  all'altro,  si  muovessero  nel 
medesimo  senso,  si  avrebbe,  facendo  sempre  la  distanza  iniziale  AB  = a e lo 
spazio  percorso  dal  secondo  mobile  BC  = m , 

A = a-f-m. 

Il  valore  di  T sarebbe 

1 — v — V'’ 


valore  che  può  essere  positivo,  infinito  o negativo,  secondo  che  V > V',  V =V', 
V V'.  Nel  primo  caso,  i mobili  s1  incontreranno  in  uu  dato  punto  C ; nel  secondo, 
essi  noti  hanno  potuto  e non  potranno  mai  incontrarsi,  e nel  terzo,  il  lorp  in- 
contro a\ra  dovuto  aver  luogo  avanti  1'  istante  in  cui  la  loro  distanza  era  AB, 
vale  a dire  avanti  1’  istante  a partire  dal  quale  si  conta  il  tempo  T. 

7.  Il  moto  si  chiama  variato  quando  il  mobile,  dopo  aver  percorso  un  dato 
spazio  in  un  tempo  determinato,  percorre  inseguito  in  un  intervallo  di  tempo 
uguale  uno  spazio  più  grande  o più  piccolo;  se  lo  spazio  è più  grande,  si  dice 
che  il  moto  è accelerato  ; nel  caso  contrario,  si  dice  che  esso  è ritardato. 

Le  variazioni  di  moto  possono  effettuarsi  in  due  maniere,  cioè:  in  intervslli 
finiti  di  tempo  ovvero  in  una  maniera  discontinua,  e in  intervalli  infinitamente 
piccoli  di  tempo  ovvero  in  una  raauiera  continua.  Nel  primo  caso,  il  moto  è una 
riunione  di  moli  uniformi  parziali,  dei  quali  possiamo  trovare  tutte  le  circo- 
stante per  mezzo  della  legge  (1)  del  moto  uniforme;  nel  secondo,  il  molo  è sot- 
toposto ad  altre  leggi*  Ed  è principalmente  al  molo  le  cui  variazioni  sono  con- 
tinue che  si  applica  l'epiteto  di  varialo. 

8.  Si  chiama  velocità  di  un  molo  larialo  ad  un  dato  ulanle,  la  velociti  che 

«irebbe  il  mobile,  re,  a partire  da  quealo  Utante , il  juo  ruolo  divenlatse  uni- 
forme.  i 

9.  Quando  la  velocità  cresce  o diminuisce  per  gradi  uguali,  il  molo  si  chwnw 
uniformemente  variato ; esso  e uniformemente  accelerato  nel  primo  caso,  e 
uniformente  ritardato  nel  secondo. 

Indichiamo  eoo  g l'accrescimento  costante  della  velocità  che  ha  luogo  nel- 
1’unilà  di  tempo;  in  modo  che  se,  dopo  un  tempo  qualunque  t'  a partire  » ‘ 
T origine  del  molo  , la  velocità  del  mobile  fosse  a , osa  sarebbe 

A-+-  g dopo  il  tempo  , 

n-hsg /'-t-u  . 

«-+-3* /f-+-3  , 

cc. , . . . . ec. . 

c,  in  generale. 

a-+‘fg  dopo  il  tempo  /*-W. 
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Se  con  f si  esprime  quest*  velociti,  avremo  1'  equazione  fon  ila  meni  ale 
vsza'-htg (a) , 

nella  quale  basta  ilare  il  segno  — alla  quantità  g , per  passare  da  un  moto  uni- 
formemente acceleralo  ad  un  moto  uniformemente  ritardato. 

Per  trovare  ora  la  relazione  che  esiste  tra  il  tempo  e lo  spazio  nel  moto  uni- 
formemente variato,  si  chiami  e lo  spazio  percorso  dal  mobile  dal  principio  del 
tempo  f,  fino  all’  istante  in  cui  esso  ha  la  velocitò  v , e osserviamo  che  questo 
spazio  crescerà  di  una  quantità  infinitamente  piccola  c/e,  in  una  durala  di  tempo 
infinitamente  piccola  de , nella  quale  potremo  considerare  il  moto  come  uniforme, 
c dovuto  alla  velocità  9 : ora,  nel  moto  uniforme,  lo  spazio  è il  prodotto  della 
velocità  per  il  tempo;  dunque 

de  ss  vdl. 

Sostituendo  invece  di  s>  il  suo  valore  (2),  verrà 

de^adl-t-gtdi  , 

donde  ne  ricaveremo,  integrando, 

essqf-t-  (3). 

Non  vi  è bisogno  di  aggiungere  costante,  poiché  e dev’essere  nulla  quando  rso. 

L*  equazioni  (1)  e (2)  racchiudono  tutta  la  teoria  del  molo  uniformemente  va- 
riato; questo  moto  sarà  accelerato  o ritardato  secondo  che  la  quantità  g sarà  po- 
sitiva o negativa;  esso  diventerebbe  uniforme  se  fosse  gt=o. 

Se  la  velocità  a del  mobile,  al  principio  del  tempo  /,  fosse  nulla,  le  due 
equazioni  fondamentali  (2)  e (3)  diventerebbero 

- 1 , 

9Z=gty  **=—£*  • 

In  questo  caso,  il  mobile  partirebbe  dal  riposo,  e il  suo  moto  non  sarebbe 
dovuto  che  all’ azione  della  sola  forza  acceleratrice  costante,  della  quale  si  rap- 
presenta V intensità  con  la  velocità  che  essa  produce  nell’ unità  di  tempo,  vale 
a dire  cou  g.  L’  espressione  di  questa  forza  acceleratrice  è mediante  ciò 

£ = “ (4)- 

Non  entreremo  in  maggior»  particolarità  sopra  una  teoria  già  sviluppala  alle 
parole  Accet.aa.vro  e Forza. 

10.  Quando  gli  accrescimenti  di  velociti  non  »ono  gli  stessi  in  intervalli  di 
tempo  ogutli,  il  molo  li  dice  variato  in  un  modo  qualunque,  e a’  intende  aera- 
pre  per  la  velocità  di  questo  moto  , ad  un  filante  determinato  , quella  che  avrebbe 
luogo  te,  a partire  da  quest' litanie , il  molo  diventasse  uniforme;  dimodoché  é 
facile  vedere  che  si  ha  sempre  la  relazione  de  — vdt  tra  lo  spazio,  il  tempo  e 
la  velocità.  Ma,  gli  accrescimenti  di  velocità  essendo  differenti  per  due  inter- 
valli di  tempo  uguali,  per  quanto  piccoli  possano  essere  quest’ intervalli , perciò 
solamente  prendendo  un  intervallo  di  tempo  infinitamente  piccolo  possiamo  con- 
siderare la  velocità  come  crescente  per  gradi  uguali  nel  tempo  della  sua  durata; 
roii,  indicando  coi.  y I' accrescimento  costante  di  velocità  che  ha  luogo  a eia- 
Dii.  ili  a/al.  Val.  VI.  7f 
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icunu  iilanlc  dell’ intervallo  dt , e che  (initce  per  produrre  uo  accreicimento  to- 
tale <A>  nella  durala  di  quest'intervallo,  avremo,  mediante  la  legge  («• 


c siccome  questa  velociti  v è 1’  effetto  della  forza  Tariate  e rappresenta  la  sua 
internila  ( Vedi  Forza),  potremo  dire  che  la  grandezza  di  una  forza  variala  in 
in  un  modo  qualunque  è uguale  alla  derivata  differenziale  della  velocità  presa 
rapporto  al  tempo. 

Sostituendo,  uel  valore  di  y,  quello  di  v dedotto  dall*  equazione  de=.vdt, 

cioè  : 


de 

'di' 


osservando  che  dt  è una  quantità  costante,  verrà 


(5). 


Questa  è l'espressione  generale,  in  funzione  del  tempo  e dello  spazio,  della 
forza  acccleratrice  che  produce  un  moto  varialo  io  un  modo  qualunque.  Abbiamo 
già  dedotte  altre  considerazioni,  alla  parola  Accelerato,  e in  questo  punto  uon 
le  rammentiamo  che  pel  solo  motivo  che  ne  faremo  uso  inseguito. 

il.  Moto  curvilineo  II  moto  prodotto  da  una  sola  forza  o da  più  forze,  che 
agiscono  in  una  stessa  direzione,  essendo  necessariamente  rettilineo,  qualunque 
molo  che  non  si  effettua  in  linea  retta  esige  il  concorso  di  più  forze  che  agi- 
scano in  direzioni  differenti.  Esaminiamo  le  circostanze  generali  di  un  tal  con- 
corso. 

Sia  un  punto  mobile  M ( Tao.  CXCI X^Jig.  8),  sollecitalo  da  due  forze  islan- 
latiee  P c Q nelle  direzioni  AP  e BQ;  prendiamo  sopra  queste  direzioni  le  parli 
MA  ed  MB,  tali  che  la  prima  rappresenti  la  velocità  uniforme  dovuta  alla  forza 
P,  ovvero  lo  spazio  che  essa  farebbe  percorrere  al  mobile  nell*  unità  di  tempo, 
se  essa  agisse  sola,  e che  la  seconda  rappresenti  ugualmente  la  velocità  dovuta 
alla  forza  Q quando  agisce  isolatarocnle.  Costruiamo  sopra  queste  due  velocità  il 
parnlellogrammo  MAKB,  la  sua  diagonale  MR  sarà  la  direzione  della  resultante 
delle  forze  P e Q,  e rappresenterà  la  velocità  con  la  quale  il  punto  M si  muo- 
verà  uniformente  sopra  questa  direzione  nell’ unità  di  tempo  ( Vedi  Resultasti)- 
Supponiamo  ora  che  giunto  in  M' , per  l’azione  della  resultante  R delle  due 
forze  P e Q,  il  mobile  riceva  nella  direzione  M/S  l’impressione  di  una  nuova 
forza  istantanea  S,  capare  di  fargli  percorrere  Io  spazio  M'B'  nell’unità  di  tem- 
po; allora,  invece  di  percorrere  M'A'  = MR,  il  mobile  prenderà  la  direzione 
M'R'  della  diagonale  del  paralellngrammo  costruito  sopra  le  velocità  MfA.r  e 
M'B  , e continuerà  a muoversi  uniformemente  in  questa  direzione  con  la  velo- 
«ita  MrR'.  Se,  giunto  in  M",  ove  esso  tende  a descrivere  M',A"s=MrR/  nel- 
P unità  di  tempo,  una  nuova  forza  istantanea  viene  ancora  ad  «gire  sopra  di 
esso  nella  direzione  M"T , e tende  a fargli  descrivere  M^T  nello  stesso  tempo, 
la  sua  direzione  si  spezzerà  di  nuovo,  esso  descriverà  la  diagonale  del  p** 

rulcllogratnmo  M"A"R"B",  e com  di  seguito;  dimodoché,  in  virtù  dellediversc 
impulsioni  che  avià  ricevuto,  il  mobile  avrà  descritto  i lati  MB',  » 

M"M"' , ec. , di  un  poligono. 

Per  passare  da  questa  specie  di  molo  in  linea  spezzata  ad  nn  molo  curvilineo, 
basta  supporre  che  1’ impulsioni  successive  siano  date  senza  interruzione,  come 
quelle  che  sono  prodotte  da  una  forza  costante,  poiché  i lati  del  poliguiio  ili*®0' 
tano  allora  infinitamente  piccoli  , ed  esso  si  cangia  tu  linea  corvè* 
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ia.  Qualunque  moto  curvilineo  esige  dunque  il  concorso  almeno  di  una  forza 
accelerai rice.  Il  caso  più  semplice  di  questo  moto  è quello  in  cui  il  mobile  non 
è sollecitato  che  da  due  forte,  una  istantanea  e 1’  altra  costante;  per  esempio, 
se  la  forza  istantanea  P,  che  tende  a dare  al  punto  M uoa  velociti!  uniforme 
nella  direzione  MP , si  trova  combinata  con  una  forza  acceleratrice  che  agisca 
nella  direzione  MQ , le  successive  impulsioni  di  quest’ ultima  succedendosi  in  in- 
tervalli infinitamente  piccoli  di  tempo,  i punti  M,  M',  SI",  ec. , nei  quali  la 
direzione  del  mobile  cangia  a ciascuna  impulsione,  si  seguono  immediatamente, 
e il  mobile  descrive  uua  curva  i cui  lati  infinitamente  piccoli  MM' , M'M" , 
M"M'",  ee. , ne  sono  gli  elementi. 

t3.  Se  la  forza  acceleratrice  cessasse  di  agire  iu  puuto  qualunque  SI"  della 
curva  , è evidente  che  il  mobile  continuerebbe  a muoversi  con  la  sua  ultima  ve- 
locità nella  direzione  M"R"  , prolungamento  dell’ultimo  elemento  di  curva  M'M", 
vale  a dire  che  esso  scapperebbe  per  la  tangente  della  curva  nel  punto  SI". 

Si  chiama  velocità  di  un  moto  curvilineo,  ad  un  istante  determinato , la  ve- 
locità effettiva  che  avrebbe  il  mobile,  se,  in  quest'istante,  il  moto  diventasse 
rettilineo  ed  uniforme,  vale  a dire  se  tutte  le  cause  che  l'anno  variare  la  velocità 
e la  direzione , del  mobile  venissero  a cessare , e che  esso  continuasse  a muoversi 
uniformemente  sopra  la  tangente  della  sua  trajettoria,  al  punto  ove  esso  si  trova 
nell’  istante  che  si  considera. 

14.  Per  determinare  le  diverse  circostanze  del  molo  di  un  punto  materiale 
nello  spazio,  bisogna  riportare  la  sua  trajettoria  a tre  piani  coordinali,  il  che 
permette  di  assegnare  a ciascuno  istante  la  posizione  delle  proiezioni  del  mobile 
sopra  i tre  assi  Rasi.  Possiamo  allora  considerare  ciascuna  projezione  come  un 
punto  mobile  che  segue  il  punto  materiale  nel  suo  moto  , e si  trova  legato  con 
etto;  dimodoché  tutte  le  questioni  relative  al  moto  curvilineo  si  riducono  alla 
ricerca  delle  leggi  di  tre  moti  rettilinei.  Cerchiamo  di  rischiarare  questa  teoria 
considerando  ancora  la  trajettoria  del  mobile  come  una  linea  spezzata  OMM'M",  ec.  - 
( Tav.  CC , Jig.  ij,  della  quale  esso  percorre  successivamente  i lati  OM,  MM', 
M'M",  ec. , con  velocità  uniformi,  per  ciascun  lato  in  particolare,  ma  che  va- 
riano a misura  che  esso  pasta  da  un  lato  sull’  altro. 

Riportiamo  questa  linea  ai  tre  assi  rettangolari  OX , OY , OZ  ; immaginiamo 
che  l'origine  O sia  il  punto  di  partenza  dei  mobile,  e conduciamo  le  rette 
M/n  , M 'm' , M"ra"  , ec. , perpendicolari  all’  asse  OX  ; i punti  m , m' , m",  ec. , 
saranno  le  proiezioni  dei  punti  M,  M',  M",  ec. , della  trajettoria  sopra  que- 
st'asse;  e le  rette  Ons , mm' , m'm" , ec.,  le  projezioni  dei  lati  OM,  MM', 
M'M",  ec. 

Premesso  ciò,  osserviamo  che  nel  tempo  che  il  punto  materiale  percorre  i 
i lati  OM,  MM',  M'M",  la  sua  projezione  percorre  Or»  , mm' , m'm",  iu  modo 
che  essa  è in  m quando  il  ponto  è in  M,  in  m'  qnaudo  esso  è in  M' , e cosi  di 
seguito.  Ora,  in  qualauque  numero  che  siano  le  forze  applicale  al  mobile  quando 
esio  è in  O , possiamo  sempre  ridarle  * tre  dirette  seguendo  i tre  assi  OX,OT, 
OZ,  e di  cui  OM  è la  resultante;  così,  rappresentando  con  O m,  On  ed  O p le 
velocità  delle  componenti,  OM  sarà  la  diagonale  del  paralellepipedo  costruito  so- 
pra queste  rette,  c possiamo  osservare  che,  se  la  componente  Om  agisse  sola, 
il  mobile  descriverebbe  lo  spazio  Om  ebe  percorre  la  sua  projezione  quando  esso 
descrive  OM  in  conseguenza  dell’azione  simultanea  delle  tre  componenti.  Ciò  che 
si  dice  delia  projezione  Sopra  1’  asse  OX  si  applica  evidentemente  alle  projezioni 
sopra  i due  altri  assi,  e possiamo  stabilire,  generalmente,  che  nel  tragitto  del 
mobile  da  O in  M ciascuna  delle  sue  projezioni  si  muove  uniformemente  sopra  un 
asse  respetlivo,  come  se  essa  fosse  sollecitala  dalla  componente  diretta  seguendo 
quest’  asse. 
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Giudo  al  punì»  M . ove  il  mobile  riceve  I'  azione  delle  nuove  fonte  die  gli 
fanno  prendere  la  direzione  MM' , se  nuovameute  decomponiamo  tulle  le  forre 
sollecitanti  in  Ire  forze  paralelle  agli  «ssi,  riconosceremo  che,  nel  caso  in  cui 
la  componente  M;  paralelia  ad  OX  agisse  soia , essa  farebbe  percorrere  al  mobile 
la  retta  ugnale  alla  retta  mm'  che  percorre  la  proiezione  del  mobile,  quando 
esso  descrive  MM'  in  tirili  dell' azione  simultanea  delle  tre  componenti  hiq, 
Mr,  M s ; possiamo  dunque  considerare  il  molo  della  proiezione  del  mobile  da  m 
in  m',  come  se  asso  fosse  dovuto  alla  compooentc  paralelia  all’asse  OX.  Conti- 
nuando nella  stessa  maniera,  vedremo  che  il  molo  della  projezione  sull'asse  delle 
jf ■ non  dipende  che  dalle  velocità  , che  sarebbero  prodotte  dalle  forze  paralelle  s 
quest’  asse , e segue  lo  stesso  per  le  due  altre  proiezioni  rapporto  ai  loro  sui 
■ espelli  vi. 

Questa  proprietà  avendo  luogo  qoalunque  sia  la  grandezza  dei  lati 
M'M",  ec. , essa  esiste  ancora  quando  i lati  sono  infinitamente  piccoli,  ovvero 
quando  il  mobile  descrive  ima  curva  mediante  1’  azione  combinala  di  più  forze 
islantanee  e accelcratricì ; dunque; 

Se  si  decompongono  in  tre  forze  paralelle  ai  tre  assi  fissi  le  forte  qua- 
lunque che  producono  il  moto  curvilineo  di  un  punto  materiale  nello  spazio, 
r se  si  considerano  come  punti  mobili  te  projetioni  del  punto  materiale  sopra 
questi  assi,  il  moto  sopra  ciascun  asse  sarà  dovuto  alle  forte  che  gli  sono 
paralelle  e sarà  io  stesso  come  se  le  altre  forte  fossero  nulle. 

i5.  Quest’ importante  proposizione  conduce  direttamente  all’ equazioni  diffe- 
renziali del  moto  curvilineo  di  un  punto  materiale,  sottoposto  all'azione  di  un 
numero  qualunque  di  forze  acceleralrici  e istantanee.  Queste  ultime  possono  sem- 
pre riportarsi  ad  una  sola  forza  che  avrebbe  impresso  una  velocità  finita  al  mo- 
bile nell’origine  del  suo  molo,  e la  quale,  conseguentemente,  non  esercita  al- 
cuna influenza  sopra  le  variazioni  di  velocità  che  esso  prova  nel  percorrere  la 
sua  traiettoria. 

Indichiamo  con  x , y , * le  tre  coordinate  del  mobile  dopo  un  tempo  qualunque 
t,  e osserviamo  che  queste  coordinale  che  saranno  funzioni  di  t,  sono  ugualmente 
gli  spatj  descritti  dalle  prnjezioni  dei  mobile , dall’ origine,  ove  supponiamo  rbe  il 
tempo  t cominci,  fino  alt’  istante  in  cui  esso  ai  trova  sul  punto  della  sua  traiet- 
toria al  quale  esse  Corrispondono.  Decomponiamo  ciascuna  delle  forze  accelera- 
trici  date  iu  Ire  altre  rcspellivamente  paralelle  ai  Ire  assi,  e indichiamo  con  X 
la  somma  di  tutte  le  componenti  paralelle  all’asse  delle  x,codY  la  somma  delle 
componenti  paralelle  all’asse  delle  y,  e con  Z la  somma  delle  componenti  pom- 
icile all’asse  delle  t.  Queste  tre  forze  X,  Y,  Z,  delle  quali  avremo  il  valore  in 
funzione  delle  coordinale  x,y,  z,  in  ciascun  caso  particolare,  debbono  essere 
prese  con  i segni  -4-0  — . secondo  che  esse  tendono  ad  aumentare  o a dimi- 
nuire le  coordinate. 

Siano  ora  i>,  0',  v'  le  velocità  respettive  delle  proiezioni  sopra  i tre  assi,  «11° 
spirare  del  tempo  t,  velocità  che  rimarrebbero  uniformi  se  le  forze  accrleratrin 
cessassero  di  agire  a quest’  istante , e che  hanno  per  espressione  ( 0.°  so  J 


dl 

dt' 


dz 

di' 


l.e  variazioni  di  queste  velocità,  dovute  alle  forze  X,  Y,  Z,  nell’  istante  in- 
finitamente piccolo  dt  che  segue  il  tempo  f,  sarauno 


dt 


d*y 

~1T 


dv"t 


d*z 

dl 
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e siccome  quelle  variazioni,  divise  pel  tempo  nel  quale  esse  hanno  luogo,  rap- 
presentano le  forse  accelcratrici  che  le  producono  ( n.°  io),  avremo,  in  virtù 
della  teoria  del  molo  varialo, 


r/V 

di1  ’ 


(6). 


Tali  sono  l'equazioni  generali  del  moto  curvilineo  di  un  punln  materiale  nello 
spazio;  esse  sono  indipendenti  dalla  velocità  iniziale  del  mobile,  vale  a dire  da 
quella  che  è dovuta  alle  forze  istantanee.  Quest’  ultima  serve  a determinare  le 
costanti  arbitrarle  con  le  quali  si  completano  gl’ integrali.  Quando  le  funzioni  X, 
Y,  Z sono  date  dalla  natura  di  un  problema,  si  hanno  tre  equazioni  differenziali 
da  integrare,  e dopo  avere  ottenuto  gl’  integrali  completi,  1' eliminazione  di  t 
conduce  a dne  equazioni  le  quali  non  contengono  più  altre  variabili  che  x,  y, 
z,  e sono  l’equazioni  della  Irajeltoria. 

16.  Le  funzioni  X,  Y,  Z,  rappresentando  unicamente  la  somma  delle  forze 
acceleratrici  paralelle  a ciascun  asse  , quando  il  moto  della  projezionc  sopra  ano 
di  questi  assi  è uniforme,  la  variazione  della  velocità  è nulla  per  quest’asse,  e 
bisogna  uguagliare  a zero  l’ espressione  della  forza  acceleratrice  che  gli  corri- 
sponde. Inseguito  ne  daremo  un  esempio. 

17.  Per  determinare  la  velocità  del  mobile  ad  un  istante  qualunque  del  suo 
moto,  bisogna  osservare  che  quella  che  ha  luogo  sull’ elemento  OM  è,  indicando 
quesl'elcniento  per  la  differenziale  ds  della  curva, 

di 

V~~di' 


Ora,  moltiplicando  la  prima  dell' equazioni  (6)  per  -idx  , la  seconda  per  2tiy , 
la  terza  per  2 di,  si  ha,  aggiungendo  i rcsultamenti , 

ad,d^jdjrdy- 1;**;  ^ a[xrf*-+-Yrfx+Zrfz]  . 

Ma  il  primo  membro  rii  quest'  uguaglianza  non  è rhr  l i ri iflVrt oziale  rii 
divisa  per  dt%\  rosi  essa  equivale  a 

= 2 [ xrf*+Y  z dz  ] , 

ovvero  semplicemente  a 

= 2 £ Xdx+Xdy-t-Zdi  J , 


a motivo  ili  ds*=:dx2-irdf2-+-dz2 . Integrando,  considerando  dt*  come  costante, 
viene 

= 2J"  £ X.d.T-+-Ydy-*-7jdz  J ■+*  C , 

ovvero,  sostituendo  v invece  di 


‘ « 2 j"  [ XJx+Ydr-bZdt  J ■+■  C 


(7)- 
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Quest’  espressione  è la  legge  fondamentale  del  moto  curvilineo. 

18.  Si  ottiene  un’altra  espressione  della  velociti  sostituendo  semplicemente, 
nell'  equatione 

dt 

V~Jt’ 

r elemento  ds  della  curva  col  suo  valore  yj  ; viene 

o piuttosto,  osservando  che  tutte  le  differenziali  sono  prese  rapporto  al  tempo. 


/rdx 1 df  dz%-\ 

V Lrf»*  di*  "H  dt*  J 


(8). 


19.  Quando  tutte  le  forze  agiscono  nello  stesso  piano , bisogna  prendere  que- 
sto piano  per  quello  delle  z,|,  allora  la  variabile  z non  esiste,  e basta  impie- 
gare le  due  equazioni 


X = - 


dt * 


Y= 


dy 

~dt r 


lo  questo  caso  la  traiettoria  è una  curva  piana,  in  tutti  gli  altri  casi,  essa  è 
una  curva  a doppia  curvatura. 

20.  Per  prima  applicazione  delle  leggi  precedenti,  cerchiamo  l'equazione  della 
traiettoria  di  un  punto  materiale,  il  quale  si  muove  nello  spazio  in  virtù  del- 
1’  unica  impulsione  di  una  forza  istantanea.  In  questo  caso , tutte  le  forze  accele- 
ratrici  sono  nulle,  e si  ha 

X=p,  Y = o,  Z = o. 

Le  equazioni  (6)  si  riducono  perciò  a 


r Px 
dt* 


<<\r 


di 


~ = °> 


d*% 
dt * 


Moltiplicando  i due  termini  di  ciascuna  per  dt , esse  diventano 


d*x  d*y  d*z 

dt  1 dt  1 dt 


so; 


il  che  dì,  considerando  dt  come  costante,  e integrando 


dx 

~dF 


dt 


dt 


(m); 


a,  b,  c rappresentando  delle  costanti  arbitrarie.  Mettendo  quest' ultime  equa- 
zioni sotto  la  forma 

dxzxadt , dyXxldl,  dzcxcdt  ; 
e integrando  di  nuovo,  viene 

x s=ss  uM-n' , ysubt+b',  zsa  ct-t-c'; 
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a ',  4' , e',  essendo  delle  nuore  cullami  arbitrarie.  Eliminando  t,  ai  ottiene 

e/  c — nef  a 


/■= 


4'c — be' 
c 


equazioni  che  facilmente  si  riconosce  essere  quelle  di  una  linea  retta  nello  spa- 
zio. Tale  è infatti  il  resultamento  ebe  si  deve  ottenere  dalle  condizioni  del  pro- 
blema. 

Se  si  pone  l’origine  delle  coordinate  al  punto  di  partenza  del  mobile,  e che 
il  tempo  t sia  contato  a partire  da  questa  partenza,  avremo  zc=o,  y = o, 
i sa  o quando  r = o,  e,  conseguentemente,  a'eso,  i'cao,  </  ss  o.  Le  equazioni 
precedenti  si  riducono  allora  a 


A 

— * i 

e 


r<= 


b 

— a 


ed  £ facile  riconoscere  che  le  costanti  a,  4,  c,  sono  le  componenti  della  velociti 
seguendo  i tre  assi. 

Sostituiamo  i valori  (m)  nella  legge  (8),  otterremo 


> = ^a*r+-4*-+-c,J  = costante  , 


donde  segue  che  il  molo  è uniforme.  E questo  è ciò  che  aucora  dobbiamo  neces- 
sariamente trovare. 

ai.  Proponiamoci  per  secondo  esempio  di  determinare  la  trajetloria  di  un  punto 
materiale  pesante,  lancialo  nello  spazio  per  1’  impulsione  di  una  forza  istantanea. 
Abbiamo  in  questo  caso  due  forze  da  considerare,  la  forza  impulsiva  e quella 
della  gravitò. 

Sia  A ( Tai>.  CC , fig  a)  l’origine  pel  moto,  AB  la  direzione  della  forza  im- 
pulsiva che  seguirebbe  il  mobile,  se  questa  forza  agisse  sola  sopra  di  esso,  e AY' 
la  verticale  lungo  la  quale  esso  caderebbe  in  virtù  della  sua  gravitò,  se  la  forza 
impulsiva  non  esistesse. 

Siccome  possiamo  sempre  far  passare  uu  piano  per  due  rette  che  si  tagliano, 
le  due  forze  che  consideriamo  agiscono  in  un  medesimo  piano,  e per  conseguenza 
la  traiettoria  è una  curva  piana.  Prendiamo  dunque  la  verticale  per  asse  delle y , 
c conduciamo  per  )’  origine  A del  molo  una  retta  orizzontale  AX  che  sarò  I'  asse 
delle  ar,  mediante  ciò  la  forza  acceleratrice  non  avrò  componente  paralella  all'asse 
delle  x,  il  che  comincerò  dal  dare 


X = o,  donde  — . ’ft 
dtx 


Osservando  inseguito  che  la  forza  di  gravitò,  generalmente  rappresentata  con 
g,  è la  sola  forza  acceleratrice  che  agisce  nel  senso  dell’asse  AY,  ma  che  essa 
tende  b diminuire  le  coordinate  y della  traiettoria , e che  allora  bisogna  dare  il 
segno  — ad  Y,  avremo 


'>‘r  _ 
dr»  s' 
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Le  itue  equazioni  ilei  molo  sono  mediante  ciò: 

d%x  ^ tPy 


•fi 


di*  ' ' ai* 

moltiplicandole  l'  uua  e 1'  altra  per  di  e integrando,  otterremo 

dx  dy  , 

—<=*,  -—=-gt+b. 


ri  e 4 sono  costanti  arbitrarie  che  possiamo  determinare  immediatamente,  osser- 
vando che  e esprimono  le  velocita  orizzontale  e verticale  del  mobile 

dt  di 

all’origine  del  molo,  o quando  <s=o,  velociti  che  sono  le  componenti  della  ve- 
lociti iniziale  dovuta  alla  forza  impulsiva. 

Moltiplicando  le  ultime  equazioni  per  dt  e integrando  di  nuovo,  viene 

x = al , y — — 


Non  aggiungeremo  costanti,  perchè  contando  il  tempo  a partire  dall’ origine 
del  moto;  si  deve  avere  x = o e /c=o  quando  f = o. 

Eliminando  /,  avremo  definitivamente 


Questa  è l’equazione  della  traiettoria;  non  è più  necessario  che  di  sostituire 
a k b con  i loro  valori  perchè  tutto  ci  sia  determinato.  Ora,  abbiamo  ricono- 
sciuto che  queste  quantità  non  sono  rhe  le  componenti  della  velocità  iniziale; 
còsi,  indicando  con  u questa  velocita,  e con  ss  l’angolo  BAX  che  fa  la  sua  dire- 
zione AB  con  l’asse  delle  x , abbiamo 

a =t  v cos  y , sen  y.  ; 


sostituendo  nell'equazione  precedente,  avremo 

xa 

r = x tang  z — g — a~  ; 

J ° cos*  a 


che  è 1’ equazione  di  una  parabola. 

Se  vogliamo  conoscere  la  velocità  V in  un  punto  qualunque  della  trajelloria , 
bisogna  fare  nell'  espressione  generale  (7)  Z = o e X = o,  Yt=»-y,  si  lia 

v1 = J [— = - -■8J-+-C  ; 

c siccome  quest’integrale  deve  dare  la  velocità  iniziale  del  molo  ili  cui  o, 
la  costante  C è uguale  a v* , donde 

v = .y 

La  v«lo«ità  del  mobile  diminuisce  dunque  a misura  clic  l'ordinala  y aumenta, 
cs».i  è hi  più  piccola  quando  y è I'  onlinala  del  vertice  della  parabola,  poi  essa 
aumenti»  successivamente  per  ritornare  uguale  alla  velocità  iniziale  s»,  al  momento 
in  cui  il  mobile  incontra  la  linea  orizzontale  AX  ; al  di  sotto  di  questa  liuca. 
r ordinata  diventando  negativa,  la  velocità  si  accresce  continuamente. 
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Il  problema  che. abbiamo  risoluto  è quello  ilei  mulo  dei  profittili  nel  vuoto ; 
rimandiamo,  pel  caso  di  un  meno  resistente,  alla  parola  Calisiica.  La  questione 
ri  è trattata  cosa  le  più  grandi  particolarità,  Pedi,  per  le  traiettorie  dei  corpi 
celesti,  la  parola  Teaìettobu. 

aa.  Moto  di  un  punto  materiale  sopra  una  curva.  Il  moto  dei  mobili  soggetti 
a strisciare  lungo  una  curva  presenta  alcune  particolarità  degne  di  osservazione 
ebe  siamo  in  dovere,  d' indicare.  • 

Consideriamo,  la  curva  come  una  porzione  di' poligono  \mm’  m"  (Tuo.  CC, 
fig.  3j , e immaginiamo  che  il  punto  m , rhe  è obbligalo  a percorrerla  in  virtù 
di  nna  (orza  d’impulsione,  aia  scusa  gravila.  Si  chiami,  e la  Velocità  del  mobile, 
quando  è giolito  al  punto  m nel  quale  esso  è forzato  ad  abbandonare  la  sua  di- 
rettone Am  per  prendevi  quella  del  lato  nini'.  Rappresentiamo  la  velocità  v con 
la  psrte.  mv  della  sua  direzione  V e si  termini  il  rettangolo  ntpvr  ; mp  ed  mr  sa- 
ranno le  compooenti  di  v.  Ora,  la  componente  mp  «sscmlo|  nomiate  al  lato 
mm' , si  trova  distrutta  dalla  resistenza  di  questo  lato,  c la  componente  mr  Ita 
sola  il  suo  effetto  ; dunque  il  mobile  percorrerà  unicamente  con  questa  velocità 
il  lato  mm'  del  poligono.  . _ 

Possiamo  dunque  concepire  la  resistenza  esercitala  dalla  curva  al  ponto  in,  come 
una  forza  mp ' uguale  e opposta  alla  componente  mp  ; poiché,  astrazione  falla 
dalla  curva,  se  il  mobile  fusse  sollecitato  dalle  due  forte  mp  ed  mv , esso  pren- 
derebbe la  direzione  mm"  con  la  velocità  mr,  il  tatto  come  esso  fa  in  conse- 
guenza del  concorso  della  resistenza  della  curva  ton  la  forza  mv. 

Si  chiami  » Tingalo  della  velocità  mv  con  la  componente  mr,  avremo 

mr  v co»  « , mp  = v sen  u . 

i/senu  rappresenta  dunque  l'intensità  della  forza  (thè  bisognerebbe  applicare,  in 
rn  al  punto  mobile,  in  una  direzione  opposta  a mp , per  stare  invece  della  re- 
sistenza della  caria. 

Quando  il  mobile  è giunto  al  punto  m" , possiamo  nuovamente  fare  astrazione 
dalla  resistenza  del  lato  mlm",  che  cangia  la  sua  direzieae  mm' , sostituendoli 
una  forza  Uguale  ed  opposta  alla  componente  mp'  ■ della  velocità  perpendicolare 
ad  m'm" , e cosi  ugualmente  per  oiascuo  cambiamento  di  lato. 

c3.  Nel  caso  di  una  curva -continua,  i lati  A/n,  mnf' , m'm"  ee.,  sono  infinita- 
mente piccoli;  e per  sostituire  alla  resistenza  della  curva,  la  quale  cambia  a ciascun 
punto  la  direzione  del  mobile,  bisogna  immaginare  una  forzà  che 'agisca  conti- 
nuamente lui  mobile,  io  una  direzione  normale  alla  sua  trajeUoria,  donde  si 
vede  che  la  resistenza  della  Curva  può  essere  assomigliata  ad  Una  forza  aceeleratriee. 

a4-  I’rhn»  di  andare  alanti  facciamo'  osservare,,  che  là  -velocità  d’ impulsione 
s>,  rimane  la  medesima  sopra  tutte  le  piarti  della  curva,  lofalti , 1/  essendo  la  ve- 
locità sppra  l’elemento  Am,  la  velocità  sull’ elemento  mm'/  i uguale  ad  mr, 
ovvero  a 0 coesa,  e. per  cotnegnenza  ■ 

V V coi  VI  =*'(  I CO»  M y> 

rappresenta  la  perdita  di  velocità  effettuata  dal  passalo  di  un  elemento  sopra 
quello  che  lo  segue.  Ma  l'angolo  u è T angolo  della  curva  con  la  tua  tangente, 
e ti  sa  che  quest’  angolo,  chiamato  angolo  di  contingenta , é infinitamente  pic- 
colo; cosi  cosùsz  1,  « v— ocos  '■>  ao.  Resulta  da  queste  oonsiderazioni  ebe  il 
mobile  sottoposto  a percorrere^ una  curva,  conserva  aerdpre  tutta  la  velocità  che  gli 
è stata  impressa  all’origine  del  molo;  Se  questa  velocità  varia  per  T effetto  delle 
forze  acceleratoci,  che  possono  agire  sul  mobile,  la  reaistenza  della  curva  non 
entra  per  niente  in  quest’  effetto. 

Die.  di  Mai.  Poi.  PI.  75 


Digitized  by  Google 


59é 


MOT 


25.  immaginiamo  ora  che,  olire  la  forra  (l'impulsione,  alla  quale  è dovuta 
la  velocili  o,  il  mobile  sia  sottoposte!  a piti  forze  acceleràfiici  ; ciascuna  di  que- 
lle forze  potendo  decomporsi  in  due  altre,  di  coi  I"  una  sia  normale  e l'altra 
tangente  alla  curia,  ér  evidente  che  la  somma  di  tutte  le  componenti  normali  è 
distrutta  dalla  resistenza  della  curva  ; dimodoché  rappresentando  con  N una 
forza  uguale  ed  opposta  alla  somma  di  tette  le  forze  distrutte  da  questa  resi- 
stenza, possiamo,  introducendo  questa  nuova  forza  nel  sistema,  fare  astrazione 
dalla  curti  e considerare  il  moto  del  mobile  come  quello  di  un  punto  materiale 
libero.  ‘ ’ ' v , 

Indichiamo  dupque,  come  sopra,  con  X,  Y,  Z le  Componenti  paralcllc  a tre 
assi  rettangolari  fissi , delle  forze  séceleratrici  applicete  al  mobile  e per  fare  en- 
trare nel  sistema  la  forza  N uguale  ed  opposta  alla  resistenza  della  curva,  Asser- 
viamo che  chiamando  a,  y gli  abgoìi  che  questa  forza  acceleralrice , normale 
alla  traiettoria , fi  con  i tre  assi , le  componenti  di  H\  seguendo  questi  assi , st- 
ranno  respetlivamenle  • ■ : 

Ncosa,  Nc?=cosS,”  Nsscos^,. 

In  questo  modo,  le  somme  delle  componenti  para  Ielle  agli  assi,  di  tulle  le 
forze  acceleralricf  del  sistema,  sorto  | ' , 

X-+-N  cos  a , X-t-Ncosfi,  Z-t-Ncos<;v-  • . 
ed  abbiamo,  dal  n.°  io,  per  le  equazioni  generali  del  molo 


rf*x 

d/» 


: X-t-N  cos  a 


':£r 

( li* 


: Y-t-N  eoa  S 


d1» 

,Ul 


= Z-t-N  cos  7 


alle  quali  si  deve  aggiungere  queste  due  altre 

Ve 


eosr  a -t- co»*  ,j -jr  eoe  7 = r • 

• dx  dr  , dz  . ' * y.  « (d),  • 

■ds  -ds.‘~  ds  ‘ 1 • 

le  quali  reaullabo  dalle  relazioni  necessarie  che  hanno  tr*  lord  gli  angoli  * , fi, 
7,.  Infatti,  la  prua»,  è la  relazione  conosciute  dei  tre  angoli  di  una  retta  con 
gli  assi  coordinati  ( Fedi  ArPLiCAzroar.  Dan.'  Alsebba  aula  Gbosibthia,  n.°  zar). 
Quanto  alia  seconda,  eccone  una  deduzione  semplicissima:  V - 

La  direzione  della  forza  N estendo,  in  ciascnn  punto  della  curva,  perpendi- 
colare alla  tangente  di  questo  puuto,  se  indichiamo  con  a',  7'  gli  angoli 

della  taogenle  con  i tre  assi , avremo  ( Vedi  ■ Applicaziojsb  dell’  Algebba  alla 
Gbombtbia  , n,°  sa5  ) -<•  . ' » , 

. coiS'-t-oos- 


cos  a . cos  s 


■ COS  p 


. cos  7 ’ = o. 


Ma  gli  angoli  7'  sono  ugualmente  quelli  dell’elemento  dr  della  curva 

con  i tre  assi,  poiché  la  tangente  non  è che  il  prolungamento  dell' elemento  ; 
coir 


dx 

ds 


ds 


cos  7 


dz 

ds 
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sostituendo  questi  valori  Dell»  precedente  equazione , si  aeri  la  seconda  dell' equa 
xioni  (d).  . ■ . 

36.  Per  otteaere  l'espressione  della  velocità  in  un  punto  qualunque  della 
curri,  rammentiamoci  else  indicando  questa  velociti  con  v , avremo  ancora  in 
questo  punto.  ' , 

dt 

V = di'  . ' 

e . * 

poiché.  la  curva  non  i più- che  una  semplice  traiettoria.  Ora,  moltiplicando  la 
prima  dell'equaxioni  (e)  per  a dx,  la  seconda  per  tdy , la  terra  par  a dt,  verri, 
aggiungendole  inseguito, 

idxdtx-\-2dydlj-+vd*d,t 
. réfi»  ■ 


> ^ Xda+Tify+Zils  j - 

’t 


2NI  dx  co*  a •+•  dy  cos  J9  dx  cos  y 


]• 


Il  secondo  termine  del  secondo  membro  essendo  nullo  in  virtù  della  seconda 

d(dt>) 


di' 


dell'  equazioni  (d)  e il  primo  membro  ridacendosi  a 

= a f [ Xdx-hT<tr+Zd*  J-t-C, 

e,  conseguentemente , 

p1  = a J £ Xdx  +Xdy-bZdt]  -+-C 


-,  viene  integrando, 


{')■ 


a j.  La  prima  conseguenza  che  ai  deve  dedurr»  dall’ espressione  (e),  è,  che  la 
velociti  del  mobile  4 indipendente  dalla  resistenza  della  curva.  Nel  caso  in  cui 
le  forze  accelerataci  X,  Y,  Z sono  Dalle , si  ha  semplicemente 

ir'=C, 

vale  a dire  che  la  velociti  è costante , come  se  i|  punto  materiale  fosse  li- 
berar (n.^  ao).  ^ 

-8.  Quando  là  vola  forza  accclèratrice  che  agisce  su}  mobile  è la  graviti  , e che 
si  prende  l’asse  delle  x verticale  nella  direzione  di  questa  forzi,  li  ha 

X=so,  Y==o,  Z = g. 

i ' . , 

Questi  valori,  messi  nell’equazione  (e),  danno 

« « , ' ’ 

» ,s>l  = a J'gdx»t-C=s  age-t-C. 

’ % ' . \ * * • 

Per  determinare  la  costante. C,  supponiamo  che  la  velociti  sia  J quando 

p^  = C, 


ao,  avremo 


e , per  conseguenza  , 


ps xi  yj ag*+p,: 


</). 
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quest'  espressione  della  velocità  cjjcnJo  indipendente  dulie  differenti  relazioni 
die  esistono  tra  le  coordinate  ir,  y,  z per  ciascuna  curva  particolare,  si  vede 
che  la  ferma  della'  curva  non  esercita  alcuna  influenza  sopra  la  velocità  del  mo- 
bile. Ne  resulta  che  se  più  corpi  pesanti  partono  da  uno  stesso  punto  A,  in  cui 
ceco  (Tav.  CC,  fìg.  \ } con  una  medesima  velocità  iniziale  v' , per  muoversi 
ks  curve  differenti  AB,  AB',  AB"  , cc. , essi  avranno  tuftj  18  medesima  ve- 
locità quando  essi  raggiungeranno  il  piano  orizzontale  MN.  Se  la  velocità  ini- 
ziale v'  è nulla , la  velocità  comune  ai  punti  B,  B' , B"  , ec. , aarà  vaneggi  , 

vale  a dire  la  medesima  ehè  se  tutti  i mobili  .fossero  cadati  liberamente  dal- 
1’ altezza  c=Az.  , . 

2rj.  Quanto  alla  durata  del  moto;  essa  è legata  alla  natura  della  curva,  e ben- 
ché tutti  i mobili  raggiungano  il  piano  orizzontale  MN  con  la  medésima  velo- 
cità, essi  non  lo  raggiungono  tutti  pel  medesimo  istante.  Per  ottenere  le  rela- 
zioni che  esistono  tra  il  tempo  e lo  spazio  percorso,  si  chiami  s l’arco  OA 
( Tua.  <X , fig.  5)  compreso  tra  il  punto  di  partenza  O del  mobile  e un  punto 
qualunque  A della  curva,  t il  tempo  impiegalo  a^descriverc  quest’arco,  e po- 
niamo 1’  origine  delle  coordinate  al  punto  O contando  le  coordiuate  verticali  s 
•’  ■ • ‘ <\ 
nel  sento  dell’  azione  della  gravità.  Sappiamo  che 


ds 

: — ; cosi  , 1 equazio- 


ne (/)  ci  dà 


donde  dedurremo 


ds 

Tt~ 


A* 


dt  as- 


ds 


f 2 gz+vr‘ 


■ #)• 


Bisognerà , in  'ciascun  caso  particolare,  ricavare  dall’ equazione  della  cerva 
il  valore  ili  s in  funzione  di  r,  o viceversa , e sostituirlo  in  (g),  quindi,  inte- 
grando quest’ equazione , si  avrà -il  valore  di  t corrispondente  ad  un  valore  qua- 
lunque di  s v di  c. 

3o.  Prendiamo  per  esempio  d’applicazione  H moto  di  un  punto  materiale  pe- 
sante sopra  una  cicloide  i Sia  ADB  ( Taf.  CC  , fìg.  C)  una  cicloide  situata  io  ne 
piano  verticale  è di  cui  il  grand'asse  AB  é orizzontale;  CD  essendo  il  diametro 
del  circolo  generatore,  D è il  ponto  più  basso  della  oorva,  e questo  ponto  è il 
solo  ove  mi  mobile  pesante  potrebbe  restare  Tfl  equilibrio;  poiché  ponendolo, 
senza  impulsione  iniziale,  in  qualunque  Altro  punto  M,  la  gravità  lo  farebbe 
strisciare  lungo  1’  arco  MD,  ed  esso  giungerebbe  in  D con  nna  velocità  dovuta 
all’altezza  verlioalé  p D della  caduta,  velocità  in  virtù  della  quale  esso  risalirebbe 
sull'  altro  ramo  DB  fino  ad  un  punto  Al'  situato  alla  medesima  altezza  verticale 
del  punto  M.  Si  sa  che  la  lunghezza  della  cicloide  intera  ADB  è aguale  a quat- 
tro volte  quella  del  diametro  CD  del  circolo  generatore , e che  un  asco  qualun- 
que MD  é uguale  al  doppio  della  radice  quadrata  del  prodotto  del  diametro  CD 
per  l'ascissa  corrispondente  pi).  Cosi,  indicando  AID  con  r,  CD  con  a e pD 
con  u,  abbiamo 


ovvero  *1e=4au. 


Se  il  punto  O è il  punto  di  partenza  del  mobile,  la  variabile  a dell'equaiio 
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ne  (gy  sarà  contata  a partire  di  questo  punto,  vale  a dire  che  in  M,  per  esem- 
pio, la  coordinata  z del  mobile  avrà  per  valore  , , , . 


M*  = PD— pD, 

dimodoché  indicando  con  h la.  distanza  verticale  dall'  origine  O al  ponto  D , 
avremo  generalmente  . f 

,.*c=A— u.  , 

Premesso  ciò  e facendo  nuli; , per  maggior  semplicità,  la  velocità  iniziale  v’ 
del  mobi)e  al  punto  O,  osserviamo  che  1’  arco  s contato  dal  ponto  I>  diminuisce 
quando  t aumenta  , donde  resulta-  che  bisogua  dare  all'  equazione  (g)  la  /orma 


dts 


tlt 


Sostituendo  in  quest1  ultima  il  valore  di  z e quello  di  <is  ricavato 'dall' equa- 
zione t*  ss  l\au  , cioè  : 


, 20 du  2 adu  \l'a  ■ du 

ds=z— —SS — = — — , 

s 3-^au  Vw 


.// 


■ -y/Au-T-n2 


Si  ottiene,  integrando, 


V a « / 2u  — ù\ 

— p- . arc^  cos=  - J, 


espressione  alla  quale  non  vi  é bisogno  di  aggiungere  costante,  perchè  il  tempo 
t essendo  contato  a cominciare  dal  punto  di  partenza  O,  si  deve  avere  nel  me- 
desimo tempo  uz&ti,  toso. 

Se  si  fa  u c=s  o , avremo  il  tempo  impiegato  dal  mobile  per  giungere  al  punto 
D ; questo  tempo  è dunque 


ma  l'arco  di  cui  il  coseno  ss — i è uguale  alla  metà  della  circonferenza  ( Vedi 
Salto}.  Cosi,  indicando  con  it  la  semicirconferenza , abbiamo' 


donde  si  vede  che  il  tempo  del  moto  è indipendente  dall'  altezza  verticale  h del 
punto  di  partenza,  e conseguentemente , che  il  mobile  impiegherà  sempre  il  me- 
desimo tempo  per  giungere  al  punto  il  piò  basso  D della  cicloide,  qualunque 
aia  questo  punto  di  partenza.  Questa- proprietà  ha  fatto  dare  alla  cicloide  il  no- 
me di  curva  tautocrona.  ( Pedi  Tadtocbobì  ). 

3r.  Ci  rimane  da  indicare  i mezzi  di  ottenere  ' l’ espressione  della  forza  nor- 
male S , che  entra  nell’ equazioni  (c)  e che  è equivalente  alla  resistenza  della 
curva,  o più  esattamente  alla  pressione  che  esercita  il  punto  materiale  sopra 
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ciascun  ponto  della  curva  in  conseguente  dell’  azione  delle  forre  sollecitanti . 
Mediante  ciò  che  abbiamo  vedalo  precedentemente  (pi.  24  e ^5),  la  pressione 
totale  in  un  punto  qualunque  comprende  noo  solamente  la  somma  di  tutte  le 
componenti  normali  a questo  punto  delle  forre  acceleratrici , ma  ancora  la  com- 
ponente normale  della  velocità;  se  il  mobile  fosse  in  riposo,  questa  seconda  parte 
della  pressione  non  esisterebbe  , poiché  è unicamente  lo  stato  del  moto  che  svi- 
luppa questa  forra,  dovuta  alla  tendenra  continua  che  ha  il  mobile  a scappare 
seguendo  la  tangente  della  sua  trajettoria  in  virtù  della  sua  inerria.  Nella  ricerca 
dalla  pressione  totale  esercitala  contro  una  curva  da  un.  corpo  in  moto  , è dun- 
que necessario  di  valutare  separatamente  la  pressione  dovuta  alla  velocità,  e che 
si  chiama  la  forza  centrifuga  del  . mobile  , e la  pressione  dovuta  alle  forre  ac- 
ccleratrici  alle  quali  il  corpo  è sottoposto.  Per  cominciare  da  valutare  la  forra 
centrifuga  , siano  rum!  e m'm " ( Twk  CC , fig*  7)  due  rette  infinitamente  pic- 
cole che  facciano  tra  loro  un  angolo  infinitamente  piccolo  nm' mn  ;=  w , que- 
ste rette  saranno  due  eleménti  successivi  di  una  curva  qualunque , ed  avremo  per 
1' espressione  della  componente  normale  all’ elemculo  m'm"  della  velocità  v che 
ha  luogo  sul  primo  elemento  mm', 


v seo  w , 

questo,  è quello  che  abbiamo  trovalo- sopra  n°  22.  Per  i mezzi  a c 6 delle  rette 
inni!  Im  m"  , conduciamo  le  perpendicolari  aO  e 60,  e per  il  punto  di  con- 
corso O di  queste  perpendicolari  conduciamo  Om',  gli  augoli  in  a e in  b del 
quadrilatero  a06m'  essendo  retti,  abbiamo 

angolo  aOb  -H  angolo  eim'6  e=  2 retti  ; 
donde  ss-  ricava  * 


angolo  a06  = angolo  nm  m"  = <■». 

Ma  possiamo  considerare  gli  clementi  mm',  m'm " come  uguali;  cosi  aO  = 60, 
e P angolo  aOmf  i b»  metà  dell*  angolo  w.  Ora,  il  triangolo  aOm'  dà 


1 ■ am 

sen  — t.ì  = - — — - , 

2 Um  9 


ovvero  semplicemente 


am 

‘ Om7’ 


poiché  l’  àngolo  - w si  coufunde  col  suo  seno;  così,  indicando  con  ds  V elemento 

mm'  = 2am'  c osservando  che  Om'  è il  raggio  di  curvatura  della  trajettoria  al 
punto  mr , avremo,  indicando  oon  - questo  raggio  di  curvatura, 

ds 

7 ’ * 

# , • • 

Si  chiami  ? la  fora»  accelcratrice  che  deriva  <1,11(1  componente  normale  della  ve- 
locitk  , e rammentiamoci  che  qualunque  fona  acceleratricc  è rappreseotata  dtl- 
1’  elemento  della  velocità  divisa  per  I'  elemento  del  tempo.  In  questo  calo,  l'ele- 
mento  della  velocità  estendo  utenti,  avremo 


v sen  <>v 
-rf(  = 
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sostituendo  invece  di  u il  tuo  valore,  vena 


vili 


L' intensità  della  pressione  dovuta  alla  velocità  è dunque  iu  cagione  diretta 
del  quadrato  della  velocità  , e in  ragione  invera»  del  raggio  di  curvatura  della 
traiettòria. 

Quuulo  alla  parte  della  predinne  totale  che  resulta  dalle  forze  acceleratelo 

applicate  al  mobile,  ai  determinerà  riducendo  tutte  queste  forze  io  una  sola, 

che  si  decomporrà  quindi*  in* 'due  altre;  Una  diretta  seguendo  la  tangente,  l’al- 
tra perpendicolare  a questa  linea;  quest’ ultima  componente  sarà  la  pressione  do- 
vuta alle  forze  accelerarci'  No*  rimarrà  che  da  cercare  la,,  resultante  delle  due 
parti  della  pressione,  e’ si  otterrà  la  pressione  Ioide  , la  quale  £ uguale  e con- 
traria alla  forza  N.  Possiamo  ancora  dedurre  direttamente  l’espressione  della  forza 
N dall' equazioni  fondamentali  (tf),  ma  non  polliamo  arrestarci  a queste  parti- 
colarità. « 

3a.  Se  la  traiettoria  è una  curva  piana  e che  tulle  le  forze  applicate  al  mo- 
bile agiscano  nel  suo  piauo,  le  due  parti  della  pressione  saranno  dirette  se- 
guendo una  stessa  retta,  dimodoché  la  pressione  totale  sarà  uguale  alla  loro 
somma  o alla  loro  differenza.  Sia  K la  resultante  delle  forze  aceeleratrici,  0 l’an- 
golo che  fa  la  sua  direzione  con  la  normale;  B coi  5 sarà  la  componente  nor- 

male, e si  avrà  per  la  pressione  totale 


— ^1:  R cos  ') , 

secondo  che  le  due  parti  della  pressione  agiscono  nel  medesimo  senso  o In  un 
senso  opposto. 

33-.  Moto  di  un  putito  tn  uterini  e sopiti  una  superficie.  Possiamo  ancora  , in 
specie  di  moto,  considerare  il  mobile  come  libero  e. fare  astrazione  dalla  superficie, 
sopra  la  quale  esso  è soggetto  a muoversi,'  sostituendo  alla  resistenza  di  questa 
superficie  una  forza  hguale  e opposta  alla  pressione  che  esercita  il  mobile,  in 
virtù  dalla  sua  velocità  e delle  forze  aceeleratrici  che  gli  sono  applicale.  Indi- 
chiamo con  N la  forza  uguale  c contraria  alla  pressione  che  la  superficie  prova, 
cou  a,  p,  y gli  angoli  che  fa  con  gli  assi  coordinati  la  direzione  di' questa 
forza,  avremo  per  le  componenti  di  N paralclle  agli  assi  N cosa  , N eoa  ,4,  N cos  7 ; 
e indicando  sempre,  con  X,  ¥ , Z Je  componenti , 'rapporto  «gli  assi,  di  tutte  le 

forze  aceeleratrici , I'  equazioni  del  rrfoto  tirando 

‘ ’ 1 ' * ■.#- 

<1**  v w 
.r  = a •+•  ri  cos  x , 

« . < • » 

rfJy  ’ 

. ---—  = Y -t*  N cos  4 , 

rfr-* 


tPt 
di » 


ss  Z -f-  ?f  cos 
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Gli  angoli  »,  S,  » sarauno  conosciuti  quando  l' equazione  della  superficie 
sari  data.  Infalti  , sia  L = o quest'  equaiione,  si  avrà  ( Cedi  Piano  Taso  est») 


d L 


coi  ,5  ss  V 


dx 

d L 


dy,' 


coi  y 


dL 

di' 


ponendo  -,  per  abbreviare 

1 

V= 


V[(£M£)V(£)‘)' 

. ••  . r j'...  > 


il  ridicale  volendo  il  doppio  legno  ±,  Vè  positivo  a negativo , secondo  che 
gli  angoli  a,  6 , y si  riferiscono  alla  parte  della  normale  che  cade  nella  conca- 
vità della  superficie,  ovvero  nel  suo  prolungamento. 

Sostituendo  questi  valori,  dei  coseni  nell' equazioni  precedenti,  esse  diventano 


d*x  ■ dL 

X -V-  ^ V — — 

di 1 dx 


d%r 

dC 


■ RV 


JL 


dy 


(A). 


J2Z 


dC 


ss  Z -f.  NV 


d L 

~dl  1 


L' tiiiuiluzjonc  di  N Ira  queste  equazioni  fi» rà  .sparire  V nello  stesso  tempo, 
c si  otterranno  due  equazioni  di{Terenzfu(i  Jc  quali,  unite  a quelle  della  super- 
ficie L.=c  o,  serviranno  in  ciascuu  caso  particolare  per  determinare  (e  coordinate 
del  mobile  in  funzione  del  tempo.  Renderemo  più  chiara  questa  teoria  mediante 
iin  esempio.  • 

. 3fj.  (voilskIqt i.imo  uu  punto  materiale  pesante  soggettò  a muoversi  sopra  una 
sfera,  non  sottoposto  ad  altra  forza . acceleralrice  che  la  gravili.  Questo  raso  è 
quello  del  pendolo  semplice,  quando  1'  impulsione  iniziale  non  è diretta  seguen- 
do il  piano  verticale  che  passa  pel  centro  di  sospensione.  Situiamo  V origine 
delle  coordinate  al  centro  della  sfera  e prendiamo  1'  asse  delle  z verticale  e di- 
retto nel  senso  della  gravità;  cominceremo  da  avere 


Y =5  o , Z = g. 


Premesso  ciò,  a indicando  il  raggio  della  sfera,  V cquazioue  delle  sua  super- 
ficie è 


a3  = o , 

( Vedi  Applicazioal  dall'  Algebra  alla  Geometbia  ) c abbiinfo , ponendo 

L =:  a:a«4-^a-f:za— oa 
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per  le  Ire  derivale  differenziali  di  L, 

dL  d L di, 

~dl  X’  hj  r'  ~^Z' 

di  più 

V ~ ~ V ~ — 7 ' 

Quelli  valori  riducono  1' equazioni  generali  (A)  a 


d1*  « * 

-d?='±*à 


(«)• 
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Per  eliminare  N tra  queste  equazioni,  moltiplichiamo  ciascuna  di  esse  per 
la  differenziale  delia  variabile  che  essa  coutieue  e prendiamo  la  loro  somma, 
verri 


dxd*x-+-dyd*r  -i-d  ziPt  K / \ 

“j =zgdi^—lxdx-yjrdjr+tdi\ (*), 


osservando  che  l'equazione  differenziata  della  sfera  dà 

xdx-C-ydy-y-idi  = o (/) , 

vedremo  che  l'equazione  (A)  è la  stessa  cosa  che 


</(rfx*-+-r//1-^-</z,) 
di » 


donde  si  deduce,  integrando  i due  membri  , 


dx^-t-dy*-*-  rfz’ 

dì* 


('»). 


c’  essendo  una  costante  arbitraria. 

Otterremo  una  seconda  equazione  liberala  da  •+  N,  eliminando  questa  quanlilà 
Ira  le  due  prime  dell' equazioni  («).  Per  eseguir  ciò , basta  moHipNcure  la 
prima  per/,  la  seconda  per  * , e di  prendere  la  loro  differenza,  che  si  Iruva 
essere 

/rfar  xd*y 

Hì*  1F 1=0  ’ 


ovvero,  sopprimendo  uno  dei  fattori  di  dt*,  e osservando  che 
yd*x—-xd*y=i  d[ydx—xdy) , 
dtydx — xdy)  _ 


di 


integrando  e indicando  con  c una  costante  arbitraria,  la  seconda  equazione  cer- 


cala sarà 

ydx—xdy  =;  cdt (n). 

Dia.  di  Mot.  Poi.  VI.  jti 
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Le  tre  equazioni  (!) , (m),  (n)  contengono  la  determinazione  del  molo  di  un 
punto  materiale  pesante  sopra  la  superficie  di  una  sfera.  Eliminando  tra  queste 
equazioni  due  delle  Tariabili  x,  y , *,  si  otterrà  la  terza  in  funzione  del  tempo 
f,  il  che  fari  conoscere  tutte  le  circostanze  del  moto  indipendentemente  dalla 
forza  normale  N,  la  quale  è scomparsa  da  quest’ equazioni.  Per  giungere  a 
un'equazione  finale  in  z,  mettiamo  l’equazione  (/)  sotto  la  forma 

xdx-k-ydy  = — 'idi  ; 

eleviamo  al  quadrato  questa  e l’equazione  (n),  il  che  ci  darà 
x*dx%-t-axydxdy+yxdyi  sa  zxdtx , 
y*dx* — 2xydxdy-i-x1dya = cVf*; 
aggiungendo  queste  due  ultime , terrà 

£r»^-y)dxM-(xMy)rfy  = cW+zW  ; 

sostituendo  in  questa  il  valore  di  x*-t-y*  dedotto  dall'  equazione  della  sfera , 
cioè: 

xa-+*y  cc  a* — z*; 

e il  valore  di  dxx-\-dyx  ricavato  dall'  equazione  (m) , cioè  : 
dxa-H/y  — agzdrWdt*— da», 

avremo  definitivamente 

ad* 

< = V [(a1— «‘((ajz-t-c')-*1]  ’ 

l’integrale  di  quest’espressione,  che  non  possiamo  ottenere  sotto  una  forma  fi- 
nita, ma  dalla  quale  si  ottengono  i valori  approssimali  mediante  lo  sviluppo 
in  serie,  farà  conoscere  z in  funzione  di  t o reciprocamente. 

Bisogna  osservare  che  l’ ordinata  z fa  solamente  conoscere  il  piano  orizzontale 
nel  quale  si  trova  a ciascun  istante  il  mobile,  il  che  non  basta  per  determinare 
completamente  la  sna  situazione;  ma,  siccome  cercando  le  espressioni  delle  due 
altre  coordinate  x ed  y , si  cade  sopra  equazioni  nelle  quali  queste  variabili  non 
sono  separate  dal  tempo  r,  è più  semplice  di  fissare  la  posizione  del  mobile  fa- 
cendo concorrere  il  suo  raggio  vettore  con  la  sua  coordinata  z;  ora  la  posizione 
del  raggio  vettore  è conosciuta,  quando  si  conosce  l'angolo  che  fa  la  sua  proie- 
zione orizzontale  con  l’asse  delle  x o quello  delle  y:  così  si  tratta  di  ottenere 
l’espressione  generale  di  quest’angolo,  che  indicheremo  con  0. 

Osserviamo  che  la  proiezione  orizzontale  del  raggio  vettore  è il  lato  di  un 
triangolo  rettangolo,  che  ha  questo  raggio  esso  stesso  per  ipotenusa  e 1’  ordinala 
z per  terzo  Iato  : il  suo  valore  è perciò 

e si  ha,  conseguentemente 
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differenziando  quest' equazioni,  li  ottiene 


dx 


= — len  0 . d 9 


zdz 

Va*—*’ 
T *d* 


■ coi  9 , 


/ 

dy  ss  coi  0 . d 0 \f  a* — sa  — — len  0 , 

v v °* — ** 


moltiplicando  I'  ultima  di  quest’  equazioni  per  la  prima  dell’  equazioni  (o)  e la 
prima  per  la  lecondr  di  queste  medesime  equazioni  (o),  quindi  sottraendo  il 
primo  prodotto  dal  secondo  e osservando  che  sen*9-v-cos*9  =j  i , verrà 


ydx — xdy  =a  — (a*— a’W  9 *=  (**— a*)d  9 
Paragonando  quest'  ultima  con  1’  equazione  (a) , avremo 


Qurst'  ultima  equazione  integrata  per  approssimazione,  dopo  eterei  sostituito 
per  dt  il  suo  valore  precedente,  farà  conoscere  il  valore  di  9 in  funzione  di  *, 
e si  avrà  cosi  per  un  istante  qualunque  la  posizione  del  mobile  sopra  la  sfera, 
poiché  * si  considera  come  conosciuto  in  funzione  di  (. 

35.  L’  espressione  della  velocità  in  un  punto  qualunque  della  superficie  sferica 
é data’iminediatamente  dall’equazione  (m) , poiché  indicando  con  dt  l’elemento 
della  traiettoria  e rammentandosi  che 


dt * 


dt* 


quest'  equazione  é la  stessa  cosa  che 

o’=3  agtn-c’ , 

donde  si  deduce 


! yj  aéT*H 


ag*-He  , 

la  costante  c'  è la  velocità  iniziale  ovvero  la  velocità  che  ha  luogo  qaando  * = o. 

36.  Se  si  domanda  il  valore  della  forza  N aguale  e opposta  alla  pressione  che 
esercita  il  mobile  contro  la  superfìcie  della  sfera,  bisogna  moltiplicare  respelti- 
vamente  ciascuna  dell’  equazioni  (i)  per  la  variabile  che  essa  contiene  e prendere 
la  somma  dei  prodotti  il  che  dà  \ 

xd*x  ryd*y-t-xd*i  N t 


dt * 


• d*  i = S*  rfc 


No 


Wt 


a motivo  di  *®-+y*-»-***sso*. 

Ha , differenziando  P equazione  (/] , si  trova 

xd1x-ydx  . dx-yycPy-hdy  . dy-t-ttPt+dt  .dieso  , 
donde,  dividendo  per  dt* , 

xd*x-^-yd*y+td*t  dx*^-dy*-ydt* 

d?  " d? = 


Sostituendo  nell'equazione  (p),  si  ottiene 


r’+^» 

a 
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Si  «veglierà  zempre  quello  dei  due  segni  di  N che  reode  il  tuo  valore  poiiiim. 
perchi  quella  quantità,  la  quale  rappresenta  l’intenzità  di  una  forzi  conformile 
con  altre  forze  in  uno  slesto  punto,  non  potrebbe  avere  un  valore  nrgainu. 
{Pedi  RstoLTAaTi.)  In  tutti  i casi,  astrazione  falla  dal  segno,  la  quintili 

a 

è uguale  alla  pressione  esercitala  dal  mobile  contro  la  superficie  della  sfera. 

ìj.  Moto  di  un  corpo  intorno  di  un  asse  fisso.  Quando  un  corpo  solido , rhr 
possiamo  sempre  considerare  come  una  riunione  di  punti  materiali  legali  Ira 
loro  in  un  modo  invariabile,  è soggetto  a girare  uniformemente  intorno  di  un  asse 
fisso  AB  (Tav.  CC  , fig.  5),  se  s'immagina  un’  iufioilà  di  piaoi  perpendico- 
lari a quest'asse,  potremo  considerare  che  ciascun  punto  materiale  descriva,  in 
una  rivoluzione  intera,  una  circonferenza  di  circolo  sopra  uno  dei  piani  I.e  mole- 
cole o masse  elementari  m , m’ , m" , ec.  percorrono  cosi  nello  stesso  tempo 
degli  archi  di  uno  stesso  numero  di  gradi,  e le  loro  velocità  respetlise  saranno 
tanto  più  grandi  quanto  gli  archi  percorsi  apparterranno  a circonferenie  più 
grandi.  Gli  archi  di  uno  stesso  numero  di  gradi  essendo  proporzionali  ai  loro 
raggi , seguirà  il  medesimo  delle  velocità,  dimodoché  prendendo  per  unità  la 
distanza  di  una  molecola  all'asse  e indicando  con  <■>  la  sua  velocità,  che  sui  U 
velocità  angolare  del  sistema,  le  velocità  delle  molecole  m,  m\  rn"  , ec.  situale 
alle  distanze  om  = r,  a'm'c=.r\  a"m"  ss  r'\  ec.,  saranno  respcUivameute  rap- 
presentate da 

rw,  r'w,  r"w,  r'"tn,  ec. 

Le  quantità  di  moto  effettive  che  animeranno  le  masse  elementari  m,  ni',  m",  ec., 
avranno  dunque  per  espressioni 

mru,  m’r'  ai,  m"  r"  m,  m"'r"'a,  ec. 

Supponiamo  che  delle  furie  date  in  grandezza  e in  direzione  agiscano  simulta- 
neamente sopra  tutte  queste  molecole,  c imprimano  loro  delle  velocità  che  sareb- 
bero u,  v* , v"  , ec. , se  le  molecole  fossero  interamente  libere;  le  quantità  di 
molo  ricevute  saranno  conseguentemente 

mv , , fc. 

« bisognerà,  mediante  il  principio  del  d’  Alembert,  che  vi  sìa  equilibrio  tra  le 
quantità  di  moto  impresse  e le  quantità  di  moto  effettive,  ciascuna  di  quest' ul- 
time essendo  presa  in  senso  contrario  della  sua  direzione. 

Per  ottenere  l’equazione  dell’ equilibrio,  consideriamo  in  particolare  la  massa 
elementare  w,  e rappresentiamo  la  forza  mv  che  agisce  sopra  di  essa  con  la 
parte  mn  della  sua  direzione;  abbassiamo  dal  pnntu  n la  perpenditolare  np  sul 
piano  del  circolo  descritto  da  questa  massa;  si  chiami  0 l’angolo  nmp  fra  la 
forza  e il  piano,  e decomponiamo  mn  ovvero  mv  in  due  forze,  l’ una  np  = mvsen^ 
paralella  all'asse  fìsso  AB,  e l’altra  pm  =s  nw  cos  0,  situata  nel  piano  mpa.  Li 
prima  sarà  distrutta  dalla  resistenza  dell’  asse  , e la  seconda  avrà  il  suo  effetto. 
Ugualmente  indicando  con  0' , 0 " , 0"' , ec.  gli  angoli  che  le  forze  m'v  , m'V',ec. 
fanno,  con  i piani  di  rotazione  delle  molecole  m , m" , m" , ec. , le  quantità 
di  moto  impresse  ai  disersi  punti  del  sistema  saranno 

mv  cos  0 , mV  cos  0' , m' V'  cos  0 " , ec. , 

ed  esse  si  troveranno  situate  negli  stessi  piani  delle  quantità  di  moto  effellite 
mr  « , m' r*  « , m" r,f  u , ec. 
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Ora,  poiché  tulle  queste  quantità  di  molo  agiscono  in  piani  perpendicolari 
all'  asse  di  rotazione  , il  loro  effetto  de*’  essere  lo  stessa  come  se  tutti  questi  piani 
non  ne  formassero  che  un  solo;  cosi,  proiettando  sopra  un  piano  perpendicolare 
all  asse,  le  direzioni  di  tutte  le  forze  applicate,  e prendendo  queste  prnj»zioni 
per  le  direzioni  esse  stesse  ( TVso.  CC , fig.  9),  bisognerà,  perchè  l'equilibrio 
possa  sussistere,  che  la  somma  dei  momenti  presa  rapporto  al  punto  fisso  a 
sia  nulla,  ovvero  che  la  somma  dei  momenti  che  tendono  a far  girare  il  sistema 
in  uu  senso  intorno  del  punto  a,  sia  uguale  alla  somma  dei  momenti  che  tendono 
a farlo  girare  nel  senso  opposto.  (Vedi  Mosi  auro.  ) Ma  le  direzioni  delle  forze 
mrtu , m'r'  o>,  ec. , uel  piano  di  projeziouc , sono  tangenti  alle  circonferenze  de- 
scritte dalle  masse  m,  m' , m" , ec.  intorno  del  punto  fisso  a,  con  i raggi  r , r\ 
r",  ec. 

Così  i momenti  di  queste  forze  rapporto  al  centro  a saranno 

I 

mr mV3M,  m"r"1«,ec.; 

e siccome  esse  tendono  tutte  a far  girare  il  sistema  nello  stesso  senso,  bisogna 
prendere  la  somma  di  tutti  questi  momenti,  la  quale  sarà 

« V”3-*-  ec J, 

Rappresentando  con  la  caratteristica  2 la  somma  di  lutto  le  quantità  simili 
tur3,  m'r'1 , ec.,  trlmr1  indicherà  la  somma  dei  momenti  delle  forze  effettive  , 
ed  è questa  quantità  che  deve  fare  equilibrio  alla  somma  dei  momenti  delle 
forze  mucosO,  m'v'  cos  6 ' , m"v"  cosS",  ec.  Per  ottenere  quest' ultima  , osser- 
viarno  che  più  forze  possono  tendere  a far  girare  il  sistema  in  un  senso  e le  altre 
in  un  senso  opposto:  la  somma  dei  roomeuli  sarà  dunque  in  generale  la  diffe- 
renza di  due  somme  di  cui  la  più  grande  si  comporrà  di  tutti  i momenti  delle 
forze,  le  quali  tendono  a far  girare  il  sistema  nel  senso  del  sno  moto  effettivo: 
se  L indica  questa  differenza,  l'equazione  dell’ equilibrio  cercata  diventerà 

L = ul  mr 1 , 

e si  potrà,  col  tuo  mezzo,  determinare  la  velocità  angolare  »>.  Astrazione  fatta 
dai  segni  dei  momenti,  se  indichiamo  con  /»,/>',/>",  ec.  le  perpendicolari  ali- 
tale dal  centro  a sopra  le  direzioni  delle  forze  inv cos 9,  m'v'  cos  0' , ec.  avremo 

L = mvp  cos  9 -t-  m'v'  p'  co s 6 ' -\-m"v"p"  cos  0 "-+•  ec. 

ovvero,  impiegando  ancora  la  caratteristica  2 per  indicare  la  somma  delle  quan- 
tità simili  di  cui  si  compone  il  secondo  membro  ili  quest*  uguaglianza  , 

L = 2 mvp  cos  9 ; 

I’  equazione  dell’equilibrio  diventa  mediante  ciò, 

2 mvp  cos  9 = w 2 mr 1 , 

donde  si  deduce,  per  l’espressione  della  velocità  angolare. 


2 mvp  cos  9 

-a  = — — 

2 rnr~ 


■ (9). 


38.  Quando  le  velocità  v , »’ , t>",  ec.  sono  tulle  uguali,  paralelle  fra  loro,  0 
che  esse  agiscano  nei  piani  di  rotazione  delle  molecole,  gli  angoli  9, 9' , 9",  ec. 
sono  nulli , e si  ha  allora 

cos  9=r,  cos  9'=  1 , cos  9 " = 1 , cos  9 = 1 , ec. 
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In  questo  caso,  1*  somma  dei  momenti  delle  velocità  diventando 

ni vp+m'vp'-hm'  ' vp' '-+■  ec.  = p' -*-m" p"  -4-  ec.J  , 

possiamo  darle  la  forma  P2mp,  conservando  alla  caratteristica  1 la  sua  signifi- 
cazione generale  di  aggregato  di  termini  simili,  e 1’  equazione  (q)  diventa 


p X mp 
X mra 


«• 


Concepiamo  ora  un  piano  parafello  alla  velocità  p e che  passi  per  Tasse  fìsso, 
le  perpendicolari  abbassate  dai  punti  m , m , m"  , ec. , sopra  questo  piano  sa- 
ranno uguali  alle  perpendicolari  />,  p' , pn , ec. , dei  centri  di  rotazione  sopra 
le  direzioni  delle  velocità  uguali  e paralelle  p , vf , p" , ec. , e se  si  chiamano 
, <7",  ec.  le  nuove  perpendicolari,  che  s'indichi  in  particolare  con  Q 
quella  che  sarebbe  abbassata  dal  centro  di  gravità  del  sistema,  e che  finalmente 
si  esprima  con  M la  massa  totale  o la  somma  di  tutte  le  molecole  elementari , si 
avrà,  mediante  la  proprietà  conosciuta  del  centro  di  gravità 

MQ  s=  ec. , 

ovvero,  a motivo  di  95=/»,  9' a//  , q”  c=p"  , ec. , 

MQ  =5  2 mp. 

Osservando  inoltre  che  le  masse  elementari  m , m\  m,f , ec.  sono  tutte  uguali, 
e che  possiamo  ad  esse  sostituire  l’elemento  d M della  massa  totale,  ai  vede 
che  la  somma  2 mr*  non  è che  l’integrale  di  dimodoché  l’equazione  (/-) 

diventa  definitivamente 


I.a  quantità  2 mt%  ovvero  J r*d M si  chiama  il  momento  d'  inerzia  del  mobile; 

in  altra  parte  abbiamo  esposto  i rnetzi  per  ottenete  il  suo  valore  numerico. 

( Fedi  Momento  d’  Inerzia.) 

3q.  Se  succedesse  che  alcune  solamente  delle  molecole  m , mr  , m"  , ec.  aves- 
sero ricevuto  la  velocità  p,  si  avrebbe  quest’ altra  espressione 

pM'Q' 

j”  r*d  M ’ 

nella  quale  M'  indica  la  somma  delle  masse  elementari  che  hanno  ricevuto  la 
velocità  p,  e Q'  la  perpendicolare  abbassata  dal  centro  di  gravità  di  questa  somma 
sol  piano  condotto  per  T asse  paralellaroenle  alla  velocità. 

40.  Esaminiamo  il  caso  in  cui  diverse  forze  acceleratrici  agendo  sopra  i punti 
del  sistema  Io  farebbero  girare  intorno  dell’  asse  fisso  con  un  moto  varialo. 

Sia  OZ  ( 7op.  CCI , ftg.  1)  Tasse  di  rotazione,  mrs  il  circolo  descritto  in- 
torno di  quest'asse  da  una  delle  molecole  m , ? la  forza  acceleratrice  applicata 
al  punto  m nella  direzione  Pm,  e 5 l’angolo  PmT  che  fa  la  direzioue  della 
forza  y con  la  tangente  Tm  del  circolo  mrs. 

Decomponiamo  la  forza  y in  tre  altre:  la  prima  paralella  all’asse  OZ,  la  se- 
conda diretta  seguendo  il  raggio  Am,  e la  terza  diretta  seguendo  la  taugenle  Tm  ; 
le  due  prime  saranno  distrutte  dalla  resistenza  dell'  asse,  T ultima  sola,  la  cui 
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espressione  sarà  ycoti,  tenderà  a far  muovere  il  punto  m.  Si  chiami  r il  rag- 
gio Am,  e rappresentando  con  dm  l’elemento  della  massa,  esprimiamo  con  w la 
velocità  angolare  del  sistema  dopo  il  tempo  t;  la  velocità  dell'elemento  dm 
sarà  nel  medesimo  istante  ru  e nella  durata  infìniiamente  piccola  di,  questa  ve- 
locità crescerà  di  quella  che  sarà  dovuta  all’  azione  della  forza  acceleratrice. 

Premesso  ciò,  osserviamo  che  se  il  mobile  fosse  libero,  la  forza  f co ti  gl’  im- 
primerebbe nell'  istante  di  una  velocità 

f eoa  S . di , 

dimodoché  dopo  il  tempo  t-t-dl  la  velocità  sarebbe 

ru  + y eoa 5 , di. 

Uà,  siccome  l’elemento  materiale  dm  è legato  al  sistema,  la  sua  velocità  ef- 
fettiva dopo  il  tempo  t-i-dt  è 

ra  + rj», 


c la  sua  quantità  di  moto  effettiva 
9 (r“  -+*  rd  <a> 

nel  mentre  che  la  quantità  di  moto  impressa  è 


? eoa  J 


. dìy 


rn. 


Queste  considerazioni  applicandosi  indifferentemente  a tutte  le  molecole  del 
sistema,  avremo,  in  generale,  per  la  somma  delle  quantità  di  molo  impresse, 
I’  espressione 


X u -t-  f cos  ì . di^dm 

e,  per  la  somma  delle  quantità  di  moto  effettive, 

1 (r“  -n  rd  Ot  ^dm. 


Quest’ ultime  quantità  di  moto,  prese  cangiando  le  loro  direzioni,  dovendo 
fare  equilibrio  alle  prime,  mediante  il  principio  del  D’ Alembert,  bisogna  che 
i loro  momenti,  rapporto  all’asse  fisso,  siano  uguali  ai  momenti  di  queste  prime 
rapporto  allo  stesso  asse,  e siccome  le  forze  agiscono  seguendo  le  tangenti  delle 
circonferenze  descritte  dai  punti  materiali  alle  quali  esse  sono  applicate,  basta 
moltiplicare  ciascuna  quantità  di  moto  per  il  raggio  del  circolo  che  gli  corrisponde 
per  avere  il  suo  momento.  L’  equazione  dei  momenti  é perciò 


r y cos  } . dt^dm  — X ^ r1  w ■+•  r*d  m 


la  quale  si  ridurrà 

X r f cos  3 . dtdm  — X r*d  w dm (0- 

Mettendo  fuori  del  segno  X le  quantità  di  e da,  le  quali  sono  le  stesse  iu 
tutti  i termini,  e osservando  che  la  somma  di  un  seguito  indefinito  di  quantità 
infinitamente  piccole  è un’  integrazione,  si  potrà  dare  all’  equazione  (t)  la  forma 

dl(r  y eoa  i . dm  ss  d a JVVm , 
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donde  si  ricava 


MOT 


, 1 r y eoa  d . dm 

d *»  = J f ^ 

***  r*dm 


Quest'espressione  dark  la  velocita  angolare  del  sistema,  per  ciascun  istante 
del  moto,  dopo  che  avremo  effettuato  le  integrazioni,  per  le  quali  bisogna  cono- 
scere l'intensità  e la  direzione  della  forza  acceleratrice  ?,  che  agisce  sopra  cia- 
scun elemento  del  corpo,  come  pure  la  posizione  di  questi  elementi.  Se  ne  tro- 
verà un  esempio  di  applicazione  alla  parola  Pendolo. 

4 1 ■ Moto  di  un  corpo  libero  nello  spatio . Le  leggi  del  molo  di  un  punto 
materiale,  libero  nello  spazio,  si  applicano  immediatamente  a qualunque  corpo  , 

0 sistema  di  punti  materiali,  dei  quali  tutti  i punti  si  muovono  con  la  me- 
desima velocità  e descrivono  delle  trajettorie  paralelle.  Quando  non  succede  così, 
dobbiamo  rappresentarci  il  molo  del  sistema  come  composto  di  due  moli  diffe- 
renti , l'uno  di  trasposizione  nello  spazio,  comune  a tutte  le  molecole,  l'altro 
di  rotazione  intorno  di  un  punto  solido,  e particolare  a ciascuna  molecola.  Sup- 
poniamo, per  esempio,  che  nell' intervallo  di  tempo  che  la  molecola  m^l 
corpo  A (Tav.  CCI,  fig.  a)  ha  impiegato  per  trasportarsi  da  m in  m' , le  altre 
molecole  abbiano  cangialo  di  posizione,  in  modo  che  la  molecola  n che  si  trovava 
iil la  destra  della  linea  mm * si  trovi  alla  sinistra;  siccome  questa  molecola  è le- 
gata invariabilmente  al  punto  m,  essa  non  ha  potuto  prendere  questa  nuova  po- 
sizione senza  girare  intorno  del  punto  m,  ed  ugualmente  per  tutte  le  Mitre  mo- 
lecole. Così,  osservando  che  se  il  moto  di  rotazione  non  avesse  avuto  luogo , tutti 

1 punti  del  sistema  si  sarebbero  mossi  paralellamrrte  alla  direzione  impressa  al 
punto  m,  nel  mentre  che  al  contrario,  se  il  moto  di  trasposizione,  non  fosse  esi- 
stito, il  sistema  avrebbe  giralo  intorno  ad  un  centro  fisso  m,  si  vede  che  pos- 
siamo decomporre  il  moto  effettivo  in  due  altri  moti  e considerare  la  velocità 
di  ciascuni  molecola  ed  un  istante  dato  come  la  resultante  di  due  velocità , 1' una 
uguale  e paralella  a quella  del  centro  di  rotazione,  l'altra  differente  per  eia* 
scuna  molecola  e dipendente  dalla  distanza  della  molecola  al  centro  di  rotazione 
come  la  velocità  angolare  del  sistema.  La  questione  consiste  perciò  nella  deter- 
minazione in  queste  due  specie  di  moto. 

Ammettiamo  generalmente,  per  maggior  semplicità,  che  il  punto  intorno  del 
quale  gira  il  sistema  sia  il  suo  centro  di  gravità,  e decomponiamo  tutte  le  forze 
acceleratrici  che  agiscono  sojpra  un  elemento  in  tre  forze  X,  Y,  Z respelliva- 
mente  paralelle  a tre  assi  rettangolari  coordinati.  Dopo  un  tempo  / , le  velocità 
dell'  elemento  dm  seguendo  questi  tre  assi  sarranno  • 

dx  dy  dt 

"3T*  ~dT'  ~IT' 


dopo  un  tempo  , esse  diventeranno 

dx  . dx  df  f dy  dt  dt 

ir  + J-dT'  -dT  + d-dT'  dt  + d^r 


Queste  velocità  souo  le  velocità  effettive;  ina  se  alla  fine  del  tempo  t il  punto 
materiale  avesse  cessato  di  far  parte  del  sistema  e thè  esso  avesse  ceduto  lìbera- 
mente all'azione  «Ielle  forze  acceleratrici  che  agiscono  sopra  esso,  le  sue  velocità 
seguendo  gli  assi  si  sarebbero  aumentate  nell'istante  dt  delle  quantità 

\dty  Y dt,  Zdt , 
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( sarebbero  per  conseguenza  direnale 

dz  „ . 

— — -t-Xrff , 

di 


dt 

~dt 


• Zdt. 


.Sottraendo  da  quelle  velocità  impresse  all' elemento  materiale  dm,  le  velocità 
effettive  precedenti,  avremo  per  le  velocità  perdute  o guadagnale  da  queat' ele- 
mento net  aemo  dei  Ira  ani  1’  espressioni 


Xdl-d 


dx 

— 


\dt~d 


li- 
di ' 


Zdl—d  ~ . 
di 

Goal,  mediante  il  r.incipio  del  d’  Alembert,  il  corpo  resterebbe  in  equilibrio 
se  ai  applicassero  all’  elemento  dm  le  quantità  di  moto 

^Xdl-d~yim, 

(Ydi-d±ym, 

(z  Jc-d-^dm, 

corrispondenti  a queste  velocità  perdute  o guadagnale.  Ciò  applicandosi  a tutte 
le  molecole  del  sistema , e I'  equilibrio  del  corpo  supposto  libero  csigoudo  che 
le  somme  di  tutte  le  forre  paralelle  a ciascnu  asse  sieuo  separatamente  nulle , 
avremo  le  tre  equationi 

^(ydt-d^lf)dm  = o, 

S{zdt~i~ym=0, 

donde  si  deduce 

S%rdm=SYdm 

$±Ldm  = jZdm 

Dii.  di  Mal.  Voi.  VI.  77 


Digitized  by  Google 


610  MOT 

l' integnmoni  debbono  prendersi  in  tulle  l' estensione  della  massa  del  corpo. 

Siano,  ora,  x,,  y, , a,  le  coordinale  del  centro  di  gravili  ed  M la  massa  del 
mobile,  abbiamo,  dalle  proprietà  conosciute  di  questo  centro 

Mx,  = J"xrfm,  Mz,t=  Jzdm. 


Differenziamo  due  volte  di  seguilo  quest’ equazioni,  considerando  M e dm  come 
costanti  ex,,/,,  t, , x , y,  t come  funzioni  del  tempo  s,  otterremo 


M^=  1 

dt*  J 

fT?'- 

>‘77?=J 

r£-. 

Sostituendo  invece  dei  secondi  membri  i loro  valori  (a),  troveremo  per  I'  equa- 
zioni del  moto  del  centro  di  gravili 

* £*-/«- 

M f=/W" 

\ j . Quest’  ultima  equazioni  ci  fanno  conoscere  una  proprietà  assai  degna  di  os- 
servazione del  centro  di  gravità  : ed  è che  questo  centro  ti  muove  come  te  tutte 
le  forze  de I littemo  gli  fossero  immediatamente  applicate.  Infatti,  le  quaulità 

^ Xdrm  , ^Yi ìm , J"z  dm,  sono  le  somme  delle  componenti  di  tutte  le  forze  se- 
guendo i tre  assi,  dimodoché  se  indichiamo  con  X,,  Y, , Z,  le  componenti  della 
resultante  del  sistema  delle  forze  , si  ha 


MX,e=  (Xdm,  MY,  = jYdm  , MZ,  = fZdm. 
Paragonando  queste  con  I' equazioni  ( > ) , se  ne  deduce 


fPx, 
dt * 


= X,, 


*r, 

dt* 


= Y, 


tale  a dire,  le  medesime  equazioni  che  si  troverebbero  considerando  il  centra 
ili  gravità  come  un  punto  isolato,  al  quale  fossero  applicate  tutte  le  forze  del  si- 
stema, paralellamente  alle  loro  direzioni. 

4j3.  L'  equazione  del  moto  di  rotazione  non  la  determineremo  ebe  pel  caso  in 
coi  il  corpo  sia  mosso  da  uoa  forza  acceleratrice,  la  cui  direzione  non  passa  pel 
centro  di  gravità  : essendo  questo  il  caso  più  frequente  del  problema.  Sia  PQ 
( Tav.  CCI , fig.  3)  la  direzione  della  forza  acceleratrice,  abbassiamo  sopra  que- 
sta retta,  dal  centro  di  gravità  G,  una  perpendicolare  G m,  la  forza  PQ  tendente 
a far  girare  G m intorno  del  punto  G farà  descrivere  al  punto  m un  circolo  di 
cui  Gm  sarà  il  raggio,  dimodoché  il  punto  m , trasportando  tutti  gli  altri  punti 
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del  liitem»  , imprimerà  al  corpo  un  molo  di  rotazione  intorno  di  un  tue  per* 
pendieolare  al  piano  del  circolo  G m e il  quale  pana  pel  punto  G.  Cosi,  indi- 
li icando  con  v la  velociti  impressa  dalla  forza  acceleratrice  al  centro  di  graviti, 
con  M la  massa  del  solido,  e facendo  Gm=sQ,  avremo  (n.°  38),  per  la  velocità 
angolare  « , 

uMQ 
J"  r*dm 

Il  momento  d'  inerzia  Jr*dm  essendo  preso  rapporto  ad  uu  asse  che  passa 

pel  centro  di  gravità,  si  riduce  a MA*  ( fedi  Mosmrro  d'  lavarla ).  Cosi  l'equa* 
tione  precedente  diviene 


Si  otterrà  con  questa  formula  la  velocità  angolare  per  mezzo  della  velocità 
del  centro  di  gravità,  quando  avremo  determinato  quest’ ultima  con  l'aiuto  del- 
l'equazione (a)*  I limili  di  questo  dizionario  impediscono  di  entrare  in  mag- 
giori particolarità. 

Moto  cizcolaii.  (fedi  caaTasi.a.  ) 

Moto  Assoluto  e Relativo.  ( fedi  Meccanica  ). 

In  Astronomia,  il  moto  riceve  diverse  qualificazioni  come  diurno,  annuale, 
orario,  siderale,  ec.  (fedi  quists  vaioli). 

Vedi,  per  quello  che  concerne  il  molo  dei  fluidi,  le  parole  Idzodiiiabica  , 
Suozgo,  Phkcmztica  e Varoza. 

MOTORE.  (Mec.)  Questo  nome  vien  dato  a qualunque  agente  capace  d’ imprimere 
molo  ad  un  corpo  inerte  ovvero  ad  una  macchina.  Io  un  orologio  da  tasca,  per 
esempio,  la  molla  è il  motore,  in  un  orologio  grande,  il  peso;  in  un  rnuliuo, 
I'  acqua  o il  vento , ec. 

Abbiamo  già  stabilito  ( fedi  Cavallo),  che  chiamando  P lo  sforzo  esercitalo 
da  un  motore  al  suo  punto  d’applicazione,  e V lo  spazio  che  questo  punto 
percorre  nel  senso  dello  sforzo  e nell’unità  di  tempo,  il  prodotto  PV  rappresenta 
la  quantità  d’azione  somministrata  dal  motore,  qualunque  sia  d'altra  parte  la 
sua  natura.  Ora,  il  lavoro  effettuato  da  una  macchina  essendo  sempre  relativo 
alla  quantità  d'azione  somministrata  dal  motore  e aumentando  con  essa,  il  pro- 
blema il  piis  interessante  che  si  presenta,  quando  un  motore  é dato,  i quello 
di  ottenerne  la  maggior  quantità  d'  azione  possibile;  ma  siccome  non  possiamo  mai 
aumentare  uno  dei  fattori  del  prodotto  PV  senza  diminuire  l'altro,  si  tratta  di 
determinare  i valori  respettivi  di  P e di  V in  modo  da  rendere  PV  un  maxi- 
mum. Ecco  le  considerazioni  teoriche  sopra  le  quali  si  fonda  questa  determina- 
zione. 

Quando  la  velocità  è nulla , vale  a dire  quando  h>  sforzo  P si  esercita  sopra 
un  ostacolo  invincibile,  la  sua  pressione  evidentemente  è la  maggior  possibile, 
ma  non  vi  è quantità  d'azione  prodotta,  poiché  allora  PV  = o.  Se  l' ostacolo 
acquista  un  moto  , la  pressione  diminuisce  tanto  più  quanto  la  velocità  aumenta  ; 
dimodoché  essa  sarebbe  nolla  se  I’  ostacolo  potesse  muoversi  tanto  presto  quanto 
il  motore;  in  quest'  ultimo  caso,  si  avrebbe  ancora  PV  = o. 

Fra  queste  due  estremità  necessariamente  si  deve  trovare  una  data  velocità  che 
renda  il  prodotto  della  pressione  e della  velocità  il  maggiore  possibile:  ed  t 
questo  grado  di  velocità  che  é necessario  di  conoscere. 

Sia  P'  la  pressione  che  un  motore  può  esercitare  sopra  un  ostacolo  invincibile, 
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V'  una  velocità  che  renile  la  pressione  nulla,  V nns  velocità  intermedia , e P la 
pressione  corrispondente  a questa  velocità;  si  suppone  che  esista  sempre  fra  que- 
ste quantità,  almeno  per  i motori  animali,  la  proporzione 
p-  . p_  V'»  ; (V'— Vp, 

donde  si  deduce 

PV=P'(,-lY.  V ...  <o). 


Per  ottenere  il  valore  di  V , che  rende  questa  quantità  nn  maximum , bisogna 
uguagliare  a tero  la  sua  differenziale  presa  rapporto  a V , il  che  dà 


equazione  dalla  quale  si  ricava 


Sostituendo  questo  valore  nell' equazione  (a),  si  ottiene 

P = — P'. 


Così,  mediante  questa  teoria,  il  maximum  di  quantità  d‘ aiione  avrebbe  luogo 
quando  la  pressione  del  motore  è i — della  maggior  pressione  della  quale  esso 


è capace  senta  servirsi  della  velocità,  e la  sua  velocità  un  delta  maggior  velo* 


cità  che  esso  può  prendere  senta  produrre  pressione.  La  quantità  d'atione  maxi- 
mum sarebbe  perciò  uguale  ai  ~~  del  prodotto  della  più  gran  pressione  per  la 
più  gran  velocità;  perchè  i valori  precedenti  danno 

PVc=  -Ip'V'. 

*7 


L1  esperienza  ha  provato  che  questo  risultaroenlo  non  può  applicarsi  senza 
restrizione  a tolte  le  specie  di  motori,  e non  possiamo  ancora  determinare  appros- 
simativamente i valori  più  adattali  delle  quantità  P e V per  ciascun  motore  in 
particolare , che  mediante  osservazioni  immediate. 

I motori  che  comunemente  s'impiegano  per  mettere  le  mscchine  in  molo  sono: 
i motori  animali  ■(  Fedi  Uomo  e Cavallo ) , l'acqua,  il  reato,  U forza  espansiva 
dei  fluidi  clastici,  i pesi  e le  molle  elsstiche  (Fedi  Qdbstb  di  tea  se  vaioli); 
gli  effetti  che  essi  producono  possono  tempre  essere  psragonsti  a pesi  elevati 
<d  una  data  altezza  (Fedi  Foni  motiici).  Rereolissimaraenta  sono  stali  indicati 
diversi  tentativi  fatti  in  Inghilterra  e agli  Stati  Uniti,  per  ricavar  partito  stalla 
torza  motrice  delle  caiamite  artificiali  traversate  ila  correnti  elettriche.  Se  le 
speranze  che  fanno  concepire  questi  tentatisi  hanno  un  esito  felice,  1'  indu- 
stria si  troverà  in  possesso  di  un  nuovo  motore  tanto  più  utile , quanto  la  sua 
applicazione  sembra  non  presentare  veruno  dei  pericoli  rhe  accompagnano  quelli 
del  vapore. 
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MOUTON  (Gabiisls),  matematico  cd  astronomo  francese,  nato  nel  1618  a Lione, 
e morto  in  questa  cittì  il  28  Settembre  iCr>4-  Pubblicò  un'opera  importante  in- 
titolata : Observationes  diametrorum  solis  et  lunae  apparentium , ec. , Lione , 
1670,  in-4 , nella  quale  determina  il  diametro  apparente  del  sole  nel  suo  apogeo, 
con  una  tale  esattezza  , che  nulla  si  è trovato  da  variarvi,  nemmeno  oggigiorno 
che  si  posseggono  strumenti  tanto  piò  perfetti  per  osservare.  Aveva  pure  calco- 
lato i logaritmi,  con  dieci  decimali,  de' seni  e delle  tangenti  per  ciascun  secon- 
do dei  primi  quattro  gradi  : tali  logaritmi,  ridotti  a sole  sette  cifre  decimali,  in- 
seriti venuero  nelle  Tavole  di  Gardiner , Avignone,  1770,  in-fol. 

MOVIMENTO.  Vedi  Moto. 

MULINO  A VENTO.  Vedi  Visto. 

MULLER  (Giovassi),  geometra  ed  astronomo  celebre  del  XV  secolo,  piò  noto 
sotto  il  nome  di  Regiomontano , nacque  nel  villaggio  di  Un  finti , presso  Koenig- 
sberg,  nel  ducato  di  Sassonia-Hildburghausen , il  6 Giugno  1 43G.  Fece  i suoi 
studj  a Lipsia,  ove  di  buon'ora  manifestò  la  sua  ioclinazione  per  l'astronomia: 
in  eli  di  quindici  anni  si  recò  a Vienna  per  assistere  alle  lezioni  di  Purbach, 
che  con  sommo  grido  insegnava  tale  scienza  nell’ uni  versi  lì  di  qaella  cittì.  Il 
professore  accolse  con  booti  il  giovane  discepolo,  che  a lui  si  presentava  già 
fornito  di  cognizioni  sufficientemente  estese,  e non  tardò  ad  associarlo  ai  suoi  la- 
vori. Osiervarono  insieme  alcuni  ecclissi  ed  una  congiunzione  di  Marte,  che  loro 
diede  occasione  di  scoprire  un  errore  di  due  gradi  nelle  Tavole  Alfonsine.  Il  car- 
dinale Bessarione,  che  allora  trnvavasi  a Vienna,  consigliato  aveva  a Purbach  di 
compilare  un  compendio  latino  dell’ Almagesto  di  Tolomeo,  e Purbach  persuaso 
dell’importanza  di  tale  lavoro  vi  aveva  posto  mano;  ma  la  morte  che  lo  colse 
nella.etì  di  3p  anni  gl’imped)  di  condurlo  a termine.  Dietro  l'invito  che  mo- 
rendo gli  aveva  fatto  il  suo  maestro,  Muller  si  accinse  a continuare  l'impresa,  e 
conoscendo  quanto  per  tale  oggetto  fosse  necessario  il  possedere  a fondo  il  greco, 
si  decise  a passare  in  Italia  per  studiare  tale  lingua  sotto  alcuno  di  quei  dotti 
greci  che  vi  si  erano  refugiati  dopo  la  caduta  di  Costantinopoli.  Cominciò  tale 
stadio  a Roma  sotto  Giorgio  di  Trebisooda,  quindi  si  recò  a Ferrara,  ove  si 
perfeziooò  sotto  Teodoro  Gaza.  Si  acciase  allora  a un  numero  prodigioso  di 
lavori  scientifici  che  fanno  stupire  non  meno  per  la  rooltiplicitì  delle  cogni- 
zioni che  per  l’altivitì  straordinaria  che  richiedevano  nel  loro  autore.  La  sem- 
plice indicazione  delle  opere  di  Mailer  oltrepasserebbe  di  molto  i limiti  che  ci 
sono  prescritti  nelle  nostre  notizie  biografiche:  per  comprovare  i servigi  che  egli 
ha  reso  alla  scienza,  basterò  dare  la  lista  di  quelle  che  sono  state  stampale.  Pur- 
bach e Regiomontano  sono  stali  senza  contrasto  i rigeneratori  dell’astronomia 
moderna,  e se  la  morie  non  gli  avesse  colpiti  entrambi  sai  fior  dell'etì  , è pro- 
babile che  la  riforma  compiuta  di  questa  scienza  sarebbe  stato  il  resultato  dei 
loro  lavori.  Tatti  e due  avevano  scorto  le  incocrenze  e le  inveriiiiuiglianze  delle 
ipotesi  di  Tolomeo,  lutti  e due  avevano  meditato  profondamente  sulla  semplicità 
maestosa  del  sistema  di  Pitagora;  ma  la  gloria  di  stabilire  il  molo  della  terra  e 
di  farne  la  base  dell’ astronomia  era  riserbata  ad  un  altro.  Nel  numero  dei  ser- 
vigi che  Regiomontano  ha  reso  alla  scienza  non  deve  trascurarsi  la  fondazioni; 
della  celebre  stamperia,  che  eresse  in  Norimberga  e che  trovò  il  tempo  di  dirignc 
senza  cessare  di  attendere  indefessamente  alle  osservazioni  e alla  composizione 
de’ suoi  scritti.  Questo  dotto  illustre,  in  eli  appena  di  qnarant'anni,  mori  a Ri- 
ma il  G Luglio  >476,  lasciando  incompleto  un  numero  grande  di  progetti,  il  cui 
solo  pensiero  onora  il  suo  ingegno.  Ei  fu  sotterrato  nel  Panteon. 

Ecco,  sulla  scorta  di  Delambre,  la  lista  piò  compiuta  delle  opere  stampate 
di  Giovanni  Muller:  I Joannis  Regiomontani  Ephemerides  astronomicae  ab 
anno  1 4 7-'>  od  annum  i5oG,  Norimberga  , in*4  ; II  Ditputationcs  contro  Gl te- 
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rardi  Cremonensis  in  planelarum  theoricas  deliramente  , ivi  , >474»  in-fol.  : 
III  Tabula  magna  primi  mobilie  cum  uru  multiplici,  rationibutqut  certis , ivi, 
t475,  in-4  ; IV  Fundamenta  operationum  quae  fiunl  per  tabu/am  generatemi 
Neuburg,  1 557,  in  foi  : è una  specie  di  trigonometria , di  cui  le  operazioni  anno 
agevolale  dalla  tavola  precedente.  V Kalendarium  novum  , Norimberga,  a 476 , 
in-j.  Su  questo  calendario  deve  consulterai  la  Storia  deir  astronomia  del  me 
dio  evo  di  Delarabre,  che  ne  dii  una  deacritione  particolarizzata  e curiosa.  VI 
Tabulae  directionum  profectionumque , Venezia,  1 485  , in-4  » ristampale  piu 
volte  colle  tavole  dei  seni  e delle  tangenti.  VII  Almanach  ad  annoi  18  ab  anno  1489  ; 
Vili  Joannit  Regiomontani  et  Georgii  Purbachii  Epitome  in  Aìmagettum  Pio- 
ternari , Venezia,  1 4</>,  in-fol.;  IX  Ephcmerides  incipiente t ab  anno  1 4 , Ve- 
nezia , 1498,  in-4;  X 7 n Ephemeridei  commenlarium , in  arguito  all’ almanacco 
di  Sloefler,  Venezia  , i5r3,  in-4;  XI  Tabular  ecliptium  Purbachii ; Tabulae 
primi  mobili t a Monteregio , ivi  , i5i5,  in-fol.;  XII  Problemata  X/7/  de  co - 
metae  longitudine , magnitudine  et  loco  vero , Norimberga,  i53i  , in-4;  XIII 
Epistola  ad  cardinalem  Bessarionem  de  compositione  et  usu  cujusdam  mete- 
reoscopii  armillarit  , in  seguito  all’  Introdutione  geografica  di  Apiano  , Ingol- 
stadt , i533,  in  fol.  ; XIV  Problemata  XXIX  Sapheae  nobilissimi  instrumenli 
a J.  de  Monteregio , Norimberga,  1 534-  È I»  descrizione  di  uno  strumento  che 
Muiler  chiama  safea , e che  molto  somiglia  ail'analemma  di  cui  ai  è fatto  on  si 
lungo  uso.  XV  Observotiones  XXX  annorum  a Joanne  Regiomontano  et  B. 
JValthero  Norimbergae  habitae Scripta  clarissimi  mathematici  de  for- 

gitelo1,  astrolabio  armillari , regula  magna  ptolemaica , baculoque  astronomico , 
Norimberga,  i554,  in-4-  Soellio  ha  dato  una  edizione  più  corretta  di  quest’opera 
sotto  il  seguente  titolo:  Coeli  et  siderum  in  eo  errantium  observationts  Has- 

siacae qnibus  accesserunt  Regiomontani  et  Bernardi  IValtheri  obser- 

vationes  Iforimbergicae  , Leida,  1618;  XVI  De  trìangulis  planis  et  sphaericis 
libri  V una  cum  tabulis  sinuum , senza  luogo  e senza  data.  XVII  Parecchie  let- 
tere che  furono  pubblicate  da  De  Murr  nel  178C  nella  tua  opera:  Memorabitia 
bibliothecarum  publicarum  Iforimbergensium  et  universitatis  Altdorfianae . 
toro.  I , pag.  74-»o5.  Per  maggiori  notizie  tu  qursto  celebre  dotto  ti  consulti  la 
vita  che  di  lui  ha  scritto  Gasseodi,  e l’articolo  che  lo  riguarda  nella  Biografia 
universale. 

MULTINOMI!}.  ( A/g.  ) ( F edi  Pousomio  ). 

MULTIPLO  [A/g.)  Un  numero  che  ne  contiene  un  altro  come  fattore  ai  dice  mul- 
tiplo di  quest’ altro.  Cosi  8 è multiplo  di  4 ; >5  è multiplo  di  5,  ec.  In  gene- 
rale, se  si  ha  M = P.  Q , M è multiplo  di  P o di  Q. 

Un  Posto  multiplo,  in  geometria,  è un  punto  comone  d’  intersezione  di  più 
rami  di  una  medesima  curva  che  ai  tagliano  ( Fedi  Posto). 

MUNSTER  (SazasTiaso) , uuo  dei  più  dotti  geografi  e matematici  del  tuo  tempo, 
nacque  a Ingelheim  nel  1489,  e morì  a Basilea  nel  i55a.  Delle  tue  opere  scientifiche 
citeremo  soltanto  : I Calendarium  biblicum  hebraicum  ex  Hebraeorum  penetrali- 
bus  edilum,  Basilea,  i5a7,  io-4  ; Il  Horologiographia , ivi,  i53i  , in-4;  trai  la  lo 
di  gnomonica  il  più  compiuto  che  fino  allora  foste  alato  pubblicalo.  Ili  Orga- 
num  uranictun  ; Theoricae  omnium  planelarum  molai , canone!,  ec. , ivi,  i536, 
in-fol.;  IV Cosmogrnphia  universali s (in  tedesco),  ivi,  i544,  in-fol.  V Rudi- 
mento mathematica  in  duos  libros  digesta , ivi,  i55i,  in-fol. 

MURALE  ( Astron.).  Quarto  di  circolo,  posto  esattamente  nel  piano  del  meridia- 
no, e per  maggior  solidità  fissato  ad  un  muro.  Serve  ad  osservare  le  altezze  me- 
ridiane dei  corpi  celesti. 

MUSCIDA  (Astron.).  Nome  di  una  stella  posta  sulla  bocca  di  Pegaso  e segnata 
nei  cataloghi  colla  lettera  r 
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MYDORGE  (Clsodio),  dolio  geometra,  ualo  a Parigi  nel  a 585.  L'amicizia  di  cui 
l'ooorò  Carleaio,  e i grandi  sacrifisj  da  lui  fatti  pei  progressi  dell’ottica  e della 
diottrica  gli  fruttarono  maggior  celebriti  che  Don  i suoi  scritti.  Nato  da  una  fa- 
miglia che  aveva  avuto  personaggi  distinti  nella  magistratura , si  diede  a coltivare 
le  scienze  col  più  nobile  disinteresse.  Fu  MyJorge  che  fece  lavorare  pel  suo  il- 
lustre amico  le  lenti  paraboliche,  iperboliche,  ovali  ed  ellittiche,  delle  quali  egli 
stesso  aveva  disegnato  le  forme  con  somma  esattesza  ; queste  lenti  furono  di 
grande  utilità  a Cartesio  per  ispiegare  i diversi  fenomeni  della  visione.  Spese 
pure  somme  considerabili , che  alcuni  biografi  fanno  ascendere  a 3oo,ooo  lire,  per 
far  costruire  delle  lenti  da  telescopi  , degli  specchi  ustorj,  ed  io  diverse  espe- 
rienze. MyJorge  mori  nel  Luglio  iG^y,  lasciando  un  numero  grande  di  manoscritti 
che  sono  andati  spersi  nel  tempo  delle  turbolenze  della  Fronda.  Le  opere  da  lui 
pubblicate  sono:  I Examen  du  lirrc  des  Récre'ations  mathématiques , Parigi, 
i63o,  in-8:  il  libro  al  quale  si  riferisce  questo  Esame  è del  p.  Leurechon  , ge- 
suita, che  lo  aveva  pubblicalo  sotto  il  falso  nome  di  E.  Van.  Essen.  11  Prodromi 
catoplricorum  et  dioplricorum,  sive  conicorum , libri  IV  priores,  Parigi,  i63g, 
in-fol.  Il  padre  Mersenne  ha  inserito  quest’  opera  nella  sua  raccolta  intitolata  : 
Vnioersae  geometriae  mixtaeque  mathematicae  Sinopsis  ( Vedi  Maaseeisa  ). 


FINE  DEL  VOLUME  SESTO. 
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CORREZIONI 


Pag.  3a3  Vesso  7.  ( Tav . CLXI , fig.  1 ).  ! Tav  CLXI , fig.  7 ). 

■ u 334  V«»to  ao.  ( Tav.  CLXI .fig  7)  ( Tav.  CC  , fig.  10). 

v 36a  Vesso  >9.  ( Tav  CLXI,  fig.  a)  (Tav.  CLXI,  fig.  8). 
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